Chapitre 3

Suites numériques

3.1 Limites

3.1.1 Définitions

~— Deéfinition 1

Prises de Notes de Maxime W. (2024-2025)

Soit (uy,)nen une suite a valeurs dans K =R ou C.
Soit ¢ € K. On dit que la suite (u,)nen converge vers £ si on a

On écrit :  lim wu, = /.
n—-+4oo

\.

Ve>0, IngeN, VneN: n>=2ny = |u, — ¥ <e.

Illustration graphique :
R

T, e *

1€ * S

)€ * *

L-€

*

~— Deéfinition 2

Soit, (tn)nen une suite réelle. On dit que la suite (u,),en diverge vers +o0c si on a

On écrit : lim u, = +oo.
n—-+oo

VAeR, Ing eN, VneN: n>ny = u, > A.

~— Deéfinition 3

Soit, (un)nen une suite réelle. On dit que la suite (u,),en diverge vers —oo si on a

On écrit :  lim wu, = —oc.
n—-+4+0oo

VAER, IngeN, VneN: n>ny — u, <A
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Proposition 1

Toute suite convergente est bornée.

Preuve.(D1)
SUWO’W‘D /&rm /U,L= €
A3+
Ve>o dn, €N, Vo>ng | U~ L€ E
Rsos E=A4 ek n, € IV Lefgue:

Vn7/ Ny, LU,.,—-QL‘ZL
YnYng, I/Un)—«-l)u,,,-‘ﬂ—kel < L -2+ 18]
¢ A+ 1L]

O e H=max A A+18], Wol — , 14, ]
Ans, Vh €N, VINEES
Denc (’U“Xnen\; eor bame,

O
Proposition 2
Soit, (un)nen une suite réelle convergeant vers /.
Si ¢ > 0 alors il existe un réel m > 0 et un rang ng € N, tels que 'on ait Vn > ng, u, > m.
Preuve.
64)-()()000/\0 Limn Mo = £20
N>+ 2’
On écrik £ de"j)mjﬁ/n avec E= = Pge ,
—andélN/\/ﬁ>rno/ '/Lln’-e)\z :z
L
Cha doc Vn>ng, ~ £y M, -LK =
A
>0
< B, <2
@) 2 no= EX
O

Soie
1
2

w

— Proposition 3

nt (up)nen et (vn)nen deux suites a valeurs dans K = R ou C et convergeant respectivement vers ¢ et ¢. On a :
. Pour tout (a,b) € K? la suite (a.u,, + b.v,)nen converge vers al + b’
. La suite (uy,.v,)nen converge vers £0'.

U
. Si ¢ #£0, alors la suite <n> est définie & partir d’un certain rang et converge vers 7
Un / neN

. Passage a la limite dans une inégalité :
Si les suites (uy,)nen et (vn)nen sont réelles et si pour tout n € N, on a u,, < v, alors on a aussi £ < .
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3.1.2 Suites extraites

Définition 4

Soit (un)nen une suite réelle ou complexe. On appelle suite extraite de (uy,)nen, toute suite (uy(n))nen Ol N—N
est une application strictement croissante.

Exemple 3.1. Les suites (uapn)nen €t (Uant1)nen Sont des suites extraites de (un)pen-

Proposition 4

Soit, (un)nen une suite réelle ou complexe.
Si (up)nen converge vers £, alors toute suite extraite de (uy,)nen converge aussi vers /.

nm
Exemple 3.2. Démontrer que la suite (up)nen définie par u, = sin (?> est divergente.

— T V= 40
“@una = (Ao F) -

Mg, = Ain[dnm)= O

T Ca\HO()am/ [A,ln)new e anverge pao

On pourrait également, en utilisant la définition de limite, montrer la proposition suivante.

Proposition 5

Soit, (un)nen une suite réelle ou complexe. Si (uan)nen €t (uont1)nen convergent vers ¢, alors (u,)nen converge vers /.

3.2 Relations de comparaison

3.2.1 Comparaison locale de suites

~— Deéfinition 5 N

On considére deux suites numériques (U, )nen €t (Un)nen.

1. On dit que/(upn)nen est dominée par (vy,)nen 8’1l existe une suite bornée (wy, ),ey telle qu’a partir d’un certain rang
on ait
Up = UpWnp.
On note u, = O (vg).
n—r—+00
2. On dit que (up)nen est négligeable devant (vy,)nen $’il existe une suite (wy,)neny tendant vers 0 telle qu’a partir
d’un certain rang on ait
Up = UpWnp.
On note u,, = o (vy).
n—-+o0o
3. On dit que ' (un)nen est équivalente a (v, )nen §il existe une suite (wy,)neny tendant vers 1 telle qu’a partir d’un
certain rang on ait
Uy = VpWy,.

On note u,, ~ w,.
n—+o00
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Remarque : Si la suite (v,)nen ne s’annule pas (& part
obtient la proposition suivante.

ir d’un certain rang), on peut diviser toutes les égalités par v,, et on

— Proposition 6

8
On considére deux suites numériques (un, )nen €t (Un)nen et on suppose que (v, )nen ne s’annule pas (a partir d’un certain
rang ng). On a les équivalences suivantes.

VOTIRN
U= 0O (v,) <= la suite est bornée
n—+oo \ Y n>no
- U
Up = 0 (v,) <= lim (=) =0
n——+oo n——+oo Un,
. Up,
Up ~  Up <= lim —2 ) =1
n—-+4oo n——+oo Un,
. nln(n 1
Exemple 3.3. Démontrer que 34 = —7 |-
n3+3n+1  notoo \ N3/

He/}'Rude A.

- 5/2
nyln,’?n[n) A N ‘£ﬂ [ﬂ) = er\[f")
— O
n—= -~
4
Denc nfaln) _ o [ﬁ)

042l e

3.2.2 Premiéres propriétés

He/J’P\ade I

nenln) -

£ = @3 x

A

[n)
z

/2
n>+dn+ A N o0 n E/ 0
\/T\-)—\—DO
/ O
Tne 00 = © 0—3,-2)

n2+3n+4 Mdbe

e La relation u, = o (1) signifie : /Un_= O
n—-+oo
n—=>-~c0 -
e Larelation u,, = O (1) signifie : ﬁ/ufa @D\’ &)"ﬂ e
n—-+oo
nein)
e A retenir :
Uy ~  Up — Un — V= 0 (V)
n——+oo n—+00
— Un =Un+ 0 (V)
n—+oo
e Transitivité :
Siup,= o0 (vp)etv,= o0 (wy)alorsu,= o0 (wy,);cestla transitivité de la relation o.
n—+oo n——+0oo n—+o0o
Stup,= 0O (vp)etv,= O (wy)alorsu,= 0O (wy,);c’estla transitivité de la relation O.
n—+4o0 n——+00 n—=400
e Linéarité :
Si u, = nﬁqroo(wn) et v, = nﬁim(wn) alors au,, + bv,, = nﬁ(zroo(wn).
Siup,= 0O (wn)etv,= 0O (wy)alorsau,+bv,= 0O (wy).
n—-+oo n—-+oo n—-+oo
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e On se méfiera de ’équivalent v, ~ 0, quasiment toujours faux!
n—-+oo

Celle-ci signifie que la suite (up)nen est nulle & partir d’un certain rang.

e Opérations sur les équivalents :
On peut multiplier et diviser des équivalents. On ne peut pas composer des équivalents par une fonction. On ne peut
pas ajouter des équivalents. Cependant, on pourra utiliser la propriété suivante.

UVp= 0 (Up) <= Up+Up ~ Up.
n—+oo n—-4oo

e Equivalents et limites : Soient (u,)nen et (vn)nen deux suites numériques telles que w, . Un et soit £ € RU{+o0}.
n—-+oo

On a Iimplication suivante :

lim u,=¢( — lim v, =¢.
n——+o00 n—+o0o

e On suppose que nkg}oo u, = £ € K. Si alors u, e £

e Equivalents et signes : Si u,, ~ v, alors pour n assez grand, u,, et v,, sont de méme signe.
n—-+4oo

3.3 Théorémes d’existence

3.3.1 Suite monotone

Proposition 7 (Théoréme de la limite monotone)}

Soient (un)nen une suite réelle croissante.
1. Si (un)nen est majorée alors elle converge.

2. Si (un)nen n'est pas majorée alors elle diverge vers +oo.

3.3.2 Théoréme d’encadrement

Proposition 8 (Théoréme d’encadrement)}

lim w, = lim w, =/
n—+oo n—+oo

On suppose que pour tout n € N (ou du moins & partir d’un certain rang), on a u, < v, < w,.
Alors la suite (v,)nen est convergente et sa limite vaut £.

Soient (un)nen, (Vn)nen et (wp)nen trois suites réelles telles que

Attention : On confond souvent le théoréme d’encadrement (qui donne D’existence et la valeur d’une limite) et le passage
a la limite dans des inégalités qui nécessite de connaitre au préalable l'existence des limites.

3.3.3 Suites adjacentes

~— Deéfinition 6 N

Soient (un)nen et (v, )nen deux suites réelles. On dira que ces suites sont adjacentes. si :

1. Vn e N, u, < v,,
I n < n»y /V/\'
2. (un)nen est croissante et (v,)nen est décroissante,

38 1@ (O =—wn)I=0: //—_
n— oo ﬂ

e

\. J

Remarque : Les points 2. et 3. entrainent le point 1. Il n’est donc pas nécessaire de vérifier que u,, < v,.
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Proposition 9

Si deux suites (Un)nen et (vn)nen sont adjacentes alors elles convergent et elles convergent vers une méme limite .
De plus,on aVn € N, u,, </ < uv,.

Définition 7 (Valeurs approchées)}

Soient ¢ € R un réel (par exemple une limite de suite).
On dit que o € R est une valeur approchée de £ a e > 0 prés si [{ — o < e.
On dira de plus, que « est une valeur approchée a e prés par défaut (resp. par excés) si f—e < a < £ (resp. £ > a < £+¢).

Exemple 3.4. On considére les suites (un)nen €t (Un)nen définies par ug =2, vg =1 et :
1
Vn € N, Upt1 = i(un +Un) €t Upy1 = /UnUp.
1. Justifier l’existence de ces deuz suites et étudier le signe de u, — vy,.
Po s Anck o exkab ek 20 ¢k Va0
) eob v
ebsi P e, s = 4&%&}0 V= on 30 (1l exishent)
A
/uﬂ‘\-/l— \/mi: E (un¥\/m)— /UvaIL
= | (./Uﬂ,- Qm\. +V/L)

(T-f7) >0

PI> %l

ek U V=420
Tene V€IV, U, 2V

(Up, — vp).

DO | =

2. Montrer que pour tout n € N, on @ upy1 — Upy1 <
Vo€nN) Lhiy-Vora € % (Mg = Vi)
2
0 Awiquc Anra— Voys= % (M,,—J_\/Z)

Vaew, Dl - Ve € Do + Ve )« (T -5) >0
(o ~T%)" € Mo, =V,

3. En déduire que (un)nen et (Un)nen sont adjacentes. On note € leur limite commune.
A
* zUn—Vn_ < 7 (’un—4 '\/n-a)

y _ el (A L —
4 i(un-a Vi) S < () walvax

@af enca dremank, e Ay - \V,=0
nsyo

o Moy - Mo = ';fw“)'v'”\—’u’” thogtle <o

Dene ( JINIY daaab
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\/m/l—vnf J/U(/L\/n,-'vm = N,:(W,L—JT/;_))O
Doe (), <oTF

ﬁﬂa ezmwﬂ‘*, (’U'ﬂ,\ew ek (), add acea\ed
E es cbnve/au\\" dove Verc ine meme ik £ €1R avec V/néld\f, /\2'\_ R4 Z,é/u,\_

4. Déterminer un rang a partir duquel u,, est une valeur approchée £ ¢ 10™* pres.

An Rerche n g If-Uy | < o — :

dn /Jai,t'que:
O & Up-€ < Mp-Wa €

A

an,
T(?Auﬂ*deC?\w’sl}-n tebque A (|0’l' =5 = nbn(9) <-\UEn(A0)
P/ L= n > Ubhldo) 3,28
£n(2)

n 2 A4 caviens

5. Ecrire en Python une fonction suites(n) qui prend pour argument un entier n et qui renvoie la liste [uy,, vy].

import math
def suites(n)

L a,v= 4,4

LJ ,VPO, K in range () -

L L a=M

L J s (w2
L v= m\an./:qrb(M*V)

L eerurn LUV]

O =

6. Ecrire en Python une fonction valeur (eps) qui prend pour argument un réel eps> 0 et qui renvoie une valeur approchée

de { a eps prés par défaut.

Cngert
&uemgr maf@

valeur (eps)
V= 2,4
U whb abslu-v) = eps:
o v wuv= %,' muaM,bqrbUth)

W rehura ¢ #\rapwrpm de’é’aut donc en ()mnden dessrs
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3.4 Deux exemples a connaitre (cf Vade Mecum)

3.4.1 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

,—[Proposition 10} N

Soit, (un)nen une suite a valeurs dans K = R ou C. On suppose qu’il existe des réels b et c tels que
Vn € N, Up42 + Dupy1 + cu, = 0.

On note (&) : 22 + bz + ¢ = 0 ’équation caractéristique associée et A = b? — 4c¢ son discriminant.
e Si A £ 0 alors (€) posséde deux solutions (éventuellement complexes) z; et zo distinctes et on peut trouver deux
constantes A, B € K telles que :

vn € N, Un = Az + Bz3.

e Si A = 0 alors (£) posséde une solution double (éventuellement complexe) zy et on peut trouver deux constantes
A, B € K telles que :
Vn € N, un, = (An+ B)z{.

e Si K = IR et si A < 0 alors les solutions de (£) sont de la forme re™¥ avec r > 0 et on peut trouver deux constantes
réelles A et B telles que :
Vn € N, U, = 1" (Acos(6n) + Bsin(fn)).

" J

Mise en oeuvre : Cf. DNSO.

3.4.2 Suites arithmético-géométriques

Définition 8

On appelle suite arithmético-géométrique, une suite numérique (u, )nen vérifiant une relation du type :
Vn € N, Up41 = AUy + b ()

ou a et b sont des constantes numériques données.

Plan d’étude : Si a = 1, il s’agit d’une suite arithmétique et si b = 0, il s’agit d’une suite géométrique. On suppose donc
désormais que a # 1 et que b # 0.

e Déterminer I'unique suite constante vérifiant (). On note ¢ cette constante.

e Poser v,, = u,, — £ et montrer que la suite (v,)nen est géométrique de raison a.

e En déduire I'expression de v,,, puis celle de u,, = v, + £.

Mise en oeuvre : Cf. DNSO.
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3.5 Etude des suites définies par une relation u, 1 = f(u,)

3.5.1 Définition

Soit I un intervalle de R et f une application de I dans R. On veut définir une suite (uy)nen par :

ug € 1,

Vn €N, upt1 = f(up). y
On ne peut pas toujours le faire!
Cela dépend de la fonction f. =@+ 1)

—1 U

Exemple 3.5. On peut démontrer qu’il n’est pas
possible de définir une suite (u,)nen par : \
(

B
{ U E] - 170[7 &Q QDX, ‘

Yn €N, tppr = In(1 4+ up).

Remarque : Si f est définie sur R ou si f(I) C [ alors on pourra toujours calculer u,. Ainsi, par exemple, les suites
suivantes sont bien définies.

ug € R ot v =0
Yn €N, up41 = exp(u, — 1) Yn €N, vy =1In(1 4 vy,)

/—[Proposition 11 } N

Soit f: I — Ret ug € I. On suppose que la suite (un)nen est bien définie par la relation w,, 1 = f(u,). Si [ est continue
sur [ alors on a l'implication :
(Un)nen converge vers £ € [ —  f({) = L.

Ainsi, si f est continue sur /, les seules limites possibles pour la suite (uy,)nen qui sont contenues dans I sont les points
fixes de f.

\. J

Preuve. (D1)

CO!‘\ Mﬂ')am cpue,

'S V{\ 6“\{ U/H_d_:j)[ﬂf\J
- ’@C/YY\—/(J[\,:'LGI

Nn-=>-+oo

./J@\rw\h’wew—_}f (dorc en £)

Oh a donc am ﬁ[%‘): ¢ @armabf de b Bmulz,

N o
Lo Moy = Y £(£)=£

N> Ago

O
Ainsi, 'hypothése de la continuité est essentielle. Il ne faut pas oublier de la vérifier, méme si celle-ci est évidente! Il ne
faut pas non plus oublier les limites possibles qui ne seraient pas dans I mais & ses extrémités.
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3.5.2 Monotonie de (u,)nen

( Attention, les énoncés qui suivent sont dans le programme mais pas en tant que proposition.

e Par I’étude du signe de f(x) —x :
Pour étudier la monotonie d’une suite (u,)nen définie par une relation w41 = f(uy), on s’intéresse au signe de
Unt1 — Up = [(Up) — Up.

Avec les notations précédentes, si I est un intervalle de R, on a I'implication suivante.

VneN, u, €1
- (un)nen est croissante (resp. décroissante)
Vzel, f(x) >z (resp.f(z) <7)

Exemple 3.6. Etudier la nature de la suite (u,)nen définie par ug € [0,1] et upy1 = u, — u2 (E1).

0 g(fo,ﬂ): [0 &Y <lo4l

Mo € LO 43, done por récune nce dimple , on manive ralk
VA EIN, Uy € 1041

FaiN

ﬁ Vf'\ 9 “\// /U/H—A—/un, = '/UAZKO
() o décomssanke e minares ParO/ done elle cawe

AN

nemn

Oh ndre L= &m U, > O

-3+
Va €N, c'\m/\d N— +x, P- 19-82
= |t=0 dcnc ’&IW\ /U/'l: Q

n- +pe

e En utilisant la croissance de f (démonstration par récurrence) :

(A poo 5crce'ﬂne/ll’*’\?€!w O )

Soit f: I — R et ug € I. On suppose que la suite (u,)nen est bien définie par la relation up+1 = f(up).
Si f est croissante, alors la suite (u,)nen est monotone. Plus précisément, on a :

- st uy = ug alors la suite (uy,)nen est croissante.

=
- si ug < ugp alors la suite (u,)nen est décroissante.

Preuve. (D1) Ce résultat se montre trés simplement par récurrence. On prouve le premier point. On suppose que f est

croissante et que 'on a uy > ug.
Pour n € N, on note P, la propriété suivante :
Pn : Un+1 2 Up.

Initialisation : /U/} D/ /uo . Vaf %(;UMZ;)JB CJ,Q'\C TZD UL
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Heredite - ok 0 GV, Augpodans B

Mnsa 7 U ) 37\W3:

/un_‘_g\ v/ un—‘rd-

ae By vrowe

@ or & prinope de edamence.

Vo €N, Masa 7 Mo done

Le cas ou f est croissante et u; < ug est trés similaire.

Illustration graphique :

(U v corssante

nein

Remarque :

Soit, f: I — R et up € I. On suppose que la suite (u,)nen est
bien définie par la relation w,+1 = f(un).

Si f est décroissante, alors la fonction f o f est croissante et
en appliquant ce qui précéde, on montre que les suites extraites
(u2n)nen et (U2n+1)nen sont monotones et de monotonies oppo-
sées.

Preuve. On pose v,, = ugy, et wy, = Ugpi1.
On a alors d'une part f(v,) = uzp4+1 et donc

f(f(vn)) = f(u2n+1) = U2n+4+2 = Un+1-

Ainsi, la suite (vp,)nen vérifie

f © f(vn) = Un+1

avec f o f croissante. D’aprés le premier cas, la suite (v,)nen
est monotone. On montrerait de méme que la suite (wy),en Uest
aussi. Et par décroissance de f, les premiers termes de ces suites
ont des ordres opposés. Donc (v, )nen €t (Wn)nen sont de mono-
tonies contraires. O

53
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Illustration graphique :

Uy Mln

LY
r
M £ Ay, T
1 M,
Fermes Languino temes gane
[
—-=~
N abrerbe
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3.5.3 Utilisation de I’inégalité des accroissements finis

On rappelle I'énoncé suivant connu sous le nom d’Inégalité des Accroissements Finis.

,—[Proposition 12 } N

Soit, f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b|.
- S’ existe un réel m tel que pour tout = €la,b] on ait m < f’(x) alors on a
m(b—a) < f(b) — f(a).
- S’il existe un réel M tel que pour tout z €|a, b on ait f'(z) < M alors on a
f(b) = f(a) < M(b—a).
- S’ existe un réel M > 0 tel que pour tout z €]a,b[ on ait |f/(z)| < M alors on a
|£(b) = f(a)] < M|b—al.

\. J

On utilise cet énoncé avec par exemple b = u,, et a = £ (un point fixe de f).

Avec le troisiéme énoncé, on obtient |f(u,) — f(¢)] < Mlu,, — £| soit :
[tnt1 — €| < M|u, — 4.
Par récurrence, on montrerait facilement que 1’on a
VneN, |u, — L€ < M"ug— L.

Ainsi, si 0 < M < 1 alors M™ tend vers 0 et le théoréme de majoration donne la convergence vers ¢ de la suite (uy,)nen.

Dans le cas ot m > 1 et ot ug > [, avec le premier énoncé, on montrerait de méme que la suite (u,, — £),en diverge vers +00
et donc que la suite (u,)nen ne peut pas converger.

Exemple 3.7. On définit la fonction f par f(x) = et la suite (un)nen par ug = 0 et

T+ 2
Yn eN S (uy) !
n , u = fluy) = ——.
n+1 n U, + 2
e [llustration graphique :
y .
s
-
'
#
s
s
#
s
\ -
|II--...._...‘..-‘ i
e ; y=f(=)
A r
-
F4
£ |
| »
, P U Ay /(Aa T.I!.i_h >
-

e Démontrer que (u,)nen est bien définie et que ses termes sont positifs.

/PI\, : U/L ?—)crﬂ“e, e'f U/\ 7/0
P, el vrare

@): %k n €N, supnan que P ek waies
MUy20 dac My = ﬁ*f"@¢b Ay 20

Tonc B, vaie
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e Déterminer la seule limite £ possible de (un)nen.
9 'euw\ Uy = -4, comme U %O ono L2720
A3+w
Rungue ':m\r e end, enpossan & fa Cmile daw My, = JWn) ) cn oherls f(8)= J4
> A8 2Ha-4-0
A2 b2
«2,,: ‘m = -4-32 )%pow“a«
% ar 820
‘£a= —2+4Fg= —4-\-&
A
Mae L Uy = 7.2
-3+
e On suppose ici que ug = 1. A laide de Uinégalité des accroissements finis, démontrer que la suite (un)nen converge

effectivement vers { et déterminer un rang & partir duquel u,, est une valeur approchée de ¢ G 1075 prés.

EPeé‘r dena(fe sur R ok
Va CR, §loe - 2

(x+Q) ¢

V720 |yl A ¢ 4
’ j) (xA-,?.)z 4

Tor Rindqulike dev ace fuio -

Vie b €0R*, 13- flo)) ¢ _ﬁ_ | b-al
On Rowik b= My o a= L= -1, lew dawx €IR"

| f0a)-Ji8)) ¢ 35 | Ao €1
| trea - £ 1€ 2 L8l
=21 < (A) Ltha=th € - - - - & (4) 1Mol = 2 Q%ga_y
Va e, Wih-21¢ +

4* > 40°
n> Shio) ~dd
£n )

il w}’%‘fl« davain nY 9.
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3.6 Quelques outils & connaitre

3.6.1 Inégalités

e N

e Fonctions majorées, minorées :

Vr € R, [sin(z)| <1, |cos(z)| <1, |Arctan(z)| < g et ch(z)>1.
e Inégalités de convexité :
Ve> -1, In(l+z) <z et VreR, 1+4+xz<e.
e Autres inégalités :
Ve >0, sin(z) <z et Ve € R, |[sin(z)| <|z| et |z| < |sh(z)|

o Inégalités triangulaires :

V(oy) €R%,  zty<lotyl<lol+lyl et |lal - lyl| <z -yl

3.6.2 Limites de référence

T
lim e—k =+ lim zfe®* =0
T—+00 T T——00
. z* . k 1 .
zBToo @) = 400 zli}{){r z"(In(z))' =0 (si k> 0)
r—1 In(1
lim &~ =1 lim 20+ _
z—0 a8 z—0 T
. l—cos(z) 1 . ch(z)—1 1
alrlg%) T2 ) ilg%) x2 T2
i t h
lim S0 _ lim $22(2) _ ¢ lim 2@ _
x—0 ag x—0 ap x—0 ap

3.6.3 Développements limités

Développement limités provenant de la fonction = — :
—x
'd 1 n ~\
_ 2 n n — k n
T2 = l4z+2*+---+z +zgo(x) %x +xgo(x)
1 n
— _ 2 _ ... _1\nn n — _1\k..k n
T2 = l-z+=x + (-1)"x —l—xgo(:v) kz_;)( 1)z —|—mg0(m)
z? a7 N "k "
Wll=g) = sy —oeo= o+ %@ R Dy
2 n w k
= _i _ ”_li n _ _ k—1£ n
n(ia) = o= U 06N = ST g6
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Développements limités provenant de

la fonction exponentielle :

-

72 n . n k N
ep(e) = ltetgdoo+ ot o (@) = L .50
. z3 n z?n ! 2n+2 - g 2n+42
inf) = wo gt (g 4,0 = 2D gy + 0,
z? 2" 2n+1 - g 2n+1
= - . =7 )2 n _ n
cos(z) = logrdH (CUE LG ;;)( D @m Ta%® )
23 2l . N 2kl
_ & . o +2 _ o 2n+2
sh(z) AR o e TR CR) 2 @2k +1)! P
22 220 N n_ g2k omit
ch@) = Ihgrted gt 0 @) = 2 gl
3 2n+1 n 2k+1
— _E .. 12 2n+2 kT 2n+2
Arctan(z) = 2= 4+ (DT + 0 @) ;;)( e R G
Développement limité de (14 z)* :
f 1) — 1
1+2)* = I tazt..42oDolant ) . o, (@")
z—

3.7 Annexe

3.7.1 Rappels sur la borne supérieure (resp. inférieure) d’une partie de R

/—[Déﬁnition 9 (Majorant, minorant, partie bornée)}

e M est un majorant de A si:Va € A, a
e m est un minorant de A si: Va € A, m

\

I(m, M) € R?

Soit A une partie de R et M un réel. On dit que :

<M,
< a,

e A est une partie bornée si elle posséde un majorant et un minorant, c’est-a-dire si :

Vae A, m<a< M.

/—[Déﬁnition 10 (borne supérieure, inférieure)}

Soit A une partie de R.

\

e On appelle, si elle existe, borne supérieure de A, le plus petit de ses majorants. On la note sup(A).
e On appelle, si elle existe, borne inférieure de A, le plus grand de ses minorants. On la note inf(A).

/—[Proposition 13 (Tres important!)}

.

Si A est une partie non vide et majorée (resp. minorée) de R, alors A posséde une borne supérieure (resp. inférieure).
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Par convention :
e Si A est un partie non vide et non majorée de R, on écrira sup(A) = +o0.

e Si A est un partie non vide et non minorée de R, on écrira inf(A) = —oc.

,—('Exercice de colle (E3) }

Soit. A une partie non vide et majorée de R et o € R. Montrer les équivalences suivantes :

Vae A, a<a

(1) a=sup(d) < et (2)
Ve>0, dae A, a—c<a
Va€e A, a<a

= et (3)
il existe une suite (a,)nen d’éléments de A, telle que lilf an = Q.
n—-+0o00

A enl o umagora/\\rde A

(D) d= dupl(R) = /|
\/é)O/ d- € n'edkpar un maggrark de A\ don,c (A) e=> ()

(=D Va. €A‘ o \< 9(
ok (D

VEIS Ba€B adA-€ Jg d-£<Ka
(,ﬂ:v (?J) O Auppone qu.z (2)0\'\/56,})!22
s
Avec €= ~
Vhen', Ja €A g d-24<La,
Gomme o, 68 on o aussi 0, 4

J-%( ay €«
rPaf &Tﬂo\'mcaa\fun\cn", Man.—,(

n> vl

o une puki. d'6bmed de A lg Ln a, -«
N> 4w

e 1

Wnsi, (a,)

ne v

(3) =>(2)  (h o dene Aine 2 (00

Vo €N an 6R
- Lo Ap= o
N> S0

Suk €>o,
On gk b degfmﬂfn de dm a,=o avee %)O

A noCIN Voary | Lo o) ¢ £ <€
_elap-dl€ Do d-€<an dav (2)
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Exercice

Soient A et B deux parties non vides et majorées de R. Montrer que :

ACB = sup(4) <sup(B)

S QAe?B,

Vo €h, x €B erdac

Vo el e <aupl@)
MP(@) edeuun majaront— de A

Denc MCA\éw(B)

3.7.2 Suites a croissance controlée

,—[Exercice de colle (El)}

Soit L > 0 et (un)nen une suite réelle ou complexe vérifiant

Un+1

dng € N,Vn € N, n = nyg —=—
Un

1. (E1) On suppose que L < 1. Montrer que la suite (uy)nen converge vers 0.

2. Est-ce encore vrai pour L = 17
n

a
3. Application : soit a € C. Calculer la limite lim —-.
n—+oco n!

\

< L.

1.(E1)

Vot L, | LU

Vodn+d, || <00 )
LY )

SL™ - LY € e €Ly, 150

Or LG"_lo,dE, doc . M= 0O el-(urencadremm"/
A Aim M= O

N>+
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2. Silzd, an pae VhEN, A= L+ %
On abien \/nelM, Ml ¢ 4
Lida)
ek powrtont

A O
U, —— 2 —+
v (4) e Joux 5 L= 4

3. Saika. €T ~
o pve Ay = &
P " nl
6;@:0/ /u,n,—;O—%OM
e \
¢ ’QM = | - a ‘a ST
S ax0, /Unx‘ J———-f’:f) )— N4 N

Puae(f,zl%em&,wj% /[%}:ﬁ\(’l:\, dac A =0

3.7.3 Définition des relations de comparaison avec les quantificateurs

r—{/’Exercice de colle (E3) }

Ecrire avec les quantificateurs les définitions suivantes (a est un réel).

Lun=_0 (vn) 4. f(x) = o (9(z))
2. u, = n_>O+DC(U") 5. f(z) = 0O (9(z))
& B e . 1e) 3,9

A) Mo= (V) 25 tim Maz G o VEX B, Vinono | [Ao (g

N 4o N>+ n ~

Mo= (%) <= VE>Q ZInC,QIN/ ¥a Mo, [ AUy ) € € VAl

2) Wh= G (V) > IMD0, To €N, Vndno . JULIE M IVA)

2) Uy ~vVo <= Uy =V —\—AEJVA)
4 /uﬂ«- \/n' =& (\/n)

NS+

Ao Voo &> \/£>o,’anocn\!, Vadng, | M- VAl € € Vi)

Y) Onnde D= Dy N Dy
j(ac): @(a[x)) {=> \/270/ E’o(>0/ vx €D, lc-al {d=> \‘;[’5)} 3 “‘}[’C))

5)| J)= Olgl) ¢ THX, 320, Vi €D, Ix-al{k=> 1;(@)5 M 19tz

€A

6) )~ qlx) ¢=> VE?O/ D0, Vx €D, [xc-al$d=> lé’[ﬁ—g[x)\ < €lglal
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3.7.4 Théoréme de Césaro (MPSI)

,—[Exercice de colle (E3 en autonomie)} .

Soit, (un)nen+ une suite a valeurs dans K = R ou C. On suppose que cette suite converge et on note £ = lirf_l Uy, -
n——+0oo

Alors la suite (vy,)nen+ définie par
Uy +ug + -+ Uy

Vn e N*, v, =

n
converge aussi vers /.
Preuve.
e Soit n € N*. On a les majorations suivantes.
Uy + Uz + -+ Up
v —a| = —a
n
1
= E|’UJ1+U2+"'+UTL—TL.(I|
1 n
= — — _ < = —
[(ur —a) + (ug —a) + -+ (un —a)] < nz ug — al

On a donc démontré | Vn € N*, |vn, —a| < Z lug — al.

e On démontre & présent le résultat en revenant a la définition de limite. L’idée est de « couper » la somme précédente en
deux. Soit £ > 0.

— Par définition de lim wu, =a, on a
n—-+o00

HNleN,VkeN*, k>N — uk—a|

l\.’)\(‘ﬁ

Ny
1
— L’entier N; étant constant, on a lim ( E |ug — a) = 0. Et encore par définition, on obtient :
n

n— 400
k=1
1 €
dNy € N, Vn € N*, > Ny, = up —al < =
2 2 Z| k | < 9
gt
— Soit Ny = max(Ny, Na) et n > Ny + 1 un entier. On a les majorations suivantes.
1 n
vy —al < = -
t—al < 23 lu-a
k=1
1 Ny 1 n
< = _ - _
< I sl Y e
k=1 k=N;+1
- £+1 " e < €+1i6 6+ o XE
— 4= — — 4 — - = —4+-—-—Xnx-=- = €
S 2 n 2 T 2 ' n 2 2 n 2
k=Ny+1 k=1

On a donc bien prouvé Vn € N*, n > Ny = |v, —a| < e. C’est la définition de | lim v, = a.
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,—[Exercice de colle (ES)} N

1. Soit (v,)nen une suite réelle vérifiant :  lim (v,41 —v,) =L € R,
n—-+4oo

A . PR z 2 g v
A laide du théoréme de Césaro, démontrer que 'on a  lim — = /.
n—+oco N

2. Soit ug €]0, 1] et (u,)nen la suite réelle définie par wu, 1 = u, — u?.
Démontrer que lim w, = 0 puis, en utilisant la question précédente, que 'on a lim — =1.
n—-+oo n—-+oo NUp,
En déduire un équivalent de w,,.

\ J

1. On pose up = vpt1 — vy et on suppose que lim (vyy1 —vy) = lim w, = €R.
n——+oo n—-+oo

D’apreés le théoréme de Césaro, on a

lim <“1+“2+"'+“”>_ lim (””*1_“1>_z.

n——+oo n n——+oo n
. Un+1 . Un41 — V1 + 01 . Un41 — V1 . V1
On a donc lim ( nt ) = lim (Wr) = lim <n+> — lim (—) = /.
n—+o0o n n—+o0o n n—+o0o n n——+oo n
. . . Un4+1 . v
Et par suite, puisque n ~ n+ 1, on a bien L= lim 2.
n——+oo n——+oo N + 1 n—+oo N

2. Soit f : 2 — 2% — 2. Une étude de cette fonction permet de montrer rapidement que f(]0,1[) C]0, 1[. Ainsi, puisque la
suite (up)nen est définie par u,+1 = f(uy), on a:

VneN, u,€]0,1].

D’autre part, pour tout » € N, on a up4+1 — up = fu% < 0 donc la suite (up)nen est décroissante. Comme elle est minorée
par 0, elle converge vers une limite que l'on note ¢ € [0, 1]. Puisque f est continue sur [0, 1], la limite ¢ est un point fixe de f.

f)=t < (=0-12

— (=0.
Ainsi, on a bien | lim wu, = 0.
n—+00
.. 1
On pose ici, v, = —. Calculons :
Un
1 1 1 1
v —v, = - = =
et " Upt1  Unp Up — U2 Up
1 1 1 .
= un<1_un—1> = un(l—i—un—l—nﬁoﬂx)(un)—l) car ngrfooun—o,

B 1
= E un+nﬁo+oo(un)

s . . (% .
On adonc lim (v,41 —v,) =1 et d’aprés la question précédente, lim — = 1. En remplacant, v, par son expression en
n——+00 n—+oo N

fonction de u,,, on trouve

n—+00 Ny

ce qui s’écrit encore | u, ~ —.
n——+oo N
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