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31. Si X est une variable aléatoire admettant une espérance, alors | X| en admet également une, et est a valeurs
positives. Par conséquent, d’apres l'inégalité de Markov, on a :

B(X1)

«

P(X[ > o) <

32. Soient €,t > 0 et n € N\ {0}. Tout d’abord, vérifions que e admet bien une espérance : on a 0 < e'* < ¢,

et la variable aléatoire constante e/ admet une espérance parce qu’elle est & support fini. Par comparaison,
c’est aussi le cas de e*X.

On applique cette fois 'inégalité de Markov a la variable aléatoire e

l'est, et a valeurs positives parce que I'exponentielle est positive) et avec a = e

E( etnSn )

etns

tinSn (qui est bien discrete parce que S,

e On a alors :

P (etnSn } etna) g

Par hypothese, les variables aléatoires X1, ..., X,, sont mutuellement indépendantes, donc les variables aléatoires
etX1 .. e le sont également. Donc :

E (et”S") =F (etiiXi) =F (ﬁ etXi> = ]f[E (etXi) = (E (etX))n.

=1

T

Enfin, application z +— e
(Sp =€), donc :

étant croissante pour tous t et n strictement positifs, on a (et”S” = et”":) =

E tnSp E' etX n
]P’(Sn>€):]p(etn5n>etna) < <€t ) _ ( ( )) |
ene etne
d’ou le résultat. X .
— "
33. Soit @ > 1. L’application x 5 a™! a est dérivable sur R car polynomiale, et ’application

z +— a® = e*™@) est dérivable sur R en tant que composition des applications x + x1n(a) et x — exp(z).
Leur différence g, est donc dérivable sur R également, et on a :

VeeR, g (x)= %(a —a™ ) —In(a)a”.
On a a > 1, donc In(a) > 0. Ainsi application x — a® est strictement croissante sur R en tant que composée
de l'application affine z +— xzIn(a), de pente strictement positive, et de I'application exponentielle. On en
déduit que x — —In(a)a” est strictement décroissante sur R, donc ¢/, également.
De plus, g.(—1) = g.(1) = 0 comme le montre un calcul immédiat, donc d’apres le théoreme de Rolle dont g,
vérifie bien les hypotheses, il existe zo €] — 1, 1] tel que ¢/ (z9) = 0; comme ¢/, est strictement décroissante,
on peut résumer le comportement de g, ainsi :

T -1 Zo 1
9o() + 0 -
ga / \
0 0




En particulier, pour tout x € [—1,1] on a g,(x) > 0.
34. Soit t > 0. On pose ici a = €' > 1, et la question précédente implique I'inégalité : Vo € [—1,1], go(x) > 0,

c’est-a-dire : . L+
—x x
et ot _ ple

2 2
et c’est précisément le résultat désiré, apres avoir ajouté e'* & chaque membre de I'inégalité.

35. Soit ¢ > 0. Si, pour tout w € € on applique I'inégalité précédente & x = X (w), qui appartient toujours a
[—1, 1] par hypotheése sur X, on a :

Vo e [-1,1],

2 0,

etX g ﬂeit + ﬂet

2 2

Comme l'espérance est linéaire et positive, on en déduit :

- < (B() + B(X))

e
- (B(1) ~ B(X)) +
Or E(1) =1, et X est centrée donc E(X) = 0, et on a finalement :

E <6t)(> 5;

et + et
E (e") < — = cosh(t).
36. L’inégalité attendue revient & démontrer que (2k)! > 2% . k! pour tout & € N. Montrons-le par récurrence
sur k : si k = 0, cest évident, puisqu’on a 0! = 1 > 2°-0! (il y a méme égalité ici). A présent, soit k € N, et
supposons que (2k)! > 2% - k!. Alors :

2k + D) = 2k +2)(2k +1)(2k)! = 2k +1)-2F - K > 2(k +1) - 2% - k! = 281 (k + 1)),
>1

d’ott 'hérédité. On en déduit : Vk € N, (2k)! > 2% - k!. Ensuite :
2k tQk

t € R, Vk <
VEER VREN, G S o m

parce que t?* > 0 pour tout ¢t € R. On écrit ensuite t** = (¢2)* pour avoir le résultat voulu. En reprenant

I'inégalité de la question précédente, on a donc :

(]

too ok +00 112 /9\k
t (t*/2) 2
E (e"*) < cosh(t) = < E —e2
— (2k)! k!

k=

[e=]

d’apres les développements en série entiere en 0 des fonctions usuelles exponentielle et cosinus hyperbolique.
37. Etudions les variations de ¢ — e‘”t“:*”% sur R. L’application t —nta—i—n% est polynomiale, donc dérivable
sur R, et sa dérivée est t — —ne+nt = n(t—e¢). On en déduit que ¢ — —nts#—n% est strictement décroissante
sur | — oo, €], puis strictement croissante sur [, +00[. L’exponentielle étant strictement croissante, on en déduit
que 'application composée t — e‘"t“"% est strictement décroissante sur | — oo, €], puis strictement croissante

ne

sur [e, +oo[. Elle admet donc un minimum en ¢, qui vaut e~ "2 .
38. Les questions Q 34, Q 38 et Q 39 impliquent :
2

tX\\"
VteR, P(S,>¢)< M Ltz e

6tne
En prenant ¢ = ¢, on en déduit :

2

Le méme raisonnement permet de démontrer que P(—S,, > ¢) < e~ "5 : il suffit de remplacer les X; par les
— X, qui restent mutuellement indépendantes et de méme loi que —X dont I'image est également incluse dans



[—1,1]; autrement dit, ces variables aléatoires vérifient les hypotheses de 1’énoncé, donc la méme conclusion.

Alors, comme :
(|Snl =€) = (S, Ze)U (S, < —¢) = (S, = e)U (=S, = ¢),

I'union étant disjointe, on en déduit :

P(|S,| =€) = P(S, > &) + P(—S, > ¢) < 25 .

[

>4

n€2 . .
39. Soit ¢ > 0. La série Y e~z est géométrique, de raison e~z €] — 1,1[, donc elle est convergente. Or, en
n=>1

utilisant la question précédente et I'inclusion (|S,| > ¢) C (|S,| =€), on a :

’ﬂ€2

VYn e N\ {0}, 0<P(|S,] >¢e) <P(|S,] >¢) <2 2

donc, par comparaison de séries & termes positifs, la série Y P(|S,| > ¢) converge.
n=>1

40. Pour tout n € N\ {0}, puisque |S,,| est une variable aléatoire, I’ensemble (|S,| > €) est un événement.

Par conséquent, pour tout n € N\ {0}, I'ensemble B,, = |J (|Sn| > €) est un événement en tant qu’union
m>=n
dénombrable d’évenements.

De plus, on vérifie directement que pour tout n € N\ {0} on a B,,;1 C B,, (on unit de moins en moins d’en-
sembles parmi ceux de la collection ((|Sn| > €)),,cm j0y) donc, d’apres le théoréme de continuité décroissante :

P () B.|= lim P(B,)

n—-+0o

Or, par sous-additivité, on a :

Vn € N\ {0}, ogp(3n>:1@<u (150 >5)> < +if]1ﬂ>(|syn| > o),

m>2n

et le membre de droite est le reste d’indice n — 1 d’une série convergente (d’apres la question précédente),

+00
donc : lir+n > P(|Sm| > €) = 0. D’apres le théoreme des gendarmes, on en déduit : lir+n P(B,) =0, d’ou
n—-+oo ., —, n—+00
le résultat.

41. Soit k € N\ {0}. On peut décrire €2 ainsi :

o= U N(si<t)= U U(si>1)- U . g

neN\{0} m=n neN\{0} m=n neN\{0}

oli 'on a posé e = +. Pour tout n € N'\ {0}, I'ensemble B, est un évenement parce que B, en est un, donc
(), est un évenement en tant qu’union dénombrable d’évenements.

Par définition de la limite (olt Uon prend € = ), si w € Q vérifie lir}rl Sp(w) =0, alors :
n—-+00

Vk € N\ {0}, In € N\ {0}; Ym > n, |S,(w)| < —, (2)

o =

Donc :
A={weQ] lim S,(w)=0}C N
keN\{0}

et 'inclusion réciproque se vérifie en remarquant que la propriété (2) implique :

Ve >0, 3n e N\ {0}; Vm > n, |Sp(w)] <e.

3



11 suffit, pour cela, d’observer que pour tout € > 0, il existe &k € N\ {0} tel que + < ¢, puisque klim = 0.

—+00

o=

1
k
Donc :

A={we Q| lim S,(w)=0}= () QU

n——+0o
keN\{0}

En tant qu’intersection dénombrable d’évenements, A est un évenement.
42. Pour éviter les confusions, notons B, . = |J (|Sn| > ¢) au lieu de B,. D’apres (1), on a :

m>=n
A= N o= (1 U By= (1 (] Bu=U [] B
keN\{0} KEN\{0} neN\{0} KEN\{0} neN\ {0} KEN\{0} neN\{0}

donc :
PA)=1-P| |J [] Bz
keN\{0} neN\{0}
Par sous-additivité, on a :

+o00
P(A)>1-> P| () B.:],
k=1

neN\{0}

neN\{0}
P(A) > 1; mais on a aussi P(A) < 1 puisque P est une probabilité. On en déduit :

et nous avons démontré, dans la question Q 42, que P ( N Bn,e) = (0 indépendamment de £ > 0, donc

P(A) = 1.



