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Un corrigé de F. Dehame
I. Généralités sur les matrices symétriques réelles

Q1. Si A est orthodiagonalisable, alors A = PDPT avec D diagonale et P orthogonale, puis
AT =(PDP")' = PD'"P" = PDP"T = A

puisque D" = D et (PT)" = P, donc A € S,,(R).

Inversement,  toute  matrice  symétrique réelle  est  orthodiagonalisable, c’est la  version
matricielle du théoreme spectral.

I.A. Un exemple dans M3(R)

1 7 1 1
Q2. On remarque que C1(A1)+C3(A;) =A;-[0] =|0] =7x [ 0],donc X; = [ 0] est un vecteur propre
1 7 1 1
de A; associé a la valeur propre \; = 7.
—4 -2 4
Q3. La matrice Ay — 7l3 = [ -2 -1 2 est visiblement de rang 1, donc par le théoreme du rang,
4 2 —4
dim (E7(A1)) = 2, et F7(A;) est le plan d’équation cartésienne 2x + y — 2z = 0, on peut aussi le décrire
1
par E7(A;) = Vect(Xy, Xs) avec Xo = | —4
-1

20 4+y—2z =
T+ z =
nul orthogonal a X, ce sera utile pour la suite.

Remarque. En résolvant le systeme 8 , j’ai recherché dans le plan E;(A;) un vecteur non

Comme A; est symétrique réelle, elle est (ortho)diagonalisable, et la somme de ses valeurs propres (réelles) est
égale a sa trace. On a le nombre 7 comme valeur propre double, et il reste une valeur propre simple A, telle que
2x 74 X =1tr(A;)) =12, donc Ay = —2. Ainsi, sp(A;) = {—2, 7}, avec —2 simple et 7 double.

Q4. Les sous-espaces propres de A; sont deux a deux orthogonaux car la matrice est symétrique réelle, on déduit
2

ici que E_Q(Al) = (E7(A1>)J_ = Vect(Xg) avec X3 = 1
—2

Ainsi, (X3, Xy, X3) constitue une base orthogonale de vecteurs propres de Aj, il ne reste plus qu’a normer ces
vecteurs pour orthodiagonaliser A;. On a donc
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Ay =PDP"=PDP™", avec D=0 7 0| e P=[0 ——= 3
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Remarque. C’est une solution parmi d’autres. On pouvait aussi utiliser le produit vectoriel pour construire
une base orthonormée de vecteurs propres.



I.B. Un exemple dans M, (R)

Q.5. On montrerait facilement que ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur R,_1[X], positive car
1

o(P,P) = / P(t)* dt > 0. Enfin, si (P, P) = 0, alors la fonction ¢ + P(t)? étant continue d’intégrale
0
nulle sur [0, 1], elle est nulle sur [0, 1] donc le polynéme P, qui a une infinité de racines, est le polynome nul.

Ceci assure le caractere défini de ¢, qui est donc un produit scalaire sur R,,_1[X].

1
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6. Pour (7,7) € [0,n — 1], on a h; ; = p(X*, X/ :/ t'"7 dt = ————, donc
Q (i,5) €[ I i =@l ) i T
1 11 1
TR S i
H=1|*> * " e su(R).
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Q7. Un calcul < classique » donne, en posant U = (uo e un_l)T,
n—1 n—1
l]Tf{U':ZZE:EE:}%JUﬂ%'::jz:qﬁ)(z)(f)Uﬂ@.
i=0 j=0 i

Q8. L’appartenance de H a S,(R) est immédiate. Si on poursuit le calcul obtenu en Q7., on note que, par
bilinéarité de ¢,

—_
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o X uX7) = o (Y uiX', 3w X7) = o(Py, o)
i=0 j=0
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en introduisant le polynome Py = Z w X' e R, 1[X].
i=0

Si A est une valeur propre de H, si U = (uo e un_l)T est un vecteur propre associé, on a alors HU = \U,
puis UTHU = AUTU = X\ ||U||? = ¢(Py, Py) > 0 puisque P n’est alors pas le polynéme nul, donc :
SD(PUa PU)
A= "—7"7-—->0.
U112

1.C. Rayon spectral

Q.9. Si A est nilpotente, alors sp(A) = {0}. En effet, la matrice A ne peut étre inversible puisque A? = 0,,, donc
0 € sp(A), et sp(A) # 0. D’autre part, si un réel A appartient a sp(A4), si X € M,,1(R) est un vecteur propre
associé, on a X # 0 et APX = \?X =0 donc I\’ = 0 puis A = 0, ce qui prouve que sp(A) C {0}.

Donc | p(A) = 0.

Q10. L’ensemble C est la sphere de centre 0 et de rayon 1 pour la norme euclidienne canonique sur M,, ; (R),
et il est inscrit dans le programme que toute sphere est une partie fermée.

Q11. L’application ¢ : { M"’I(RU) : |UTI%4U| est continue. En effet, 'application o : U +— AU est continue

car c’est un endomorphisme de I'espace vectoriel de dimension finie M,, 1 (R), Papplication 8 : (U, V) +— UV =
(U|V') est continue car c’est une forme bilinéaire sur l'espace de dimension finie M,, ; (R), enfin la valeur absolue
v :x+— |z| est continue sur R, donc ¢ : U +— U(B (U, a(U))) est continue par composition. D’apres le théoreme

des bornes atteintes, elle admet donc un maximum sur la partie fermée bornée C' de M,, 1 (R).



Q12. En supposant toujours sp(A) # 0, il existe une valeur propre réelle de A telle que |A| = p(A), soit U un
vecteur propre unitaire associé a cette valeur propre.

Alors U € Cet AU =U, puis UTAU = NUTU = X et [UTAU| = p(A), donc| p(A) < %gg\UTAU]

I.D. Rayon spectral d’une matrice symétrique

Q.13. Si A est symétrique réelle, elle est orthodiagonalisable : A = PDPT avec P € O,(R) et D = diag(Ay, -+, \,)
diagonale réelle. Alors p(A) = max |\;| et, pour tout U € C, on a UTAU = UTPDP'U = V"DV en po-

sant V = P'U. Comme PP'T = In, on déduit V'V = U'PPTU = U'U = 1 donc V € C et, si on pose
V= (v1 vn)T, alors

UTAU| = [VTDV] = |37 e
i=1

< DIl < p(A) - Y0 = p(A) - VTV = p(A) .
=1 =1
Done max \UTAU| < p(A), puis I'égalité grace a Q12.
S

Q14. Sisp(A) C R, en reprenant les notations introduites dans la question précédente, alors :

UTAU =V'DV => A\ >0

i=1
puisque les ); sont positifs. Donc [UTAU| = UTAU et I[T]laé((UTAU) = p(A).
€

Q15. On a bien p(A) € R pour tout 4 € S,(R).
Ensuite, p(4) =0 <~ )\:g:g(}i) Al =0 <= sp(A) = {0}, ce qui équivaut a A = 0,, puisque A est diagonalisable,
d’ou 'axiome de séparation.
Si A€ S,(R)et a€R,alors sp(ad) = asp(A) = {aX; X €sp(A)}, donc
plad) = max (jof |A)) = lo] - max |A| = |a] p(4),
d’ou 'homogénéité.

Soient A et B dans S,,(R). Alors, pour tout C' € U, on a

\UT(A+ B)U| = |UTAU + UTBU| < [UTAU| + |UTBU| < p(A) + p(B) .

Cette majoration étant valable pour tout U € C, on déduit que p(A+ B) < p(A) + p(B) grace a Q13., soit
I'inégalité triangulaire.

Dong| p est une norme sur ’espace vectoriel S, (R).

II. Matrices de covariance
II.A.
Q16. La matrice Xy est symétrique puisque 0;,; = cov(Y;,Y;) = cov(V;,Y;) =

i dj
E(Y;)) (Y; — E(Y;)), qui est bien le coefficient d’indices (i, j) de la matrice aléatoire (Y —E(Y)) (Y — E(Y))T,

ce que 'on peut écrire

De plus, 0, ; = cov(Y;,Y;) = E((YZ - E(Y;)) (Y; - E(Y]))> est espérance de la variable aléatoire réelle (V; —

Zy =E((Y —E(V) (v ~E(X)) ") .

3



SiU = (u1 un)T € M,,1(R) est un vecteur constant, pour (i,5) € [1,n]?, le coefficient d’indices (7,5) de
Yy est, par bilinéarité de la covariance,

cov(Y; +u;, Yy + uj) = cov(Y;, Y;) + cov(Y;, uj) + cov(us, ;) + cov(ug, uj) = oy

puisque la covariance de deux variables aléatoires réelles, dont une est constante, est nulle (revenir a la définition
de covariance pour le démntrer).
AiIlSi, ‘ Ey+U = Ey. ‘

Z1(w)
Q17. Posons Z(W) = pour tout w € Q, et M = (mi’j)lgl‘gp’lgjgn.
Zp(w)
n
Les variables aléatoires réelles 7y, ---, Z, sont combinaisons linéaires des Y}, plus précisément Z; = Z m; ;Y

j=1
pour tout ¢ € [1,p]. Par linéarité de I'espérance, chaque Z; est d’espérance finie et E(Z;) = Zmi,jE(Yj), soit
j=1

matriciellement E(Z) = M - E(Y).

Les variables aléatoires réelles Y; ont un moment d’ordre deux fini (i.e. admettent une variance), on sait donc
qu’il en est de méme de toute combinaison linéaire de ces variables (cela résulte notamment de l'inégalité usuelle
ab| < (a*+b?), et cette méme inégalité entraine aussi lexistence des covariances), donc cov(Z;, Z;) existe bien
pour tout couple (i, j) € [1,p]? puis, par bilinéarité de la covariance,

n n n n
cov(Z;, Z;) = COV( E mix Y E mNYZ> = E E Mi g Ok Mg -
k=1 =1

k=1 1=1
On reconnait 1’écriture du coefficient d’indices (4, j) de la matrice produit M Sy M.

Donc ¥z, =MXy M.

I1.B. Propriétés des valeurs propres

Q18. L’orthodiagonalisation de la matrice symétrique Xy s’écrit ¥y = PDPT, ou la matrice diagonale D =
(A1,---,An) porte les valeurs propres de XYy. Comme P est orthogonale, on a
D =PT %y P=Yx daprées Q17. Donc Yx = D est diagonale.

Q19. Les matrices Yy et X x sont semblables, donc ont les mémes valeurs propres. Or, les valeurs propres de la
matrice diagonale ¥ x sont ses coefficients diagonaux \; (1 < i < n), qui sont les variances V(X;), donc qui sont
positifs. Ainsi, sp(Xy) C R*.

Q20. Les matrices > x et Yy sont semblables, donc ont la méme trace. Donc les vecteurs aléatoires X et Y ont
la méme variance totale : Vr(X) =tr(Zx) =tr(Zy) = Vr(Y) .

II.C. Etude de la réciproque

Q21. Il suffit, si cela est possible, de considérer n variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes 7,
-+, Zn, de variances respectives Aq, -+, \,.

En introduction, il est supposé que, pour tout p €]0,1[, il existe une suite (X, ),en de variables aléatoires de
Bernoulli de parametre p mutuellement indépendantes définies sur 2.

Prenons par exemple Z; = pA; X;. Par linéarité de ’espérance, on a bien :

On a alors X7 = D = diag(A1, -+, A\n)-



Q22. On orthodiagonalise A, soit A = PDPT avec P € O,(R) et D = diag(\y,--- ,\,), les \; étant positifs.
D’apres Q21., il existe un vecteur aléatoire Z a valeurs dans M, 1(R) tel que ¥z = D. Le vecteur aléatoire
Y = PZ vérifie alors Xy = PY, P" = PDP' = A.

11.D.
Y
Q23. X est une variable aléatoire réelle, X = > "  u;Y; en posant Y = | : |. Donc X est une combinaison

&
linéaire de variables aléatoires réelles admettant une variance, elle admet donc aussi une variance et

n

V(X) = cov(in:uiYi , En:u]Y]) = Zzn:uluj cov(Y;,Y;) =U"T Sy U .
i=1 j=1

i=1 j=1

Remarque. Avec les mémes notations, E(X) = U" E(Y). En effet, par linéarité de I’espérance,

E(X) = E(ZuY) =Y wE(Y;) = (VIE(Y)) = UTE(Y),,
=1 =1
on s’en servira en Q27.

II.LE. Image de Yy
Q24. Sir = n, cest trivial puisqu’alors Im(Xy) = M,,;(R), donc {Y —E(Y) € ImXy } est 'événement certain.

Q25. C’est une propriété générale des matrices symétriques réelles.

Si S € S,(R), alors les sous-espaces Ker(S) et Im(S) sont orthogonaux : si V' € Im(S) et W € Ker(S5), soit
U e M,1(R) tel que V = SU, alors (V|W) = (SU|W) = (U|STW) = (U|SW) = 0. Cela entraine classiquement
que ces deux sous-espaces sont en somme directe, soit Ker(S) N Im(S) = {0}.

Enfin, le théoreme du rang permet de conclure qu’ils sont supplémentaires, soit | M, 1(R) = Ker(S) & Im(S5).

Q26. Introduisons le vecteur constant U = E(Y"), alors d’apres Q23., pour tout j € [1,d],
V(1 = B)) = VT = 0) = VTS = VTS,
en utilisant la fin de Q16. Enfin, V; € Ker(Sy) done ByV; = 0 et V(V, (¥ = E(YV))) =0,

Q27. La variable aléatoire réelle VjT (Y — E(Y)), de variance nulle, est donc presque stirement constante. Mais
son espérance est nulle d’apres la remarque a la fin de Q23. puisque

E(Vf(y — E(Y))) — VI -E(Y -E(Y)) =V -0=0.
Cette variable aléatoire est donc presque strement nulle.

Q28. En utilisant Q25., on observe que

d
(Y —E(Y) e ISy } = {Y —E(Y) € (KerSy )} = ) {VjT (Y —E(Y)) = o} .

Or, il résulte de la sous-additivité d'une probabilité quune réunion finie ou dénombrable d’événements négligeables
(i.e. de probabilité nulle) est encore négligeable et, par passage a 1’événement contraire, on déduit que toute
intersection finie ou dénombrable d’événements presque strs est encore presque siure. Donc

P(Y —E(Y) € ImEy) = 1.



II1. Maximisation de la variance
ITI.A. Un exemple dans M3 (R)

Y;

Q29. Soit Y = | Y2 |, ou Yy, Y5, Y3 sont trois variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes, de
Y;

variances respectives 9, 5 et 4. Alors Xy = Ay. On peut aussi se contenter d’invoquer Q21.

Q30. Pour tout U € C,on a qy(U) =U" Xy U = UT AU d’apres Q23. Comme A, est symétrique a valeurs
propres positives, il résulte alors de Q14. que

max gy (U) = p(As) = max (sp(A2)) = 9.

II1.B. Cas général

Q31. Comme Xy est symétrique a valeurs propres positives, il résulte de Q14. toujours que
qy(U) =U"SyU = |[UTSyU| pour tout U € C, I'existence d'un maximum de gy sur C' est donc précisément la
question Q11.

De Q14., on déduit que max gy (U) = p(Sy) = max (sp(Sy)).
S

Comme en Q12., si A est la plus grande valeur propre de Yy (ici, elles sont toutes réelles positives), si Uy € C
est un vecteur propre associé, alors gy (Up) = A = p(Zy) = max gy (U), soit
€

Ty — T
rélgéc\/((] Y)=V({U,Y).

II1.C. Etude d’un exemple

Q32. Par une inégalité de Cauchy-Schwarz (celle qui permet d’affirmer qu’un coefficient de corrélation est
toujours dans [—1,1], et qui résulte du fait que la covariance est une forme bilinéaire symétrique positive sur
L2(Q, B,P)), on doit avoir cov(Y1,Y2)* < V(Y1)V(Y2), soit 07y < 011 09, soit ici 0'y* < o, ce qui entraine
v <1, puis vy < 1.

On a facilement Sy = o? (vJ + (1 —7)1,).

Q33. La matrice J est symétrique donc diagonalisable, elle est de rang 1 donc elle admet 0 comme valeur propre
avec un sous-espace propre Fy(J) = Ker(J) de dimension n — 1 par le théoréeme du rang. Enfin, sa trace est
n, donc n est valeur propre, le sous-espace propre associé étant de dimension 1, et sp(J) = {0,n}. En posant

V = (1 1)T, on a JV = nV, donc V est un vecteur propre de J associé a sa valeur propre de module
maximal, a savoir n.

Q34. Si A € M, (R), et si a et b sont deux réels, on montre facilement que

spla A+b1l,)={ar+b; X esp(4d)} .

L’expression de ¥y obtenue en Q32. et ’étude du spectre de J faite en Q33. montrent alors que
sp(Xy) = {02(1 —7), o*(1+ (n— 1)7)} :

Donc p(Xy) = max (sp(Ey)) = 02(1 +(n— 1)7). D’apres Q31., pour maximiser ¢y sur C, on prend un vecteur
propre unitaire de Xy associé a la valeur propre maximale p(3y), et 'expression de ¥y en fonction de J nous
montre qu’il suffit pour cela de prendre un vecteur propre unitaire de .J associé a sa valeur propre maximale n.



En prenant

1 1
Uy=—1=V=—|:
' n NG X ’

on a un vecteur Uy € C' tel que ¢y (Up) = max qy (U), ce que I'on recherchait.
€
Q35. D’apres Q31., on a V(Z) = V(U, Y) = p(Ey) = o*(1 + (n — 1)7), alors que

V(Z) 14+ (n—-1)y 1
R ]

V(YY) =tr(Xy) =no®, donc

I11.D.

Q36. L’application qy : U — UTXyU est toujours continue sur M, 1(R), et la partie C’ est bornée car incluse
dans C, fermée comme intersection de deux fermés puisque

C'=0Cn (Vect(Uo))L, non vide car il existe dans I’hyperplan (Vect(Uo))L des vecteurs unitaires. Donc gy
admet un maximum sur C’ par le théoréme des bornes atteintes.

Q37. Soit B = (Fy,---, F,) une base orthonormale de vecteurs propres de Yy, associés respectivement aux
valeurs propres Ay, -+, A,.

n n

Soit U € C, décomposons-le dans cette base : U = ZuiEi, onaalors 1 =U"U = ||U|?* = Zu? puisque la
i=1 =1

base B est orthonormale. D’autre part,

y(U)=VU'Y)=U"SyU =) > wwE/SyE; = Auj
=1

i=1 j=1

puisque Xy E; = \;E; et que E]'E; = §;; (symbole de Kronecker). Avec cette écriture, on retrouve que

o (U) <MD uf =M = p(Sy),

=1
n

et que cette valeur est atteinte si et seulement si Z()\l —\)u; = 0, donc si et seulement si u; = 0 pour i € [2, 7]
i=2
(puisqu’une somme de réels positifs est nulle si et seulement si chaque terme est nul). Donc max gy (U) = Ay, et
S

cette valeur maximale est atteinte uniquement si le vecteur unitaire U vaut E; ou —FEj, le vecteur Uy de ’énoncé
(qui doit appartenir & C' méme si ce n’est pas précisé) est donc nécessairement un de ces deux vecteurs.

Ensuite, (Vect(Uo))L est 'hyperplan H = Vect(Es, -, E,), et un calcul analogue a celui qui précede montre

que

pees () = jagny, (V) =%

et que cette valeur est atteinte en prenant U = U; = £ E, (et seulement pour ces deux vecteurs).

Q38. Si A et B sont deux variables aléatoires réelles admettant un moment d’ordre deux, on a
V(A+ B)=V(A)+2cov(A,B)+V(B) et V(A—B)=V(A)—2cov(A,B)+ V(B),

donc cov(A, B) =1 (V(A+ B) — V(A — B)) (identité de polarisation).



Comme Uy et U; sont des vecteurs propres unitaires de Yy associés respectivement aux valeurs propres A; et Ao,
et que ces deux vecteurs sont orthogonaux, on a UOTEyUl = UlTEyUO = 0, puis UOTZYUO = A1, UITZyUl = o,
et finalement

cov(UTY,UTY) = (v((U0 +U)TY) = V((Uy — Ul)TY))
((Uo U Sy (U + Uh) — (Uy — Uy Sy (Up — U1)>

(A +22) = O+ 19))

O]

les variables U, Y et U]'Y sont donc décorrélées.



