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Sujet 2 - Correction
E3A PC 2010 maths A et CCP MP 2011 maths 1)

Préliminaire
1. Démontrer que F3 C F, C Ey C E.

Justifier par des contre-exemples que toutes ces inclusions sont strictes.

Réponse :
e Si f € E3 alors f est bornée et donc il existe C' > 0 tel que pour tout t > 0 on ait |f(t)] < C = CtO.

Ainsit € E5. On a démontré :

Et Uinclusion est stricte cart — t est un élément de Ey mais elle n’est pas bornée sur [0, +o00].

e Si f € Ey, alors :
JA >0, 3C >0, In €N, vt > A, |f(t)] < Ct

1
Et donc pourt > A, on a|f(t)e”"| < Cte™' = o ( ) :

t—+too \ 12

Comme t — el est intégrable au voisinage de +oo, par comparaison t — f(t)e™" lest aussi et f € Ej.

On a démontré :

t
L’inclusion est stricte, en effet, prenons f(t) = eVt Pour tout n € N, ft(n> = e\/z_"ln(t)t—> 400 donc
—+00
f ¢ Es.
1
Et pourtant, pour tout x > 0, on a |[t2f(t)e”t| = e~ #HVIH2mO) 4 0 done [f(t)et| = o (—) .
t—400 t—+oo \ 12

Et comme précédemment f € Ej.
e [y C E par définition.

L’inclusion, est stricte car f -t —s €' est dans E mais pas dans Ey puisque |f(t)e ™| = etQ_tt—+> +00.
— 00

2. Montrer que E; est un sous-espace vectoriel de E.

Réponse :

On a tout d’abord, E; C E.

De plus Ey # 0 car E, contient clairement la fonction nulle.

Enfin, si (f,g) € E1 X By, (A, pn) € R xR, pour tout x >0, on a a :

vt >0, |[(Af() + pg()e™™ | < IAF(@)e™] + [ullg(t)e™|.

Comme les deuz fonctions t — f(t)e™™ et t — g(t)e ™ sont intégrables sur Ry, par comparaison la
fonction t — ()\f(t) + ug(t))e*“ lest aussi donc \f + ug € Fy et :

‘ E, est un sous-espace vectoriel de E. ‘




1.

. Montrer que F5 est un sous-espace vectoriel de Fj.

Réponse :

On a vu que By C Ey. De plus, Ey # () car Ey contient clairement la fonction nulle.

D’autre part, si f et g sont dans Fy alors il existe des constantes Ay, As, Cy et Cy strictement positives,
des entiers naturels nqy,nsy tels que :

vVt > Ay, ‘f(t)’ < Cit™ et vVt > A, ‘g(t)’ < Cat™
Soit A = max{A;, Ao, 1} et C = max{C}, Cy} alors pourt > A, on a
((Af+rg) O] = Q@) +pg@)] < AL+ ullg@)]

< O™ + || Cot™ - < C(IA + [pl)tm T
t>1

Ainsi, la fonction A\f + pg est un élément de Ey et :

FEs5 est un sous espace vectoriel de F. ‘

I - Définition et premiers exemples

Démontrer que lapplication £ : By — F(]0, +oo[,R) est linéaire.

Réponse :
Soient f,g € Fy, et A\, u € R. Par linéarité de l'intégrale, on a :

+o0
Vo0, LOS+ug)a) = / F(E) + pglt))edt

+0o0

+o0
= o[ e ar / g(t)edt = AL(f)(@) + pnllg)(@)

Et donc LINf + pg) = AL(f) + pL(g) (égalité de fonctions). On a bien démontré que :

L’application L est une application linéaire de E dans [’espace vectoriel F(]0, +oo[,R).

Justifier que chacune des fonctions suivantes est un élément de F; et déterminer leurs transformées de Laplace
respectives.

(a) fo:tel0,+oo— 1.

Réponse :
fo est continue et bornée sur [0,4o00|, ainsi fo € E5 C Ey. Et on a pour tout x > 0,

—xt

00 +o0o
Vo > 0, L(fo)(z) = /+ Le tdt = [_e } = i
0

T Jo




(b) Pour tout n € N, f, : ¢ € [0, +oo[— t".

Réponse : f, est continue sur [0, +o0[, et on a :

VE>0, [fu(t)] =t" < La"

+oo
On a donc bien f, € Ey C FEy. Pour calculer L(f,)(z) = / t"e " dt on effectue une intégration par
0

parties. On pose :
u(t) =" W' (t) = nt"!

efxt

V'(t) =e " o(t) = — -

Les fonctions u et v sont C' sur [0, +00] et puisque x > 0, par croissance comparée, on a :

On peut donc effecter l'intégration par parties dans l'intégrale impropre dont on sait qu’elle est convergente.

Pour tout x >0, on a :
ot +
/ o the "t dt = {—tne ﬂ OO+E / o t" e dt,
0 T o T Jo
n

On a donce, L(f,)(z) = Eﬁ(fn_l)(x), et par itération :

nn—1 1 n!

V>0, L)) = ZL(far)() = == —L(fo) ) = =5

r T €T

(c) Pour tout A € [0, 400, g:t € [0, +o0[— e .

Réponse :
Comme A >0, on a pour tout t > 0, |gx(t)| < 1. Ainsi gy € E3 C Ey. Et on a pour tout x > 0,

x 0 Az

6—(>\+$)t:| +oo 1

+o0
V>0, Lig)w = [ e—Ate—wtdt:[_
0

(d) Pour tout a € R, h, :t € [0, +oo[— sin(at).

Réponse :
Sia =0 alors h, =0 et L(h,) = L(0) = 0.

On suppose désormais que a est non nul. La fonction h, est clairemnt bornée, donc c’est un élément de
Es C Ei. On a de plus :

X X plia—a)t X
/ sin(at)e "'dt = Im (/ e(m_x)tdt) = Im [ , }
0 0 ia— x|,

1 , 1 . 1
o (la—x)X — (ia—z)X —
= Im (ia—x (e 1)) Im (m—x (e )> Im (ia—x)




1
Or|e“‘ x)X‘—e‘”X — Ocarw>OetIm( ):L.Donc:
X—+o0

+oo
Pour tout x > 0, on a L(h,)(z) = / sin(at)e *'dt = a
0

IT - Premieres propriétés

. Transformée de Laplace d’une fonction dérivée.

(a) On suppose dans cette question que f € Fy est de classe C! sur [0, +00[ et que sa dérivée f’ est aussi un
élément de Es.

i.  Montrer que pour tout x > 0, on a
L(f)(x) = zL(f)(x) — [(0) (1)

Réponse :
On effectue une intégration par parties. Les fonctions f et t — e~ sont de classe C' sur [0,T] et donc :

/0 ' f(te™dt = [f(t e—“ +:)3 / f(t)e"dt

= f(Me ™~ f(0) +a / f(t)e "dt

Avec, puisque f € Ey, pour T assez grand on a |f(T)e™*"| < CT"e™*T qui tend vers 0 quand T tend vers
+00 on obtient

L(f)(x) = zL(f)(x) — [(0).

ii. (%) Montrer que (1) est encore valable si on suppose seulement que f € E; de classe C' et que f’
est aussi un élément de Fj.

Réponse :
Lintégration par parties précédente s’écrit aussi :

+oo +oo
f(T)e™™T / (e dt + f(0 / fe ™tdt — f'(t)e ™ dt + f(0) — ft)e ™dt = L
T—+o00 0 0
car f, f’ sont dant Ey par hypothése.
Il reste a montrer que L = 0, le raisonnement précédent, donnera alors a nouveau la relation (1).

Par l’absurde : si on avait L # 0, alors on aurait |f(t)e_xt|t ~ |L| > 0 et, puisque la fonction
—+00

constante |L| n’est pas intégrable sur [0,4+00|, par comparaison, t — f(t)e ™" ne le serait pas non plus.
Ceci contredit le fait que f € FEj.

Et donc on a bien Tlim f(T)e ™ =0 et la relation (1) en découle immédiatement.
—+00




(b) On suppose que f est de classe C? sur [0, +o0o[ et que f, f’, f” sont des éléments de E».
Pour tout z > 0, exprimer L£(f”)(x) en fonction de =, L(f)(x), f(0) et f'(0).

Réponse :
Il suffit d’appliquer le résultat précédent a f et a f' :

o L(f")(z)==zL(f)(z)— f(0)
o L(f")(x)=zL(f')(x)— f'(0)
On obtient

Ve >0, L(f")(x) =2*L(f)(x) — zf(0) = f(0).

Remarque : On pourrait démontrer que si f est de classe C" sur [0, +oo| et si pour tout k € [0,n] f*) est
un élément de F», alors :

—_

Vo >0, L(f")(z) =2 "L(f) () = Y 2" P FH(0).

0

3

i

. Régularité de la transformée de Laplace.

(a) Démontrer que si f € Es, alors L(f) est de classe C! sur ]0, +00], et exprimer £(f)" comme transformée
de Laplace d’une fonction g a préciser.
On pourra restreindre I'hypothese de domination a des intervalles [a, +00[C]0, +00].

Réponse :
Pour x >0 ett > 0, on pose encore h(x,t) = f(t)e ™.

e Pour tout t € [0,+oo[ : Uapplication x — f(t)e™® est de classe C* sur [0,+oo[ et on a

%(w,t) = —tf(t)e ™.

e Pour tout x € [0,+o0[ : Uapplication t — f(t)e™"" est continue par morceauz et intégrable [0, +oo|
(puisque Ey C Ey). De méme, il est évident que t — —tf(t) est encore un élément de Ey donc aussi
de Ey et donc, t — —tf(t)e ™" est continue par morceauz et intégrable [0, +o0].

e Hypothese de domination restreinte : Soit a > 0. t € [0, +00[ et pour tout x € [a,+0oo[ on a :

oh

%(x,t)’ = [tf(O)]e™ < [Lf(E)]e™ = a(t)

avec 1, continue par morceaux et intégrable sur [0,4o00] (déja vu).

Conclusion : D’aprés le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, lapplication L(f) est de classe
C! sur tout [a,4+00[C]0, +00[ a fortiori, elle 'est sur |0, +oo[ et la formule de Leibniz donne :

+o00
Vo >0, (L(f)) (z) = —/0 tf(t)e ™ dt = L(w)(x) avec w(t) = —tf(t).

(b) Démontrer que si f € By, alors L(f) est de classe C* sur |0, +-o0[ et préciser (L(f))™ pour n € N, &
I’aide d’une transformée de Laplace.

‘ Réponse :



On applique le théoreme de dérivations successives sous le signe intégrale. On reprend les notations de la
question précédente.

e Pour tout t € [0,+0o0[ : par opération sur les fonctions continues, l'application x — h(x,t) est de
classe C* sur [0, +oo] et on a :
akh kik —xt
@(aj,t) = (=)t "f(t)e ™.
e Pour tout k € N et pour tout x € [0,+00[ : Uapplication t — (=1)*t*f(t)e " est continue par
morceauz et intégrable [0, +oo[ (car t — (—=1)*t* f(t) est dans Es).

e Hypothese de domination restreinte : Soit a > 0. t € [0, +00[ et pour tout x € [a,+oo[ on a :

OhF
)| = IOl < Ol = (0

avec ¢, continue par morceauz et intégrable sur [0, +ool.

Conclusion : D’aprés le théoréme de dérivations successives sous le signe intégrale, lapplication L(f)
est de classe C* sur tout [a, +00[C|0, +00] a fortiori, elle l’est sur |0, 4o0[ et l'on a :

+o0
Vn €N, Vz >0, (L) (z) = (—1)”/0 t"ft)e "dt = L(w,)(z)  avec  Wy(t) = (=1)™"f(t).

IIT - Comportement au voisinage de 0

On veut montrer le théoréme suivant.

Théoréeme 1 (Théoréme de la valeur finale)

Soit f : [0, +oo[—> R continue telle que tlifrn f(t) = £ € R. Alors f est bornée et si 'on note L(f) sa
—+00

transformée de Laplace, on a :

lim zL(f)(z) = ¢.

z—0t

Soit f : [0, 4+00[— R continue telle que 1tlier ft)=CeR.
— 00

1. Démontrer que f appartient a Fs.

Réponse :
La fonction f est continue sur [0,+oo[ et lim f(t) = ¢ donc tlir+n |f(t)| = €] et donc, par définition de
—+00

t——+o0
limite avec e =1, on a :

JAER,, VE> A, |f(B)] <0 +1.

D’autre part, [ est continue sur le segment [0, A] donc elle y est bornée :

IM >0, Vtel[0,4], |f(t)]< M.

On a ainsi ¥t > 0, |f(t)] < max (M, W + 1). Et donc




+o0 t
. Soit z €]0, +oo[. Démontrer que zL(f)(z) = / e tf <E) dt.
Réponse : ’

u
En effectuant le changement de variable t = — (affine), on a
x

“+o0

zL(f)(x) == ft)e ™ dt = x/0+00 f <E> e " 1du

soit| 2L(f)(x) = /O et (é) dt.

- En déduire, a I'aide du théoreme de convergence dominée & paramétre continu, que lim zL(f)(x) = L.
z—0

Réponse :
10, +00[%x]0, +o0[ — R

(z,8) — h(z,t)=ec'f <E)

T

On définit h -

e Pour tout x €]0,4+00], la fonction t — h(x,t) est continue par morceauz sur |0, +o0l.
e Pour tout t €]0,+o0[, on a lim h(z,t) = L(t) = le™".

z—0
La fonction L est continue par morceaux sur |0, 400].

e Hypothése de domination : La fonction f est bornée sur [0, 4o00[. On note M = || f]|oc,jo,400[- On @ :
Vz €]0, +oo[, Vt €]0,+oo], |h(z,t)] < Me™

et t — M e est intégrable sur R, .

Par le théoreme de convergence dominée a parametre continu, on a

+oo t +oo
lim e tf (—) dt = 6/ e~tdt = ¢.
z—0t 0 X 0

Et donc : | lim xL(f)(z) = ¢.

z—0t

. Si ¢ # 0, déterminer un équivalent de L£(f)(x) en 0.

Réponse :

Si 0 # 0, la limite précédente donne immédiatement, | L(f)(x) ~
z—0

14
x
+oo
. Application : Déterminer un équivalent quand z — 0 de F(z) = / Arctan(t)e ""dt.
0

Réponse :
La fonction f :t+—— Arctan(t) est continue et bornée sur [0, +oo].

, m
On a de plus, t£+moof<t) =3 # 0.

“+oo
Les résultats précédents donnent alors| F(x) = / Arctan(t)e ™ dt = L(f)(x) ~ —.
0




IV - Comportement au voisinage de +o0

1. Montrer que si f € Ej, alors L(f)(xz) — 0 lorsque z — +00.
Réponse :
La fonction [ est bornée sur R™ donc il existe M > 0 tel que
vi=0, [f(t) <M.
Ainsi, pour tout x > 0 et pour tout t > 0, on a |f(t)e” ™| < Me "', Par inégalité triangulaire et par
positivité de l'intégrale, on obtient :

+oo

[L£()(@)] =

+00 +oo M
f(t)e—“dt‘ < / |f(t)e ™ |dt < M/ e Mdt = —.
0 0

0 T

Et par le théoréme d’encadrement, on trouve hIJP L(f)(z)=0.
T—>+00

2. Soit f c EQ.
On considere des réels A > 0, C' > 0 et un entier n tels que pour tout réel t > A, on ait |f(t)| < Ct".

(a) Montrer que pour tout réel x > 0, on a

n!

A
L@ < [ e i+

Réponse :
Soit x > 0. On a les majorations suivantes.

+o0o

[L() ()] =

A +oo
f(t)e_xtdt‘ = / f(t)e *dt +/ f(t)e_mdt‘ (relation de Chasles)
0 0 A

IN

/0 ! f(t)e‘“dt' +

+oo
f(t)e_mdt‘ (inégalité triangulaire)
A

A +00
< / | f(t)e |t +/ |f(t)|e ™ dt (inégalité triangulaire)
0 A

Or, pour tout t > A, on a |f(t)|e”* < Ct"e **. Donc par positivité de l'intégrale, on a

+oo +00 A oo .
/ |f(t)]e™*"dt < C / et < O / e "t dt +C / et dt = O / e "t .
A A 0 4 ]
a’_/
positif —I,(x)

En reportant dans la majoration précédente, on obtient bien

n!
xn+1'

A
Ves0, L)) < / (D) dt + C




A
(b) Démontrer que lim |f(t)e ™"dt = 0.

T—+00 0
Réponse :
La fonction f est continue sur le segment [0, A], donc elle est bornée.

IM = M(A) >0, Vte [0,4], |f(t)| < M.

A A “+00 M
Ainsi, 0 < / |f(t)e " dt < M/ e vdt < M/ eVt == 5 0.
0 0 0

€r T—+o0

A
Par conséquent, | lim |f(t)e™™|dt = 0.

T—+00 0

(¢) En déduire que L(f)(x) — 0 lors que z — +o0.

Réponse :
|

L’entier n étant fixé, on a lim
z—+oo pntl

le théoréme d’encadrement a la majoration obtenue en question I1.3(a), on obtient :

lim L£(f)(x)=0.

T—+400

A
= 0 et on vient de voir que 1ir+n / |f(t)e ""|dt = 0. En appliquant
T—r+00 0

. (%*) En s’inspirant de la démarche précédente, ou en utilisant le théoreme de convergence dominée, retrouver
ce résultat lorsque f € F; seulement.

Réponse :

On coupe encore l'intégrale en deux. Et on essaie de majorer chacune des deux intégrales par €/2 pour
un € > 0 donné. En général dans ce type de raisonnement, la derniére majoration porte sur la variable
concernée, ici x qui tend vers +o0.

Soit A>0. On a :

L)) =

400 A 400
f(t)e“tdt‘ = / f(t)e " dt + f(t)emtdt‘ (relation de Chasles)
0 A

0

IN

A
/ f(t)e”dt’ +
0

+o0
f(t)e“tdt‘ (inégalité triangulaire)
A

A +00
< / ’f(t)ext\dt—l—/ |f(t)|e ™ dt (inégalité triangulaire)
0 A

e On choisit A pour que la deuziéme intégrale soit magjorée par £/2. Puisque x tend vers 400, on peut
supposer que x > 1. On a alors :

A

400 +oo
0< / FOle"dt < / (et

J/

—u(a)

400 +00 A
Et u(a) = / |f(t)]|e "dt = / |f(t)]|e "dt — / |f(t)|e”tdt — O par définition d’intégrale conver-
gente. A 0 0 A—+oo

€
Et par définition de limite, on peut trouver un A assez grand pour lequel 0 < u(A) < R
+o0 c
A fortiori, pour ce A désormais fixé, on aura aussi : 0 < / |f(t)|e ™ dt < 7
A



o Le A >0 étant fixé, on peut reprendre le raisonnement de la question précédente.
La fonction f est continue sur le segment [0, A], donc elle est bornée.

aM >0, Vte[0,4], |f(t)] <M.

A A “+o00 M
Ainsi, 0 g/ |f(t)e ™ |dt < M/ e "tdt < M/ etdt = = 5 (.
0 0 0

€r x—+oo

Par conséquent, lim |f(t)e™™|dt = 0.

T—+00 0

A
Et donc il existe B > 0 tel que pour tout x > B, on a 0 < / |f(t)e ™ |dt < g.
0

e On a montré ’existence de B positif telq ue :

A +00
Vo> B, (@) < [ 10 as [ iRoleTa <SS =

C’est la définition de| lim L(f)(x)=0.

r—r-+00

Autre méthode : On aurait aussi pu utiliser le théoréme de convergence dominée a parameétre continu.

[1,400[x]0,+00] — R

PR ]
On définit u - { (2,1) s (e, ) = f(E)e
(

e Pour tout x > 1, t — u(x,t) est continue par morceaur sur |0, +00].

e Pour toutt > 0, hI—iI-l ft)e ™ =0 (cart >0),
T—>+00

e Hypothese de domination :
Va € [1,+oof, Yt €], +ool, |u(z )] = [f(O)e | <[f(t)le™ = o(t)  carz>1

Et ¢ est continue par morceauz et intégrable sur [0, +oo[ car f € Ej.

Le théoréme de convergence dominée a parametre continu s’applique, et on trouve | lim L(f)(x) = 0.
T—r+00

. Théoreme de la valeur initiale.

On veut montrer le théoréme suivant.

Théoréme 2 (Théoréme de la valeur initiale)

Soit f € E; une fonction bornée et L(f) sa transformée de Laplace. On a :

lim 2L(f)(z) = £(0).

T——+00

On revient a la définition de limite, et on montre que :

Ve >0, JA>0, Vr>A, lzL(f)(x) — f(0)] <e.

On fixe donc € > 0.
(a) Justifier qu’il existe a > 0 tel que pour tout ¢t € [0, ], on ait |f(t) — f(0)] < g.

10



Ce a > 0 est désormais fixé.

Réponse :

Par hypothese, la fonction f est continue en 0, et donc par définition :

Ja >0, Vi € [0,a], |f(t) = £(0)] < =

5 .

(b) Soit x > 0. Démontrer que :

2L(f) (@) — FO)] < / C1F) — FO)etdt + 2 /

Réponse :

+oo

[f(t) = f(O)|e™"dt.

+o00
Le second membre donne envie de faire apparaitre l'intégrale m/ f(0)e "dt = f(0).
0

[2L(f)(x) = f(0)]

ce qu’on voulait.

(c) Démontrer aussi que pour z > 0, on a x/ |f(t) — f(0)]
0

Réponse :

On sait que Yt € [0, o],

et l'inégalité est stricte car lapplication t — ge’” — |f(t) = f(0)|e”

IA

o [0 - 10t = o [0 - s e [

identiquement nulle sur [0, «].
Enfin, puisque la fonction intégrée est positive, on a :

On a bien démontré que

o [0 - el

lf(t) — f(0)] < % Par positivité de lintégrale, on obtient :

“ —xt Oég —xt
a:/o |f(t)— f(0)le dt§$/0 ¢ dt,

o o0
x/ Ee*mdt < x/ Ee*"’“"talt = i
2 0 2 2

0
vz > 0, ac/o F() — F(O)]e"dt < <.

2

Tr—+-+00

+o00
(d) Montrer enfin que lim :B/ |f(t) — f(0)|e**dt = 0 et conclure.

Réponse :

On sait que [ est bornée, donc il existe M > 0 tel que pour tout t € [0, +oo, |f(t)] < M.

—xt €
dt < —.
¢ 2

“+oo

Par inégalité triangulaire, on a aussi : |f(t) — f(O)| < |f(¢)| + |f(0)] < 2M. Et donc :

x/+°0 |f(t) — f(O)]e ™" dt <2M /+OO ze

Et par encadrement,

lim z
r—+00

[ 150 - st =o

11

= 92Me " — 0

T—+00

£ () — f(0)]e™""dt

est continue, positive et non

(car o > 0),



“+o00

Par définition de cette limite, il existe B > 0 tel que pour tout x > B on ait x/ |f(t) = f(0)|e "dt < g.

(04
En reportant dans la magjoration de la question 3(b), on obtient :

a +00 € c
Vo> B, [oL()@) ~ fO)| <o [ 1) - SO e ra [ 150 - fO)le <S4 5 =
0 «
C’est la définition de liT xL(f)(z) = f£(0).
T—+00
V - Injectivité
Le but de cette partie est de montrer que L est injective.
On se donne f € F; et on considere la fonction g définie sur [0, +o00[ par :
vVt e [0, + / f(s)e ?ds.
. Justifier que g(t) posseéde une limite finie L lorsque t — +o0.
Réponse :
+00
Puisque f est un élément de Ey, l'intégrale f(s)e *ds converge et donc par définition :

0

t—+00 t——+o0

+00
lim g(t) = hm/f Je *ds = f(s)e *ds = L.
0

. En déduire que g est un élément de Fj.

Réponse :

Tout d’abord, s — f(s)e™® est continue sur [0,400[, et donc par le théoréme fondamental de ’analyse,
g est sa primitive qui s’annule en 0. Ainsi, g est dérivable sur [0, +oo[, a fortiori continue (ne pas oublier
ce détail!). Comme tginoog(t) = L, le raisonnement de la question IV.1. s’applique et donc g est bornée.

Ainsi :

gEEchl.‘

. (a) Justifier que g est dérivable et montrer que ¢’ est un élément de E;.
que g que g

Réponse :
On vient de voir que g est dérivable sur [0, +oo[ et que

vt € [0, +oof, ¢'(t) = f(t)e ™
La fonction g’ est donc continue sur [0,400[. De plus, pour tout x > 0, on a :
lg' (e = [f(t)e e ™| < |f(t)e ™.

Et comme [ € Ey, t — f(t)e ™" est intégrable sur [0, +oo], donc par comparaison, t — ¢'(t)e ™" lest
aussi. On a donc bien démontré que :
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+oo 1 +o0o
(b) Montrer que pour tout > 0, on a / g(t)e ™dt = — Ft)e @iy,
0 T Jo
Réponse :
On wutilise la question I1.1.

On sait que g € Ey est de classe C' et que g’ est aussi un élément de Ey. Par la question II.1(a)ii, on a

vz >0,  L(g)(x) = zL(g)(x) — g(0).

+o0 400
Bt comme o(0) =0, on optent [ g(0e~ear =z [ gt
0 0
Vi > 0, / gt)e ™dt = = f(t)e~ @t
0 L Jo

(¢) On définit 'application 1 sur [0, 1] par

Montrer que ) est continue.

Réponse :

Pour tout u €0, 1], —In(u) € [0,400] et g est continue sur [0,400[. Donc par composition, 1 est continue
sur 10, 1].

En 0 : par composition de limites, on a }}L% U(u) = ilg[l) g(—In(u)) = lim g(t) = L =(0).

t——+o00

Donc 1 est continue en 0. Et finalement, | 1 est continue. ‘

(d) A Taide d’un changement de variable, démontrer I'égalité suivante.

o] 1
Va €]0, +o0], /+ g(t)e "tdt = / u” M) (u)du.
0 0

Réponse :

On effectue le changement de variable t = —In(u) = @(u). La fonction ¢ est de classe C' sur |0,1] et
strictement décroissante donc on peut travailler directement dans l’intégrale impropre dont on sait qu’elle
est convergente.

d +oo 0 d 1
Onadt=—"2 et done : / g(t)e ™ dt = —/ g(—ln(u))emln(“)—u = / u” M) (u)du.
0 1 0

u u

400 1
On a bien| Yz > 0, / g(t)e ™dt = / u” M) (u)du.
0 0

(e) On suppose que L(f) = 0.

1
i.  Démontrer que pour tout P € R[.X], / P(u)y(u)du = 0.
0

Réponse :
Soit k € N. On sait que pour tout x > 0, L(f)(z) = 0 donc d’aprés IV.3(b), on aussi

L(g)(x) = /0 m g(t)e~otdt = /0 1ux-1¢(u)czu:o.
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1
En particulier avec x = k+1 > 0, on obtient, / ukzb(u)du = 0.
0

Si P(u) = Zakuk € R[X], par linéarité de l'intégrale, on trouve :
k=0

/01 P(u)tp(u)du = i; a, /01 uF(u)du = 0.

On admet le théoreme suivant (voir par exemple sujet 8B) :

Théoréme 3 (théoréme de Weierstrass)

Si f:[a,b] — R est une application continue, alors il existe une suite (P,),en de fonctions
polynomiales convergeant uniformément vers f sur [a, b].

i
ii. En utilisant ce théoreme, démontrer que / V*(u)du = 0.
0

Réponse :

La fonction 1 est continue sur [0,1], donc d’apres le théoréme de Weierstrass, il existe une suite (Pp)nen
de fonctions polynomiales convergeant uniformément vers f sur [0, 1].

Par définition de convergence uniforme, on a nl—i>rfoo 1% = Puloo,j0,1) = 0.

De plus la fonction, 1 est continue sur [0,1] donc elle est aussi bornée : Vu € [0, 1], [¢(u)| < ||9]|s0,0,1]-
On a donc les majorations suivantes.

/O P(u) (W (u) = Pou))du| < /0 () (9 (u) = Po(u)du < [[$]looo.11l[¢ = Palloc.jo

Et par le théoréeme d’encadrement :

n—-+o0o

J/

/Olw(U)(?ﬂ(U) — P,(u))du = /01 W (u)du _\/Olw(u)Pn(u)du o

-~

=0

1
On a donc bien démontré que / V*(u)du = 0.
0

iii. En déduire que f est la fonction nulle et conclure.

Réponse :
1
La fonction ¥? est continue et positive sur [0, 1] et / Y (u)du = 0, donc :
0
Vu € [0,1], ¥(u) =0.

En particulier, pour tout t > 0, avec u=e~* € [0,1], on obtient : p(u) = g(t) = 0.
Ainsi la fonction g est identiquement nulle sur [0, +oo[. A fortiori,

Vt € (0,400, ¢'(t)=0= f(t)e "

Et donc

On a montré que L est linéaire et que Ker(L) = {0} donc‘ L est injective.
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