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Un corrigé de E. Lucas

A. Préliminaires

1. Je note (X 4+ 1)" = Zaka = Zkak ou pour k € [0,n], ar = by = (Z
k=0 k=0

Selon le cours, le coefficient de degré n du produit (X + 1)"(X + 1)™ est

S o= (1) (") - ()

k=0

) selon la formule du binome.

2n

or le coefficient de degré n de (X + 1)*" = (X + 1)"(X + 1)" est (
n

n 2
2
On en déduit que Z (Z) = (:)

) selon la formule du binome.

k=0
2. D’apres Stirling, on a |n! ~ V2mn <E> Ainsi
n—-+oo e
i ()
™ | —

2n (2n)! e 22n d 2n 4n

SRS = onc ~ =
n (n')2 n—r+00 27, (E)Qn VN n ) n—+oo ﬁ\/ﬁ

e

3. Soit a > 0. On note la fonction f : ¢ +—— 1/t* qui est continue, décroissante et positive sur |0, +oo[.
k1

k 2
Ainsi Vk > 2, fgf(k;)g/ fet/ f < f(1)=1donc
k-1 1

k
a1 ™ dt
| EeXEsie
1

L a Lt
A 1— t=A 1—
dt e Atz —1
OrpourA>0,ona/ — = = ——— donc

e Il—al,, -«

l-a _ n l—a _

(n+1) l_1_n 1

11—« _kzlk'a_ 11—«

Sia€]0,1[,onal—a>0etn'""* —— +o00

n—-+00
donc en utilisant le théoreme des gendarmes et les théoremes généraux, on obtient :

1 —a=~ 1
nl-a ;k’_a n—-+00 L

nlfa

—~ 1
d’ou [si a €]0, 1], on a E — o~
el kj n—-+00

l—«




Si a > 1, on obtient pour N >n >1:

/1+1 toz - Z koz /

k=n+1

la fonction f est intégrable sur [1,400] et la série étant convergente, par passage a la limite quand N — 400,

on a :
/+°° dt _ *°° /+°O dt
il to — ka -

k= n+1
+o00o dt tlfoc t—+00 Alfa 1
0r1—oz<()ainsipourA21,ona/ — = =0- = donc
P l—af,_, l—a (a—1)A>"1
1 _ < 1 _ 1
(a—=1)(n+ 1)t = Nt k* = (o — 1)ne—t
+o0
- 1 1
Comme pour le cas précédent, on conclut que — o~
k® n—too (o — 1)no—t
k=n+1
1
. Soir z € [2,400]. Les fonctions f : t — (1) et g : t — t sont de classe C! sur [2, z] de dérivées respectives
n
flit— — et g :t — 1. Par théoreme d’intégration par parties, on a donc
t(In(t))?
t 1Tt tdt
I(x) = {—} + / —
(t)] o, J2 t(n(1)’
x 2 roodt
On a bien la relation | I(x) = — —
n a bien la relation | I(x) (@) () +/2 (1))
t 1
Par croissances comparées, tf(t) = () Tt donc i (f(t)
+o00
Par comparaison de fonctions positives, la fonction f étant positive sur [2, +oo[, l'intégrale f diverge.
2
2 _
De plus f(t) P 0 donc f(t)* = O (f(1))

En MP, un théoreme permet directement d’intégrer cette comparaison sur [2, z] et de conclure. En PSI, nous
ne disposons pas de ce théoreme. Nous donnons les grandes lignes de la solution.

On sait que f(t)2= o (f(t)) et donc :

t—+o00
JA>0, VE> A, 0< f2(t) <e|lf(t)] =ef(t).

Par inégalité triangulaire et positivité de I'intégrale, pour tout x > a, on a :

/:J”Q(t)ohf:/ZAJ‘?(zf)oltnL/;fz(t)ehfS /;fQ(t)ng/Amf(t)dt

De plus, puisque la fonction x — / f(t)dt est croissante et divergente, elle diverge vers +o0o0. Et donc il

Vz > B, /A fA)dt < g/z f(t)dt
2 2

existe B > 0 tel que :



Finalement, pour tout x > C' = max(A, B), on a :

0< /; fAt)dt < 5/; ft)dt + 5/: f(t)dt < 2e /;f(t)dt

Quitte a reprendre le raisonnement en changeant ¢ en £/2, on a bien démontré :

/ F2(t) =, 9. (/; f(t)dt) ou encore /; (hj# = z_>0+oo([<$>)

2
donc lorsque z tend vers +o00, on a ﬁ " =1I(x)+ QHOJFOO(I(a:))
x 2 x x
d’ou I(x) ~ — — . 0 déduit | I ~
ou I(x) ()~ @) or () +00. On en déduit | I(x) o Yoo Tn(a)
400 Oé - Z -1
5. D’apres le cours, on a |Vz €] — 1,1[, (1 +x)* = Z =0 - —————2a" | avec la convention H* =1
n=0 i=0
n—1
[I(=1/2-4)
Pour o« = —1/2, en ayant posé a, = (—1)" =" cela devient

n!

L —1/2 _
v el Chs Zan

Pourn=0,onaay=1et —— 40 =1 =1letpourn>1
Hk 2n
n—1
(—1)™ , 1 (2n)! n
n=(=1)" 2141 =
a ( ) nlon ( 1+ ) |1on 1 (n|2n)2 An

Qn

m Z4n

On en déduit la formule : |Vz €] —1,1],

B. Marches aléatoires, récurrence
Je note (2, A, P) l'espace probabilisé.
6. Les suites (P(S, = 04)1"),,cy €t (P(R = n)1"), . sont bornées.

Ainsi selon le lemme d’Abel, les rayons de convergences les séries entieres Z P(S,, = 04)z" et Z P(R =
n>0 n>0

sont > 1 ie |les séries entieres définissant F' et G ont un rayon de convergence supérieur ou égal a 1‘
La somme d’une série entiere est de classe oo sur son intervalle ouvert de convergence
donc |les fonctions F' et G sont définies et de classe co sur | —1,1]

Comme R est a valeur dans N*  J{4o0c}, on a Q\ (R = 4+00) = U (R=n)
neN*
On a donc 'union disjointe (R # 400) = U (R=mn)car (R=0)=10

neN



Ainsi P (R # 400) Z P(R en particulier la série Z P (R = n) converge.
n>0

Pour n € N, je note gn cx— P(R=n)a™.

Pour tout n € N, g, est continue sur [—1, 1] (i) et

V€N, Vo € [-1,1], |ga(2)| < B(R = n)

or la série g P (R = n) converge
n>0
Ainsi la série de fonctions E gn converge normalement donc uniformément sur [—1, 1] de somme G (ii)
n>0

D’apres le cours, avec (i) et (ii), | G est définie et continue sur [—1, 1]

de plus |G(1) = ZP(R:n) 1"=1-P(R = +00) = P(R # +00)

. Soit k,n € N tels que k < n.
Sik=0,ona(R=0)=0donc (S,=04)N(R=0))=10
donc P((S,, =04)N(R=0))=0=P(R=0) =P(R=0)P(S,_o = 04)

Si k > 1, on remarque que (S, — Sk = 04) = Z X, = Od> et :

avec la convention ﬂ = (2 pour le cas k = 1. Ainsi

]1.7

— ((ZXZX ZXZX) € (2\ {04})"" x {Od}>

Comme Xjy,..., Xy, Xk+1, ..., X, sont mutuellement indépendantes, alors selon le lemme des coalitions les
k—1 k
variables aléatoires Z X; et (Z X, Z Xi ..., Z X, Z XZ-> sont indépendantes.
i=k+1 i=1 i=1

D’ou les événements (R = k) et (S, — Sk = (04) sont indépendants donc

P ((sn —0) (R = k)) —P ((sn — S =09)[ (R = k)) —P(S, — S, =0)P(R=k) (¥

Soit €1,...,en_r € Z% comme (X;);en- est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes
suivant chacune la loi de X & valeurs dans Z¢, on a

P((X1,. s Xng) = (1, 6nk)) = H]P’(Xizsi) — HP(X:@):HP(XF@)

dou P((Xq,...,Xnk)=(e1,-s6nk)) =P((Xps1,-- -, Xn) = (61, - 6ngk)) (%)

donc (Xj, ... ,Xn,k) (Xki1, ..., X,) ie les vecteurs (Xi,..., X,—x) et (Xgs1,...,X,) suivent la méme loi.
Il reste a établir que S,, — Si ~ S,_. Comme je I'ai dit en TD, ce n’est pas si immédiat. En particulier, sans
I’hypothese d’indépendance, ce n’est plus vrai.



P(S, — Sk =i) =P(Xpp1 + -+ X, =i) = P U (Xps1 = €15, Xp = €n_i)

= > P(Xps1 = €15, Xn = €ni)

- Y, Pi=en Xek=ca)

= P U (Xl :gla"an—k:En—k‘)

(E15--1Ep_f ) ENVTK
51+...+gn_k:’i

= =P(X;+ o+ Xy =i) = P(Spp = 1)

d’ou avec (x), on a bien |P((S, = 04) N (R =k)) = P(R = k)P(S,—x = 04) | dans tous les cas.

Soit n € N*. On a pour k >n, (R=k)N (S, =04) =0 = (R=+00) N (S, = 04)
La famille ((R = k))jcn-u100y €St un systeme complet d’événements ainsi selon la formule des probabilités
totales, on a

P(S, = 04) = P((R = +00) N +ZIP’ (R=k)nN S_0)):0+iP((R:k)ﬂ(Sn:Od))

k=1

Avec I'égalité précédente, on en déduit que |Vn € N*, P(S, = 04) = 3 P(R = k)P(S,_ = 04)
k=1

. Par produit de Cauchy de séries entieres de rayon 1, on a

Vee]l—1,1[, F(z) Z(ZPR k)P k:()d)>a:"

n=0

Pour n = 0, on a ZIP’ (R=k)P(S,_p = 04) = P(R = 0)P(Sy = 04) =0

Pour n € N*, d’ apres la question précédente, on a
D P(R = k)P(Sp_r = 04) = P(R = 0)P(S,, = 04) + P(S,, = 04) = P(S, = 04)

+o0o
donc Vx e]—1,1[, F ZIP’ —1+ZP(Sn:0d)a:”:—1+F(x)

dou|Vx €| —1,1[, F(z) =1+ F(x)G(z) |et ainsi Ve €] — 1, 1], F(z)(1—-G(x)) =1

dot Vo €] — 1,1[, 1—G($)#OetF(x):1_—1G(x)




+oo
Si P(R # 4o00) = 1 alors selon 6, on aVr €] — 1,1[, G(z) < Z]P’(R =n)=P(R# +00) =1
n=0

doncVx €| —1,1[, 1= G(z) >0o0r G(1) =1 et G est continue sur [—1,1], donc 1 — G(z) —— 0*

r—1—

donc | F(z) — o+ si P(R# +o0) =1
T—1-
Si P(R # +o00) # 1 alors selon 6, 1 — G(x) —— 1 — P(R # +0o0) >0

r—1—
1

F(x) o ToP(RZ 7o0) si P(R # +o00) # 1

9. Soit A > 0. Comme la série a termes positifs Z ¢y diverge, la suite des sommes partielles diverge vers +oc.

Ce qui nous fournit N € N* tel que Vn > N, ch > A+ 1.

k=0
N
Comme la fonction polynomiale ¢ : z — Z cra® est continue sur [—1,1] et que p(1) > A+ 1,
k=0
N
ceci nous fournit alors a €10, 1] tel que Vz €]1 — o, 1], ¢(x) = chxk > A
k=0
Comme tous les termes sont positifs, on a donc
+o00
VA e R™, Ja €]0,1[, Vz €)1 — o, 1], chxk > A
k=0
+oo
ce qui signifie : |[limz — 1~ chxk = +o0
k=0

10. = : On suppose que ZIP’(Sn = 04) est divergente.

Alors la série ZIF’(Sn = 04)1" étant divergente, le rayon de la série entiere Z]P’(Sn = 0g4)z" est de
rayon inférieure ou égale a 1.

Ainsi avec 6, cette série entiere a pour rayon 1 de somme F or les coefficients sont dans R*

donc d’apres la question précédente F'(x) —— +oo.

z—1—
Ainsi d’apres 8, nécessairement P(R # +00) = 1.

< : On suppose que P(R # +00) = 1.
On remarque que F'(z) —— 400 d’apres la question 8.
Tz—1—

Par I’absurde si la série ZIP’(Sn = 04) était convergente. Comme il s’agit d’une série a termes positifs,

N
cela nous fournirait M > 0 tel que VN € N, ZIP’(S,L =04) <M d’ou
n=0
N
Vo €[0,1], VN €N, Y P(S, = 04)2" < M
n=0

En faisant tendre N vers +o0o a x fixé, cela donne :
+oo
Vo € [0,1], F(z) =) P(S, =0g)z" < M
n=0

Ainsi F serait majorée sur [0, 1] ce qui est en contradiction avec la limite en 17.

On bien montré que |la série Z P(S,, = 04) est divergente si et seulement si P(R # 4+00) = 1




k=0
i-1 i1 i
vimo = U= st (Z Xj:Od>
k=0 k=0 \j=k+1
De fagons analogues a la question 7, on montre que (Xi,...,X;) ~ (X;,...,X;) puis a I'aide de la fonction

(x1,...7;) € (Zd)i > (Z Tjy .o, Tiog + xi,xi> S (Zd)i on établit que
j=1

o2 (£ 0-0)) -2 (U (£ 0-0)

7 4 7
or | J <2Xj=0d) =| ] (Si =04 = (R <)

=1 \j=1

=
ainsi P (Y; = 0) = P(R <) en passant aux événements contraires, on obtient : |P(Y; = 1) = P(R > i)
On précise que (R > i) = (R=+o00)J(Re{keN, k> i}).

n
Or par récurrence immédiate sur n € N, on montre que N, =1+ E Y;.
i=1
Les Y; suivant des lois de Bernoulli, on a donc existences des membres et les inégalités :

E(N,) :1+iE(Yg): 1+Zn:IP(Yi:1)

On en déduit que, pour n € N*:|E(N,) =1+ ZIP’(R > q)

i=1

12. On remarque que ((R > 7)),y est une suite d’événements décroissante pour I'inclusion. Ainsi par continuité
décroissante, on a :

P(R>i)——»P<ﬂ(R>j)> =P(R = +00)

i—+00 |
JEN*

E(N, - :
Or d’apres la question précédente, on a Vn € N*, (Nn) = E P(R > 1).
n
i=0

A Taide du théoreme de Cesaro, on peut conclure que| lim
n——+oo n

C. Les marches de Bernoulli sur Z
13. Soit w € Q. On remarque que Vi € N*, X;(w) =1 [2] donc Vp € N, S,(w) =p [2]
d’ott Sopy1(w) =1 [2] ainsi Sa,yq(w) # 0
On vient de montrer que (Sa,.1 = 0) =0 d’ott |P(Ss,41 =0) =0

2n
Méthode 1 pour P(Sy, = 0) (par dénombrement) : Je note A = {(e1,...,&9,) € {—1,1}*", Z&i =
i=1

0}.



Comme les X; sont presque surement a valeurs dans {—1,1}, on a alors

(S2n =0) = (ZXi:()) = U (X1, Xon) = A)

AEA

P(Son =0) =Y P((X1,...,X2,) = \)

Soit A € A. On écrit A = (e1,...,€9,).
On remarque que nécessairement [{i € [1,2n], ¢; =1} = [{i € [1,2n], ¢, = -1} =n
donc par indépendance mutuelle des X; qui suivent toutes la méme loi que X, on a :

P((X1,...,X0n) =) HP p'q" = (pq)"

De plus pour caractériser un élément de A, il suffit de choisir la position des n < 1 > d’un 2n-uplet de

2
{~1,1}2"; ainsi |A| = ( n) donc
n

P(Son =0) =Y (pg)" = |A| x (pg)" = (i?) (pg)"

AEA

1+ X;
2

de

Méthode 2 pour P(S;, = 0) (utilisation d’une loi binomiale) : Je note pour i € N*| Y; =
sorte que Y; ~ B(p) (loi de Bernoulli de parametre p).

On remarque que par lemme des coalitions que les Y; sont mutuellement indépendants.
2n

Je note alors T5,, = Z Y; de sorte que Ty, ~ B(2n,p). On remarque
i=1

2n
1+ X; Son
Tn=) —5 =nt

donc (Sy, = 0) = (Ty, = n). Ainsi

B(Sa = 0) = (T =) = ()1 = o = (2 )

2
On a bien justifié 'égalité | P(Sp, = 0) = < ”) (pg)"
n

14. Soit x €] — 1,1[. On a, a l'aide de 13, en passant par des sommes partielles :

F(z) =0+ ZP(SQn =0)2*" = Z (2:> (pgz®)" = Z (4? (4pgz®)"

n=0 n=0 n=0

On apg=p(l—p)etpel0,1]
or une étude de la fonction t — ¢(1 —t), montre que V¢ € [0,1], 0 < #(1—t) < 1/4 (maximum atteint en 1/2).

Comme 22 € [0, 1], alors on a 4pgz? € [0, 1].
1

——#0
/1 — 4dpgx? 7

8

donc en utilisant la question 5, on obtient F(z) =



1
Ainsi selon 8, on a G(z) =1 — F ) d'ou |G(x) =1 — /1 — 4pga®
T

Selon 6, G est continue sur [—1,1] et on a :

P(R# +00) =G(1) = lim G(z) =1—+/1—4pg=1—+/1 —4dp+4p> =1 —+/(1 — 2p)?

rz—1~

donc

P(R=+40c0)=1—-P(R # 4+0) = |2p — 1]
orp—qg=p—(1-p)=2p—1
On a donc |P(R = +00) = |p — ¢|| Puis en utilisant 5, on a

_ — n—1
. H1/2—z i 22—1 o JJi—1) o 23
_ =0 1y N =0 n_ 1 N om —2)! n
1—x—2 (=1 —HZ:; ol T ! ; 27! Z:: n—l )2”71!3j

+o00 (2n72)
n

donc\/l—le—z n-l

22n 1n
1l eut été sans doute plus simple de primitiver la série entiere du 5 sur son intervalle ouvert de convergence
comme 4pgr* €] — 1,1, on a alors

“+o00 2n24n +0022n2
W Z ) (pq L2 —Z )(pQ) 20

22n 171

On remarque que R est a valeurs dans 2N* | J{+oo} car Vj € N, P(Sy;41 =0) =0
Par unicité du développement en séries entieres, on obtient la loi de R :

R est a valeurs dans 2N* [ J{4+o00} et P(R = +00) = [p —¢| et Vn € N*, P(R = 2n) =

2(0)

15. Comme p = ¢ = 1/2, quand n — +o00, on a P(R = 2n) =
2n — 2) gn—1 gn—1

n—1)" Vava—1_ Ja/n
1 1

oo 2 /TnN/n | 2/Tnd/

On remarque que P(R = 4+00) = |p — ¢| = 0 donc R est presque strement a valeurs dans 2N*.

Or d’apres 2, (

donc |P(R = 2n)

+00
OnapourpeN, (R>2p)=(R>2p+1)= ﬂ (R = 2k) (union disjointe) donc
k=p+1
+oo
P(R>2p)=P(R>2p+1)= Y P(R=2k)
k=p+1

Ainsi en utilisant la sommation des relation de comparaison dans le cas convergent avec une série de référence
a termes positifs et avec 3, on a quand p tend vers +oo :

+o0o
1 1 1
P(R>2p)=P(R>2p+1) ~ ~ ~
( ) ( ) k;l 2\/7_1‘/{53/2 (3/2 _ 1)2ﬁp3/2—1 \/7_1'}91/2



donc \/f(Qp)l/Q]P’ (R>2p) —— let \/2(2]) +D)VP(R>2p+1) —— 1

2 p—400 2 p—+oo
ﬁilﬂp
V2

ainsi par théoreme de cours (R >i) —— 1 donc

i—+00

V2

PR

A nouveau en utilisant 3 et les sommations des relations de comparaison, on a :

n _ Vonl-1/2
;P(R > e RA=172)

Comme /n —— +oo et E(N,,) =1+ Z]P’ (R > 1) selon 11

n—+o0o -
i=1

22
On en déduit I"équivalent | E(N,,) ~ \/_n
n—+00 T

D. Un résultat asymptotique

16. On a, par décroissance de (a,), et stricte positivité de (b,) :

n n n
1= Z akbnfk > Z anbnfk = Qp Z bj = aan
k=0 k=0 7=0

IN

car B, > 0 et

1
dott |a, < —
ou|a B

3

m n—1 m n—1 m
1= Z abm—r = Z gbm—k + Z apbm—k < ag Z b—i + ap Z bin—k
k=0 k=0 k=n k=0 k—n
m m—n n—1 m
or Y byup=» biet» bur= Y bj=DByn—Bn,
k=n §=0 k=0

j=m—-n+1

d'ou |1 < a,By—n + ao(Bm — Bm—n)
17. Pour n assez grand, on a m, > n donc a l'aide de la question précédente et par stricte positivité de (B,),
on a

1 — ao(Bm, — Bm,—n) <a, < i
an—n - - Bn
donc B
B o (]- - aO(an - an—n>> S aan S 1

B,
Par hypothese on a 5 (1 —ao(Bm, — Bm,—n)) —— 1

My —1 n—-+oo

1

Ainsi selon les gendarmes |a, ~ —
n—-+4oo Bn

18. En utilisant une comparaison série/intégrale avec la fonction t — T qui est continue, positive et décroissante

n

C : : : :

sur [1,4+o00[. On a Z T e C'In(n) puis par sommation des relation de comparaisons, on a
k=1

B, ~ C(Cln(n)

n—-4o00

10



d’ou B, o C'ln(n) + o (In(n))

Je pose my, = [nln(n)] sin >1et my=0.

Pour n > e? on a m, > 2n >n (i)

De plus pour n assez grand, on a nln(n) < m, <nln(n) + 1

donc quand n — +o0, on a m,, ~ nln(n)

puis m, —n =nln(n) —n+ ¢ (nln(n)) =nln(n) + ¢ (nln(n)) donc

Bp,—n = Cln(my, —n) + ¢ (In(m, —n))
Or In(m, —n) =In(nln(n) + ¢ (nln(n))) = In(n) + In(ln(n)) + In(1 + ¢(1)) = In(n) + ¢ (In(n)). Ainsi
B, —n~Cln(n) ~ B, (i)

Et enfin B,,, — By, —n = Z by,

L’équivalent, b, ~ —,
n—+ooc N 20
nous fournit A € N, tel que Vk > A, 0 < b, < s

Comme lim m, —n+ 1= +o0 ceci nous fournit N € Ntel quen >N —=m, —n+1> A

n—-+4o00o
Ainsi pour n > N, on a

o 20 20N
- " Z k km, —n+1
k=my,—n-+1
2
Or lim — 2" _gqon

n—+oo km, —n + 1
dislim,,_, o By, — B, —n = 0 (iii)

1

Avec (i), (ii) et (iii), les hypotheses de la question 17 sont vérifiées et donc on a bien |a, ~
n—+oo C'In(n)

E. La marche aléatoire simple sur Z? : un théoréme d’Erdos et Dvorestsky

19. Je considere H somme de la série entiere Z]P’ (R > k)"
k>0

On montre comme 6, que le rayon de convergence est > 1.
400
Soit x €] — 1, 1]. On sait que g " = 1 (somme de série entiere de rayon 1). De plus
-z
n=0

VEEN, Q\(R>k)=(R<k)=|J(R=1) (union disjointe)

=0
On a donc existences des membres et 1’égalité :
+oo +00 +oo n
n n_ 1 w1 G
H(x):nzzox —nZ:OIP)(RSn)x zl_x—nzzo<;P(R:z)>x =T " 1—2

On a reconnu un produit de Cauchy de deux séries entieres de rayon 1.
En effectuant un nouveau produit de Cauchy puis en utilisant 8, on a

400 n +oo
nz:% (kz:; P(Sk = 04)P(R > n — k:)) 2" = F(x)H(z) = Flz) ET(;U)G(ZE) =1 i - = ;x”



Par unicité du développement en série entiere au voisinage de 0, on a |1 = Z P(Sk = 04)P(R > n — k)

201\ 2
20. Pour n =0, on a (Sa.9 = 02) = (Sp = 02) = Q et on a bien (%) =1=P(Q).

On suppose désormais que n > 0.

Méthode 1 pour P(Ss, = 0) (par dénombrement) : Je note e; = (1,0) et e3 = (0,1) et

2n
A= {(61,...,€2n) € {61,—61762,—62}7 Z{;‘j — 02}

Jj=0

1 2n
En faisant comme en 13, on peut montrer que P(S5, = 0) = |A| x <Z>

Pour k € [0,n], je note Ay, = {(e1,...,e2,) € A, card ({i € [1,2n], &; = e1}) = k} de sorte que 'on ait

I'union disjointe
n

A=JA puis [A] =) |A]
k=0

k=0

Soit k € [0,n]. On va dénombrer les éléments de Ay.

Pour caractériser un élément de cet ensemble, on commence par choisir les positions des eq, puis des —e;
et enfin des es ; les places restantes seront attribuées aux —e,.

Parmi les places dévolues aux ey, on choisit les & positions des e, on en trouve (2:) possibles.

Parmi les places dévolues aux —ey, il y en a nécessairement k£ également pour que la somme soit nulle,

on en trouve (2”]; k) possibles.

Il reste alors 2n — 2k places a attribuer a parts égales aux ey et —eq

2n—2k
n—k

= () ) (oE) - e = () (G

donc en utilisant la question 1 :
21\ w— n\\> 2n 2n
A — =

Méthode 2 pour P(S;, = 0) (utilisation de lois binomiales) : Pour i € {1,2} et k € N*,
je note m; : (a1,as) € Z* — a; € Z et X,(:) = m;(Xy). Puis je note uy, = X,ﬁ” + X,?) et v, = X,il) — X,iz)
de sorte que uy et vy suivent des lois uniformes sur {—1,1}.

Il y a donc ( ) possibilités pour les e,. Ainsi

On remarque que ((ux,vx) = (1,1)) = (X = (1,0)) donc

)
On montre de méme que
Ve, &) € {=1,1}% P((up,vp) = (6,6)) =~ =P(up = ¢) - P(vp = &)

d’ou uy et v, sont des variables aléatoires sont indépendantes.

12



m m
Je note aussi pour m € N*, U,,, = Zuk et V,, = ka.
k=1 k=1

On remarque (Sy, = 03) = (U, = 0) () (Va, = 0)
Montrons par récurrence sur m € N*, I'indépendance de U, et V,,.
L’initialisation a été établi pour m = 1 car Uy = uy et V) = vy.

Pour I’hérédité, on considere m € N* tel que U, et V,, soient indépendantes.
Soit A,B € Z et a,be {—1,1}. On a

((Um’um-i-l) = (A’a)a (Vmavm-l-l) = (Bv b)) = ((Umv Vm) = (A’ B)? (um+1vvm+1) = (a7b))

Avec le lemme des coalitions, on a l'indépendance de (U,,, V;,,) et de (tp1, Umy1) fonctions respectives
de Xy,..., X, et de X, 1. Ainsi :

P [(Um7 um+1) = (A7 a)v (Vm7 Um+1> - (B7 b)] =P ((Um’ Vm) - (Av B)) P ((um-I—la Um-l-l) - (av b))

Puisona P [(Uy,, umy1) = (A, a), Vi, Vms1) = (B,0)] =P (U, = A)-P(V,, = B)-P (umy1 = a) P (1 =)
En réutilisant le lemme des coalitions, on obtient

P [(Um, um+1) = (A> (I), (Vm> Um+1> = (B7 b)] =P [(Umv um—i-l) = (Av CL)] P [(va Um-i—l) = (Bv b)]

On a établi que (Up, 1) €t (Vin, Uma1) sont indépendantes.
Puis avec le lemme des coalitions, U,,+1 = Uy + Umi1 €t Vi1 = Vi + Uy sont indépendantes.

Ainsi on conclut que la récurrence est établie. En particulier U, et V5, sont indépendantes.
Ainsi P (Sy, =0) =P (Us, =0) - P (V3, = 0)
)

En faisant comme en 13, on montre que : P (U, = 0) =P (15, =0) =

4n
oY
On bien montré que pour tout n € N, [P(Ss, = 02) = 4Ln
. . 1
21. En utilisant la question 2, on montre que P (Sy, =03) ~ —
n—+o00 TN
2n 2n
Soit n € N. D’apres 19, on a 1 = ZIP(Sk =0y)P(R>2n—k) = ZIP(S2n_p = 0y)P(R > p)
k=0 p=0

De plus on remarque que Vi € N, P (55,417 = 02) = 0 comme en 13. Ainsi :

1=0+ ip(sgn_% — 0,)P(R > 2k)
k=0
En posant a, = P(R > 2n) et b, = P(Ss, = 0s)
A Paide de la question précédente (b,) est a valeurs dans R} de plus, on a b, et 1/%
On a bien (a,) est décroissante a valeurs positives

On suppose que la suite (a,,) s’annule ceci nous fournit N € N tel que P(R > N) = ay = 0.
donc Vk > N, P(R > k) =0 car (R > k) C P(R > N) donc on aurait avec 19 :

Vn>N, 1= i]P’(Sk —0)P(R>n—k) = iP(SM = 0)P(R > k) =Y _P(Su t = 0,)P(R > k)

k=0 k=0 k=0

13



donc en remarquant que S, —— 0 (termes pairs et impairs), on a obtient par combinaison linéaire
p——+o00

N

> P(Suk = 0)P(R> k) —— 0

n—-+o0o
k=0

d’ou 0 = 1 ce qui n’est pas d’ou Vn € N, a,, > 0.
Les hypotheses de la partie D étant vérifiée ainsi que celle de la question 18, on déduit que

1 1
P(R > 2 ~ ~ —
(B> n) n—+00 Wln(n) n——+oo 7T111(2n)

1
~
n—+oo T In(n)
Puis en utilisant 11, une comparaison série-intégrale comme en 3 et a l'aide de 4 et d’une sommation de
relation de comparaison (cas divergent), on trouve

De maniere analogue a 15, on a P(R > n)

n

E(Nn):1+i(R>z’)n~

p— —+oo 7 ln(n)
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