PSI 2024-2025
Lycée Chatelet

Révisions pour ’écrit

Jeudi 27 mars (3h)

DS8 (facultatif) de 9h a4 12h en salle Descartes.

Intégration, Suites et séries de fonctions, Séries entiéres.

Vendredi 28 mars matin (2h)

Sujet 1 (CCINP PSI 2024 probléme 2)

Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 2. On note M, (R) I'ensemble des matrices carrées de taille p &
coefficients réels. Pour tout A € R, on définit la matrice J, € M,(R) par :

A0 0
1A
=10 1 (1)
: oo 00
0 ... 0 1 A

Les matrices J,, dites « matrices de Jordan », sont particuliérement importantes dans la mesure ou on peut
montrer que si le polynome caractéristique d’une matrice est scindé, alors elle est semblable & une matrice
diagonale par blocs dont les blocs sont formés de matrices de Jordan.

On se propose de montrer dans un premier temps une propriété d’irréductibilité des blocs de Jordan. Dans
un second temps, on étudie le caractére borné des solutions du systéme différentiel linéaire associé a une
matrice de Jordan.

Une matrice M € M,(R) est dite nilpotente s’il existe k € N, tel que M* = 0. Dans ce cas, le plus petit
entier naturel k tel que M* = 0 est appelé I'indice de nilpotence de M.

On note B = (e, ..., e,) la base canonique de RP?.

On dit qu’un sous-espace vectoriel V' de RP est stable par un endomorphisme f de R? si pour tout x € V,
f(z) eV.

L1
On note £ = M, ;(R) et pour tout A = (a;;)1<ij<p € Mp(R) et tout X =| : |€ E, on définit :
Tp
1 1
p p 2 P 2
2 2
W= (33 ) o b= () &
i=1 j=1 i=1
On admet que N et ||| définissent des normes respectivement sur M,(R) et E.



Partie I - Irréductibilité de J,

Soit A € R. On note uy, € L(R") Pendomorphisme canoniquement associé a J).

30. Calculer u2(e;) pour tout j € [1,p] et en déduire JZ.

Calculer de méme Jg_l et J§. En déduire que Jy est nilpotente d’indice p.
31. Montrer que Sp(uy) = {\} et déterminer le sous-espace propre associé.
32. Soit V' un sous-espace vectoriel de RP. Montrer que V est stable par u, si, et seulement si, V' est stable
par ug.
Soit V' un sous-espace vectoriel de R? stable par uy, de dimension k£ € [1,p]. On note v 'endomorphisme
induit par uy sur V et (é,...,€) une base de V', que 'on compléte en une base B= (é1,...,€p) de RP.

33. Quelle est la forme de la matrice de uy dans la base B?

34. En déduire que le polynome caractéristique de v divise le polynome caractéristique de uy et que e, € V.

35. Déduire de la question précédente qu’il n’existe pas de décomposition R? =V & W ou V et W sont des
sous-espaces vectoriels de R? stables par uy non réduits a {0}.

Partie II - Stabilité du systéme linéaire associé

On s’intéresse dans cette partie aux solutions du systéme différentiel :

(S) X'=J1X.
Une solution de (S) est une fonction :
R—FE
z1(t
X o x(t) = ;<>
(1)

de classe C? telle que pour tout t € R, X'(t) = J, X (¢).
Pour tout ¢ € R, on définit la matrice carrée de taille p notée exp(t.J)) par :

p—1 tk
exp(tJy) = ey —Jp.
k=0

36. Montrer que si X, est un vecteur propre pour .Jy associé a la valeur propre ), alors X : ¢ — eM X, est
une solution particuliére de (.5).

37. On définit la fonction ¢ : { ?:e$€£$)>
A

Montrer que ¢ est dérivable et que pour tout ¢ € R, ¢/(t) = Jy exp(tJy) = exp(tJy)Jx.
+oo ik
38. Justifier que pour tout t € R, exp(tJy) = ™ t—J(]f.
k=0
Montrer que pour tout t € R, exp(t.Jy) est inversible, d'inverse exp(—t.J,).
39. Montrer que X : ¢ — X(t) est solution de (5) si, et seulement si, Y : ¢ — exp(—t.J)) X (f) est constante.
En déduire que les solutions de (S) sont exactement les fonctions X : ¢ — exp(tJy) X, ou Xy € E.
40. Montrer que si A > 0, (S) admet une solution non bornée sur R, .
41. Montrer que pour tout A € M,(R) et tout X € E, on a ||[AX|| < N(4) | X].
En déduire que si A < 0, toutes les solutions de (S) sont bornées sur R,.
42. Que dire concernant ’existence de solutions de (S) non bornées sur Ry si A =07



Vendredi 28 mars aprés-midi (2h)

Sujet 2 (E3A PC 2010 maths A et CCP MP 2011 maths 1)

Dans tout ce probléme, E désigne I’ensemble formé des fonctions f a valeurs dans R, continues sur [0, +oo].
On définit aussi :

e I, 'ensemble des fonctions f de E vérifiant :

pour tout x > 0 la fonction ¢t — f(t)e™*" est intégrable sur RT.

e I, 'ensemble des fonctions f de E vérifiant :

JA>0,3C >0, ImeN, Vt>A |f(t)]<Ct

e [5 'ensemble des fonctions f de E qui sont bornées sur [0, 4+o00].

On sera trés attentif & I’énoncé :
pour certaines questions f € E; (sujet MP), pour d’autres f € Ey (sujet PC).

Préliminaire
1. Démontrer que F3 C Ey C E; C E.
Justifier par des contre-exemples que toutes ces inclusions sont strictes.

2. Montrer que E; est un sous-espace vectoriel de F.
3. Montrer que Fs est un sous-espace vectoriel de Fj.

I - Définition et premiers exemples
Définition
Pour f € E, on définit sa transformée de Laplace L(f) sur |0, +o00| par :
+o0

Vz €]0,400[, L(f)(z)= i f(t)e " dt.

1. Démontrer que I'application £ : E; — F(]0, +o0o[,R) est linéaire.
2. Justifier que chacune des fonctions suivantes est un élément de F; et déterminer leurs transformées de
Laplace respectives.

(a) fo:tel0,4oo[— 1.
(b) Pour tout n € N, f, : ¢ € [0, +o0[— t".
(¢) Pour tout A € [0, +00|, gy :t € [0, +o0[— e .
(d) Pour tout a € R, h, :t € [0, +o00[— sin(at).
II - Premiéres propriétés
1. Transformée de Laplace d’une fonction dérivée.

(a) On suppose dans cette question que f € Fy est de classe C! sur [0, +00[ et que sa dérivée f’ est aussi
un élément de Es.

i.  Montrer que pour tout x > 0, on a

L(f)(x) = zL(f)(z) = f(0) (1)

ii. (%) Montrer que (1) est encore valable si on suppose seulement que f € F; de classe C' et que
f' est aussi un élément de E;.



2.

(b) On suppose que f est de classe C? sur [0, +o00o[ et que f, f', f” sont des éléments de .
Pour tout x > 0, exprimer L(f")(x) en fonction de x, L(f)(z), f(0) et f'(0).

Remarque : On pourrait démontrer que si f est de classe C" sur [0, +oo et si pour tout k € [0,n] f*
est un élément de FEj, alors :

n—1

Ve >0, L(f™)(x) =2"L(f) () =Y a"FFP(0).

k=1

Régularité de la transformée de Laplace.

(a) Démontrer quesi f € Fy, alors L(f) est de classe C! sur ]0, +o00], et exprimer £(f)’ comme transformée
de Laplace d’une fonction g a préciser.
On pourra restreindre I'hypothése de domination & des intervalles [a, +00[C]0, +00].

(b) Démontrer que si f € Es, alors L(f) est de classe C* sur ]0, +oo] et préciser (L(f))™ pour n € N,
a l'aide d’une transformée de Laplace.

IIT - Comportement au voisinage de 0
On veut montrer le théoréme suivant.

Théoréme (Théoréme de la valeur finale)

Soit f : [0, +oo[— R continue telle que tli+m f(t) = ¢ € R. Alors f est bornée et si 'on note L(f) sa
— 400

transformée de Laplace, on a :

lim zL(f)(z) = ¢.

z—0t

Soit f : [0, +0o[—> R continue telle que lim f(¢) = ¢ € R.

O R

t—4o0

Démontrer que f appartient a Fjs.

Soit z €]0, 400[. Démontrer que zL(f)(z) = /+OO e ' f (i) dt.

En déduire, a I'aide du théoréme de convergenge dominée a paramétre continu, que Ilirgl+ zL(f)(z) = L.
Si ¢ # 0, déterminer un équivalent de £(f)(x) en 0.

+oo
Application : Déterminer un équivalent quand z — 0 de F(x) = / Arctan(t)e " dt.
0

IV - Comportement au voisinage de +oo

1.
2.

Montrer que si f € Ej3, alors L(f)(x) — 0 lors que z — +o0.
Soit f S EQ.
On considére des réels A > 0, C' > 0 et un entier n tels que pour tout réel t > A, on ait |f(¢)| < Ct™.

(a) Montrer que pour tout réel x > 0, on a

n!

£()(@)] < / |F(t)etdt + C

rntl :

A
(b) Démontrer que hlf / |f(t)e™"|dt = 0.
T—r+00 0
(¢) En déduire que L(f)(xz) — 0 lors que z — +o0.



3. (%) En s’inspirant de la démarche précédente, ou en utilisant le théoréme de convergence dominée a
paramétre continu, retrouver ce résultat lorsque f € E; seulement.

4. Théoréme de la valeur initiale.
On veut montrer le théoréme suivant.

Théoréme (Théoréme de la valeur initiale)

Soit f € E; une fonction bornée et L(f) sa transformée de Laplace. On a :

lim_L(f)(x) = £(0).

T—+00

On revient a la définition de limite, et on montre que :

Ve>0, JA>0, Vx> A, |lzL(f)(z) — f(0)] <e.

On fixe donc € > 0.
(a) Justifier qu’il existe « > 0 tel que pour tout ¢t € [0, «], on ait |f(t) — f(0)| < %
Ce a > 0 est désormais fixé.

(b) Soit z > 0. Démontrer que :
+0o0

(@)~ SO < [ 170 = FO)le "+ [ 170 - SOl et
(¢) Démontrer aussi que pour x > 0, on a x/a |f(t) — f(0)]e"dt < g
0
+oo
(d) Montrer enfin que 1_1)31 1:/ |f(t) — f(0)]e"**dt = 0 et conclure.
V - Injectivité

Le but de cette partie est de montrer que £ est injective.

On se donne f € F; et on considére la fonction g définie sur [0, +-00| par :

Vt € [0,4o0f, g¢g(t) = /Otf(s)e_sds.

1. Justifier que g(t) posséde une limite finie L lorsque ¢ — +00.
2. En déduire que g est un ¢élément de Fj.

3. (a) Justifier que g est dérivable et montrer que ¢’ est un élément de Fj.

+oo 1 +oo
(b) Montrer que pour tout x > 0, on a / g(t)e "dt = — Flt)e@Dig,
0 T Jo

(c) On définit 'application 1 sur [0, 1] par

v ={ 452y

Montrer que 1 est continue.

(d) A l'aide d’un changement de variable, démontrer I'égalité suivante.

00 1
Vz €]0, +o0], /+ g(t)e "dt = / u® M) (u)du.
0 0



(e) On suppose que L(f) = 0.

1
i.  Démontrer que pour tout P € R[.X], / P(uw)y(u)du = 0.
0

On admet le théoréme suivant :

Théoréme (théoréme de Weierstrass)

Si f : [a,b] — R est une application continue, alors il existe une suite (P, )nen de fonctions
polynomiale convergeant uniformément vers f sur [a, b].

1
ii. En utilisant ce théoréme, démontrer que / V?(u)du = 0.

0
iii. En déduire que f est la fonction nulle et conclure.

Sujet 3 (Centrale PSI 2016 maths 2)

Ce probléme aborde I’étude de deux transformations intégrales utilisées pour le traitement des signaux analo-
giques : la transformation de Fourier et celle de Laplace. Chacune d’elles permet de modéliser le comportement
fréquentiel dun signal. La partie 1 étudie quelques propriétés de la transformée de Fourier d’un signal analo-
gique continu par morceaux et intégrable sur R. La partie 2 aboutit & la formule dinversion de Fourier qui
permet de retrouver un signal a partir de sa transformée de Fourier. La partie 3 traite le cas particulier d’un
signal dont le spectre des fréquences est limité a [—1/2,1/2]. La partie 4 étudie le cas particulier dun signal
périodique. Le résultat auquel elle aboutit est utilisé dans la partie 5 pour démontrer le théoréme de 1’échan-
tillonnage de Shannon. la partie 6 utilise un résultat classique de probabilité pour démontrer I'injectivité de
la transformation de Laplace sur I’ensemble des fonctions continues sur R et nulles hors d’un segment.

On note

E.pm le C espace vectoriel des fonctions f : R — C continues par morceaux sur R et intégrables sur R;
- S le C-espace vectoriel des fonctions f : R — C continues sur R telles que Vk € N, la fonction x — 2" f(x)
est bornée sur R.

1. Transformation de Fourier

Pour toute fonction f € E,,, on considére la fonction F(f) (transformée de Fourier de f) définie par

“+oo

Ve, F(NIE) = f(&)e™>m at

1.A On considére la fonction ¢ définie sur R par

1 si ze[-3,%
Vx € R, cp(x):{o inon [ 2 2]

Justifier que ¢ appartient & E.,, et calculer sa transformée de Fourier F(yp).
1.B On considére la fonction ¢ définie sur R par
sin(mz)

Vo e R, ¢(z) = et ¥(0)=1

™

1.B.1 Justifier que v est développable en série entiére. Préciser ce développement ainsi que son rayon de
convergence. En déduire que v est de classe C'° sur R.



1.B.2 Prouver

n+1
>
Wn € N, /n o)l do > =

En déduire que ¢ n’appartient pas a Fep,.

1.C Soit f € E,py,. montrer que la fonction F(f) est continue sur R.
1.D Soit f € S.

1.D.1 Justifier que, pour tout entier naturel n, la fonction x — 2" f(x) est intégrable sur R.
1.D.2 Démontrer que la fonction F(f) est de classe C* sur R et que

+00 )
VYneN, VEeR, (F(f)"(E) = (—22’7?)”/ t"f(t)e 2" dt

—00

1.E On considére la fonction § : R — C définie par 0(z) = exp(—nz?), pour = € R.
1.E.1 justifier que 0 € S et que F(0) est solution de I'équation différentielle

VEER, y'(€) = —27m¢y(§)

—+00

1.E.2 Etablir que F(0) = 0. On admettra que / O(z) de = 1.

—00

2. Formule d’inversion de Fourier

Soit f € S. on suppose que F(f) est intégrable sur R. Pour tout entier naturel non nul n, on pose

L= [T rneo(S) e n- [T i(E)Fo0

n

+oo
2.A Montrer que h{l‘rl Iy = F(f)(&) dE.
n—+4o00 oo
2.B Calculer lim J,.

n—-+oo

2.C Prouver que Vn € N*, I, = J,. On admettra la formule de Fubini :

fo (L s () o) aem [ ([ a0 (5) o)

“+o00

2.D Démontrer que f(0) = F(f)() dg.

En déduire en utilisant la fonction h : ¢ — f(x +t), que

“+oo

vz eR, f(z)= F(f)(E)e*m* dg

—00

Cette formule permet de reconstruire le signal f a partir de sa transformée de Fourier F(f).
2.E Une application

Démontrer que Vo € R, /OO W

400 €2i7r£x

1
d¢ = §e—|x\.



3. Transformée de Fourier & support compact

Soit f une fonction de S dont la transformée de Fourier F(f) est nulle en dehors du segment [—1/2,1/2].
D’aprés la relation (2.1), on a

1/2 '
Vz €R, f(z) = F(f)(€)e* ™ dg
~1/2
3.A Démontrer que F(f) est de classe C™ sur R et que F(f) € S. En déduire que f est de classe C* sur
R.
3.B Prouver que
) +o0 l‘ B xO 1/2 . N 0
oz e B STl [ ainep ()6 de = 1o
i ~1/2

3.C On suppose que f est nulle en dehors d’un segment [a, b]. Montrer que f = 0.

4. Cas de fonctions périodiques

Pour tout entier naturel n, on note S,, la fonction définie sur R par

Ve € R, Sy Z e2mike

k=—n

Soit f : R — C une fonction de classe C* sur R et 1-périodique. On considére :

- la fonction g définie sur [—1, 1] par

f(=) — f(0)
sin(mz)

Vo €] — 1,11\{0}, g(z) =

- la suite de complexes (¢, (f))nez définie par

1/2 '
Vn € Z, co(f) = f(z)e 2™ dg

—-1/2

4.A

4.A.1 Montrer que la fonction g est de classe C' sur | — 1,1[\{0} et continue sur ] — 1, 1].
4.A.2 Calculer la limite de ¢’ en 0. En déduire que g est de classe C! sur ] — 1, 1[.
On admet dorénavant que g est de classe C' sur [—1,1].
1/2
4.B Soit n € N. Calculer 'intégrale / Sp(z) dz.
~1/2
4.C Démontrer que
sin((2n + 1)7z)

sin(miz)

VneN, V€ {—; 2] \ {0}, Sa(z) =
4.D Justifier que
n 1/2
Vn € N*| Z ce(f) = £(0) +/_ g(x)sin((2n + 1)wz) dx

k=—n 1/2



4.FE A l'aide d’une intégration par parties, montrer l’existence d’un réel C' tel que

1/2

g(x)sin((2n + 1)7zx) dx| < ¢

—2n+1

Vn € N,

~1/2
4.F Soit t € [-1/2,1/2]. On considére la fonction G, définie sur [—1/2,1/2] par
Vo € [—— —] , Gi(z) = f/(x +t)sin(mx) — (f(x +t) — f(t))7 cos(mx)

Etablir I'existence d’un réel D, indépendant de x et de de £, tel que

11 11
_- < 2
Vxe{ = } Vit € [ ~ 2} Gy (2)| < D

4.G Prouver l'existence d’un réel E tel que
Vit € _l 1 Cf@) = Z Ck(f)€2i7rkt
272

k=—n

E
<
—2n+1

On pourra introduire la fonction hy : x — f(x +1).

5. Formule d’échantillonage de Shannon

Soit f € § dont la transformée de Fourier F(f) est nulle en dehors du segment [—1/2,1/2]. on pose
Vk € Z, Vx € R, Yp(x) = Y(z + k) (5.1)

ol ¢ est définie a la question 1.B.

5.A Justifier que Vn € N, (F(f)™ (3) = (F(f)™ (1) =o0.

5.B Soit h la fonction définie sur R, qui est 1-périodique et qui vaut F(f) sur Uintervalle [—1/2,1/2]. Montrer
que h est de classe C'*° sur R.

5.C A l'aide de l'inégalité (4.1), prouver Pexistence d’une suite de nombres complexes (dy)rez telle que la

suite de fonctions (x — Z dy ek converge uniformément vers F(f) sur [—1/2,1/2].

k=—n neN

5.D Démontrer que la suite de fonctions (Z dk'¢k> converge uniformément vers f sur R.
k=—n neN
On notera symboliquement f = Zk_ o WV
5.E Etablir que Vj € Z, f(—j) = d;.
Légalité f =S _ f(—k)wy traduit la reconstruction du signal f a partir de échantillon (f(k))kez.

6.Transformation de Laplace

Soit f : R, — C une fonction continue et nulle en dehors d’un segment. On définit la fonction
L(f)(transformée de Laplace de f) sur R par

Ve e R, L(f)(z) = +<><> ft)e ™ dt

0



On admettra que L(f) est de classe C* sur R et que

Vz €R, Vn €N, (L(f)™(z) = (-1)" - ft)te =t dt
0

Rappelons que, pour tout réel x, |z]| désigne la partie entiére de x.

6.A On considére (X,,),en+ une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P),
mutuellement indépendantes et suivant une loi de Poisson de paramétre A > 0. On pose

VneN, S, =X+ -+ X,

6.A.1 Par récurrence, démontrer que, pour tout entier n € N, S,, suit la loi de poisson de paramétre nA\.
On admettra que, pour tout entier n € N*, les variables S, et X, 11 sont indépendantes.
6.A.2 Soit € > 0. Prouver que
Vn € N*| P(|S,, — nA| > ne) < %
ne
6.A.3 Soit € > 0. Justifier les deux inclusions suivantes :

(Sp >n(A+¢)) C (]S, —nA| > ne)

(Sp < n(A—¢)) C (|Sn —nA| > ne)
6.A.4 Dans toutes les questions qui suivent, on suppose x > 0.

Déduire du 6.A.3 que
lim P(S, < nzx)=

n—-4o00

0 si 0<z<A
1 siz>A\

6.B A l'aide de la question 6.A, montrer que

lim
n—-+o0o

1 st x>\

Z (m)ke_m_{o si0<z <A

0<k<|nx|

6.C Dans la suite de cette partie, on admettra que

A 1
lim Z (n)e_")‘:—six:)\

n—-+00 k! 2
0<k<|nz]
6.C.1 Soit x > 0. Démontrer que
I D ) O = [ f) d
Jmo D, CDHEDPm = | ) d
0<k<|nz]
6.C.2 En déduire que £ : [ — L(f) est injective sur 'ensemble des fonctions a valeurs complexes,

continues sur R, et nulles en dehors d’un segment.

10



Mardi ler avril (2h+1h)

Sujet 4 (CCINP MP 2012)

Dans tout le probléme, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2. Cet entier est quelconque sauf dans la
partie I, ou il est égal & 2.

On note M,,(R) I'algébre des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels, (£; ;) sa base canonique (1 <i <mn
et 1 <j <mn) et [, sa matrice unité (tous les coefficients de E;; sont nuls, sauf celui situé a la ° ligne et &
la j¢ colonne, qui vaut 1).

Dans tout le probléme, A est une matrice quelconque de M,,(R) et v ’endomorphisme de R™ canoniquement
associé a la matrice A.
d d

Pour tout P = Zaka’ € R[X], on note P(A) = ZakAk. L’ensemble des matrices P(A) pour tout
k=0 k=0

P € R[X] est noté R[A].

On dit que P annule A lorsque P(A) = 0, ce qui équivaut a P(u) = 0. On appelle polynéme minimal de la

matrice A le polynome minimal de 'endomorphisme u ; c¢’est donc le polyndéme unitaire de plus petit degré

qui annule A. On admet son existence et son unicité.

On note ¢4 lapplication de M,,(R) dans M,,(R) définie par :
pa(M) =AM — MA
[’objet du probléme est d’étudier quelques propriétés des éléments propres de ¢ 4. Les parties I et II étudient

la diagonalisabilité de ¢4, les parties IIT et IV en étudient les vecteurs propres.

Les quatre parties sont indépendantes.

Partie I. Etude du cas n = 2

Dans toute cette partie, on prendra n = 2.
1. Vérifier que I'application ¢4 est linéaire et que I, et A appartiennent a ker ¢ 4.

Dans la suite de cette partie, on pose A = <Z Z) € Ms(R).
2. Donner la matrice de ¢4 dans la base (Ej 1, Ea9, E12, Ea1) de My(R).

Dans la suite de cette partie, on suppose que ¢4 # 0 (¢’est-a~dire que A # A\, pour tout A € R).
3. Donner le polynéome caractéristique de ¢4 sous forme factorisée (on pourra utiliser la calculatrice).
En déduire que ¢4 est diagonalisable si et seulement si (d — a)? + 4bc > 0.
5. Démontrer que ¢4 est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.

=

Partie II. Etude du cas général

On note ¢ = (¢q, ..., ¢,) la base canonique de R™.
6. On suppose dans cette question que A est diagonalisable.
On note e = (eq,...,e,) une base de vecteurs propres de u (défini au début du probléme) et, pour tout
entier ¢ tel que 1 < i < n, \; la valeur propre associée au vecteur e;. On note alors P la matrice de passage
A 0 ... 0
\ 0 '
de la base c a la base e et D =
-
0 0 M\
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Enfin, pour tout couple (i, j) d’entiers tels que 1 <i <met 1< j<n, on pose :
Bi,j - PE@jPil

a) Exprimer, pour tout couple (7, 7), la matrice DFE; ; — E; ;D en fonction de la matrice E; ; et des réels
J J J J
)\2‘ et )‘j'
b) Démontrer que, pour tout couple (7, j), B; ; est un vecteur propre de ¢4.
J b
(c) En déduire que ¢4 est diagonalisable.

On suppose dans cette question que ¢4 est diagonalisable en tant qu’endomorphisme de M, (R).
On note (P, ;)1<i<n une base de vecteurs propres de ¢4 et, pour tout couple (7,j), A;; la valeur propre
1<55<n
associée a P ;.
(a) Dans cette question, on considére A comme une matrice a coefficients complexes (A € M, (R) C
M, (C)) et ¢4 comme un endomorphisme de M, (C) (défini par ¢p(M) = AM — MA pour tout
M e M, (C)).
i.  Justifier que toutes les valeurs propres de ¢4 sont réelles.
ii. Soit z € C. Justifier que si z est une valeur propre de A, alors z est aussi une valeur propre de
AT,
iii. Soit z € C. On suppose que z et Z sont deux valeurs propres de la matrice A. On considére alors
X eM,1(C) (X #0)etY € M, 1(C) (Y #0) tels que AX = 2X et ATY =7V
En calculant ¢4 (XYT), démontrer que z — Z est une valeur propre de ¢ 4.

(b) En déduire que la matrice A a au moins une valeur propre réelle.
On note A une valeur propre réelle de A et X € M, 1(R) (X # 0) une matrice colonne telle que
AX = \X.

(c) Démontrer que, pour tout couple (i, j), il existe un réel y; ;, que 'on exprimera en fonction de A et
Aij, tel que AP, ;X = p,; ;P ; X.

(d) En déduire que A est diagonalisable.

Partie ITI. Etude des vecteurs propres de ¢4 associés a la valeur propre 0

8.

9.

Démontrer qu’il existe un polynome 74 annulant A et de degré minimal.

On pourra considérer 'ensemble Ay = {deg(P),IP € R[X], P(B) =0 et P # 0}.

On note m le degré de 74.

Démontrer que si un polynome annule A, alors, il est divisible par 74. On pourra effectuer une division
euclidienne.

10. Démontrer que la famille (I,,, A, ..., A™~1) est une base de R[A].
11. Vérifier que R[A] est inclus dans ker ¢4 et en déduire une minoration de dim ker ¢ 4.
12. Un cas d’égalité

On suppose que 'endomorphisme u (défini au début du probléme) est nilpotent d’indice n (c’est-a-dire
que u™ = 0 et u"! # 0). On considére un vecteur y de R™ tel que u" '(y) # 0 et, pour tout entier i tel
que 1 < ¢ <mn, on pose e; = u"""(y).

(a) Démontrer que la famille (eq, e, ..., €,) est une base de R™.
(b) Soient B € ker ¢4 et v 'endomorphisme de R™ canoniquement associé¢ a B.

n n
Démontrer que si v(y) = Z ae; (a; € R) alors v = Z ou™
i=1 i=1

(¢) En déduire ker ¢ 4.

13. Cas ot u est diagonalisable

On suppose que u est diagonalisable. On note Ay, Ag,..., A, (1 < p < n) les p valeurs propres distinctes
de u et, pour tout entier k tel que 1 < k < p, E, (\;) le sous-espace propre associé a la valeur propre \y.
On note my, la dimension de cet espace propre.

12



(a) Soient B € M, (R) et v 'endomorphisme de R" canoniquement associé a B.
Démontrer que B € ker ¢4 si et seulement si, pour tout entier k tel que 1 < k < p, F, (\g) est stable
par v (c’est-a-dire v (£, (Ar)) C E, (Ax))-

(b) En déduire que B € ker ¢4 si et seulement si la matrice de v, dans une base adaptée a la décomposition
de R™ en somme directe des sous-espaces
propres de u, a une forme que 'on précisera.

(¢) Préciser la dimension de ker ¢ 4.

(d) Lorsque n = 7, donner toutes les valeurs possibles pour cette dimension en envisageant les différentes
valeurs possibles de p et des my, (on ne demande pas de justification).

Partie IV. Etude des vecteurs propres de ¢, associés & une valeur propre non
nulle

Dans cette partie, o est une valeur propre non nulle de ¢4 et B un vecteur propre associé (B € M, (R),

B #0).

On note 7p le polynome minimal de B et d son degré.

12. Démontrer que, pour tout k € N, ¢4 (B*) = akB*.

13. Soit P € R[X]. Exprimer ¢4(P(B)) en fonction de o, B et P'(B).

14. Démontrer que le polynéme X7y — dnp est le polynoéme nul (75 étant le polynéme dérivé du polynome
7TB).

15. En déduire que B = 0.

13



Jeudi 3 avril (3h)

Sujet 5 (Compilation autour des matrices stochastiques)

Dans ce probléme, n désigne un entier supérieur ou égal a 2, et K désigne ’ensemble R ou C.
o M, »(K) est 'ensemble des matrices a n lignes et m colonnes et a coefficients dans K. M,, ,,(K) est plus
simplement noté M,,(K).

On identifie un élément de z € K" a une matrice colonne et si x = (z1,...,2,), on note

Jfloo = max{lay] | 1< < n}.

Soit A = [a;;]ij=1,..n € M,(C). On dit que A est stochastique si elle vérifie les propriétés suivantes.
Si A € M,,(C), on note Sp(A) I'ensemble des valeurs propres complexes de A et on note

A) = A
) S s, |4

Cette quantité s’appelle le rayon spectral de A.

Si X est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P) telle que X(Q) = {xy,...,2,} CR,
P(X = .Tl)

on identifie la loi Py de X au vecteur colonne :
P(X =uz,)

(1) V(Z,j) € {1,...,71}2, Qg 5 €R+
(2) Vie{l,....,n}, > ai;=1
j=1
On note S, Pensemble des matrices stochastiques de M,,(C).

On « rappelle » qu’'une suite (A4,),en de matrices de M,,(C) converge vers B € M,,(C) si chacune des n?
suites complexes définies par les coefficients de A, converge vers les coefficients respectifs de B.

On montrerait aussi que si (A,)pen et (A}, )pen sont deux suites de matrices convergeant respectivement vers
B et B’ alors les suites (A4, + A} )pen et (A,A}),en convergent respectivement vers B + B’ et BB'.
Préliminaire :

Soit A = [a; ;]ij=1,..n € My(C). On note X € M,,1(C) le vecteur colonne dont tous les coefficients valent 1.

1. Démontrer I’équivalence suivante.
n
AX =X — Vie{l,...,n}, > ai;=1.
j=1

2. En déduire que si A € S,, alors 1 est valeur propre de A.

Déduire aussi de la premiére question que S,, est stable par le produit matriciel.

4. Montrer aussi que si A;, Ay € S, et si A1, \y sont des réels positifs vérifiant A\ + Ay = 1, alors A\j A1 + A\ Ay
est dans S,,.

=2
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Partie I : exemples en dimensions 2 et 3
1. Casoun=2:Soit A €S,

(a) Justifier qu’il existe des réels a,b € [0, 1] tels que A = ( a l-a ) :

01 1-b b
(b) Calculer AP dans le cas ou (a,b) = (1, 1), puis dans le cas ou (a,b) = (0,0).
(¢) On suppose désormais que (a,b) # (1,1) et que (a,b) # (0,0).

i. On pose P(X) = (X —1)(X — (a+b—1)). Calculer P(A).
ii. Déterminer le reste de la division euclidienne du polynéme X? par P.
iii. En déduire I'expression de AP en fonction de a, b et p.

iv. Montrer que la suite (AP),cy converge vers une matrice que 1'on précisera.

1 0 0
2. Un exemple o n = 3 : Soit a € [0, 1[. On définit la matrice M = [ 1—a « 0
0 l—a «

(a) Vérifier que M est une matrice stochastique.

(b) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de M.
La matrice M est-elle diagonalisable ?

(¢) Démontrer que Ker(M — I3) et Im(M — I3) sont supplémentaires dans C3.

(d) On note B la base canonique de C3. Déterminer la matrice dans cette base, de la projection sur
Ker(M — I3) dans la direction de Im(M — I3).

e}

11—«

1
(e) Déterminer une matrice P € GL3(R) telle que P'MP=T=| 0
0 o)

o Q0 O

(f) Pour p € N, calculer 77 et montrer que la suite (7%),en converge.
En déduire que la suite (MP),cn converge vers une matrice que 1’on précisera.
g p g

Partie II : exemples de matrices stochastiques symétriques

1. Un exemple ou n = 3 : On considére F 'ensemble des matrices de M3(C) de la forme

M(a,b) =

> o Q
Qo

b
b (a,b) € C?
a

111
1
On définit également U = 3 1 1 1 JetV=I3-U.
111

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M,,(C) dont on précisera une base et la dimension.
Démontrer que (U, V') est une base de E et déterminer les coordonnées de M (a,b) dans cette base.
Calculer U2, V2, UV et VU.

En déduire expression de M (a,b)? en fonction de p, U et V.

A quelles conditions portant sur a et b la matrice M(a,b) appartient-elle & S3 7

On suppose cette condition vérifiée.

Montrer que la suite (M (a,b)?),en converge vers une matrice que l’on précisera.

/\/\/—\/(—3\/\/\
) o, o o

= D
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2. Soit n > 3 un entier.

1 1 1

0 n—1 n-—1 n—1
1 1

n—1 0 n—1

On considére ici la matrice de N € M,,(C) définie par N = | 1 _1_ -

n—1 n-1
; 1
i (l) n—1

n—1 n—1 0

Déterminer un réel a,, différent de 1 tel que N — a,, I, ne soit pas inversible.

Quelle est alors la dimension de Ker(N — a,1,,)?

Déterminer une base de Ker(N — 1,,).

Déduire des questions précédentes les valeurs propres et les sous-espaces propres de N.

La matrice N est-elle diagonalisable ?

Démontrer que Im(N — I,,) =Ker(N — a,1,,) et en préciser une équation cartésienne.

On note B la base canonique de C". Déterminer la matrice J dans cette base, de la projection sur
Ker(N — I,,) dans la direction de Im(NN — I,), puis la matrice K dans cette base, de la projection sur
Im(N — I,,) dans la direction de Ker(N — I,,).

Exprimer N en fonction de n, J et K, en déduire N? en fonction de p,n, J et K.

Montrer que la suite (/N?),en converge vers une matrice que lon précisera.

Partie III : étude du cas général

Dans cette partie, on munit C" de la norme suivante.

VX = (z1,29,...,2,) € C", | X || = max{|z1], |2, .., |zal}

Dans tout la suite du probléme, A € M, (C) désigne une matrice stochastique.

1. Etude des éléments propres de A :

(a)

Montrer que pour tout X € C", on a ||[AX| < ||X|.
En déduire que si A € C est valeur propre de A, alors |A\| < 1.
Soit Y un élément de Ker(A — I,,) pour lequel il existe X € C" tel que Y = AX — X.

i.  Pour p € N, exprimer A?X en fonction de p, X et Y.
ii.  Montrer alors que pour tout p € N, on a p||Y|| < 2||X]|| et en déduire que Y est nul.

Déduire des questions précédentes que Ker(A — I,)®&Ilm(A — I,,) = C™.
Etablir que tout sous-espace propre associé a une valeur propre différente de 1 est inclus dans Im(A —
I,).

2. Etude de la convergence de la suite (AP)en :

(a)

(b)

On suppose, dans cette question, que la suite (AP),en converge vers une matrice B.

i.  Démontrer que B? = B.
ii.  Démontrer que A n’admet pas de valeur propre de module 1 autre que 1.

On suppose désormais que A est diagonalisable.

i.  Montrer que la somme directe des sous-espaces propres associés au valeurs propres distinctes de
1 est égale a Im(A — 1,,).

ii. Montrer que la suite (AP),en converge si et seulement si 1 est la seule valeur propre de A dont
le module est égal a 1.

ili. On suppose que cette condition est vérifiée et on note B la limite de la suite (AP),en.
Donner la nature géométrique de B et déterminer ses éléments caractéristiques.
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La suite est un extrait de CCINP PSI. Certaines questions ont déja été posées, parfois sous une forme
différente. Plusieurs questions apparaissent dans des sujets Centrale.

IV - Spectre des matrices stochastiques

Dans cette partie, les matrices considérées sont carrées d’ordre n > 2. On dit qu’une matrice A =
(@i ;)1<ij<n € My(R) est stochastique (respectivement strictement stochastique) si et seulement si elle est &
coefficients positifs (respectivement strictement positifs) et

Vi € {]_,...,’fl}, ZCL,‘J‘ =1
j=1

Coeflicients
1. Soit A = (aij)i<ij<n € My(R) une matrice stochastique (respectivement strictement stochastique).
Montrer que pours tous ¢, 7 compris entre 1 et n on a

0<a;; <1 (respectivement 0 < a;; < 1)

2. Montrer qu’une matrice A & coeflicients réels positifs est stochastique si et seulement si 1 est valeur propre
de A et le vecteur e de coordonnées (1,...,1) est un vecteur propre associé.

3. Montrer que le produit de deux matrices stochastiques (respectivement strictement stochastiques) est une
matrice stochastique (respectivement strictement stochastique).

Valeurs propres

Soit A € M,,(R) une matrice stochastique.

1. Montrer que
Ve e C", Vp eN, ||AP2]|e < [|2]0o

2. Montrer que p(A) = 1.

Diagonale strictement dominante

Une matrice A € M,,(C) est dite a diagonale strictement dominante si et seulement si

n
Vie{l,...,n}, laig| > > lail
j=1

J#

1. Soit A € M,,(C) quelconque et soit A € C une valeur propre de A. Montrer qu’il existe ¢ € {1,...,n} tel

que n
A —aigl < laigl
Jj=1

i

2. Montrer qu'une matrice A € M,,(C) a diagonale strictement dominante est inversible.

Valeur propre de module maximal

Soit A = (a;;)1<ij<n € My(R) une matrice strictement stochastique.

1. On désigne par Ay = (a;)1<ij<n—1 € My_1(R) la matrice extraite de A en supprimant sa derniére ligne et
sa derniére colonne. Montrer que la matrice A; — I,,_; est a diagonale strictement dominante. Que peut-on
en déduire quant au rang de A — [, 7

2. Montrer que ker(A — I,,) est de dimension 1.

3. Soit A € Sp(A) \ {1}. Montrer que |A| < 1.
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V - Probabilité invariante

On considére quatre points dans le plan numérotés de 1 a 4. Une particule se déplace chaque seconde sur
I’ensemble de ces points de lafacon suivante : si elle se trouve au point ¢, elle y reste avec une probabilité
égale 4 1/10 ou passe en un point j # ¢ de fagon équiprobable.

Une suite de variables aléatoires

On note X, une variable aléatoire de loi Fy donnant la position Xy en l'instant n = 0, X,, la position du

P(X,=1)
point a 'instant n et P, = : la loi de X,,.
P(X, =4)
1. Montrer qu’il existe une matrice (), que I’on déterminera, telle que
Pr=QR
calculer P, en fonction de Q) et F. I
2. Montrer qu’il existe un unique vecteur II = ? , que I'on déterminera, tel que
3
y2

4
Vie{l,..., 4}, p;>0, Y pi=1I=QI
=1

Rapidité de convergence

1. Montrer sans calcul que @) est diagonalisable sur R.
2. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de Q).
3. En déduire que (Q,)pen converge vers une matrice R que I'on précisera en fonction de II et qu'il existe
r €]0, 1] tel que
|QF — R[| = O(r)
ot ||.|| est une norme quelconque sur My (R).
En déduire que (P,),en admet une limite indépendante de la loi de X et interpréter le résultat obtenu.

VI - Puissances d’une matrice stochastique

Soit A = (a;;)1<ij<n € Myp(R) une matrice strictement stochastique. On note

m= min a;;
1<i,j<n 7

Pour tout entier naturel non nul p, on note al(-? le coefficient d’indice (i, 7) de AP :
A = (@5)1<ii<p

Enfin, pour tout entier j compris entre 1 et n, on note
® @ _ (p)

(») :
my’ = min a, ; = max a,
J 1<k<n 3’ 4 ey o)
1. Encadrement

Montrer que, pour tout entier naturel non nul p et tout entier 5 compris entre 1 et n, on a :

0< mgp) S m§p+1) g Mj(p+1) S M](p)

2. Minoration
Montrer que, pour tout entier naturel non nul p et tout entier 5 compris entre 1 et n, on a :

mg»pﬂ) = mg»p) > m(MJ(p) — mg.p)) et M;p) — M;pﬂ) > m(Mj(p) — mg»p))
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3. Majoration
Montrer que, pour tout entier naturel non nul p et tout entier 5 compris entre 1 et n, on a :

(p+1) (p+1) (p) (»)
M; —m; < (1 —=2m)(M;"” —mj”)

4. Convergence de ces suites
En déduire que, pour tout j entre 1 et n, les suites (mgp))peN et (M;p))peN sont adjacentes.

5. Conclusion
En déduire que la suite (AP),en converge vers une matrice L stochatique dont toutes les lignes sont
identiques.

Vendredi 4 avril matin (2h)

Sujet 6 (Centrale PC 2023 maths 1)

Notations
Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On utilisera les notations matricielles classiques :

— M, ,(R) désigne ’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients réels et M,,(R) I'ensemble
des matrices carrées réelles a n lignes;

— 0,, désigne la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients sont nuls;
— S, (R) désigne le sous-espace vectoriel de M,,(R) formé par les matrices symétriques ;

— diag(ay, . ..,a,) désigne la matrice diagonale dont les coeflicients diagonaux sont ay,...,a, dans cet
ordre;

— AT désigne la transposée de la matrice A:
— sp(A) désigne le spectre réel de la matrice A, c’est-a-dire 'ensemble des valeurs propres réelles de A.

Les éléments de M (R) sont assimilés a des réels.
Avec ces notations, le produit scalaire canonique de M,, ;(R) est donné par (U | V) =U"V.
On note ||U|| la norme euclidienne canonique de U € M,, 1(R).

Les variables aléatoires considérées sont définies sur un espace probabilisé (€2, B,P). On suppose que, pour
tout p €]0, 1], il existe une suite (X,,),en de variables aléatoires de Bernoulli de paramétre p mutuellement
indépendantes définies sur €.

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles discrétes définies sur 2, on note E(X), V(X) et cov(X,Y)
respectivement I'espérance de X, la variance de X et la covariance de X et Y, lorsqu’elles sont définies.

On rappelle la formule

cov(X,Y) =E((X —E(X))(Y —E(®Y))) =E(XY) - E(X)E(Y).

Définition
Une matrice A de M,,(R) est dite orthodiagonalisable s’il existe une matrice diagonale D et une matrice

orthogonale P telles que A = PDPT.
Orthodiagonaliser A revient a déterminer un couple de telles matrices (D, P).
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I - Généralités sur les matrices symétriques réelles

1. Démontrer qu'une matrice A € M, (R) est orthodiagonalisable si et seulement si elle est symétrique.

3 =2 4
I.LA - Un exemple dans M3(R) On pose Ay =|—-2 6 2
4 2 3

1. En observant la premiére et la derniére colonne de A;, déterminer un vecteur propre de A; et la valeur
propre \; associée.

2. Déterminer le sous-espace propre de A; associé a la valeur propre \; et en déduire le spectre de A;.

3. Orthodiagonaliser A;.

I.B - Un exemple dans M, (R)

1
1. Montrer que Papplication ¢ : (P, Q) — ¢(P,Q) = / P(t)Q(t) dt définit un produit scalaire sur R,,_;[X].
0

2. Ecrire la matrice H de ce produit scalaire dans la base canonique de R,,_;[X], c’est-a-dire la matrice de
terme général h; ; = ¢(X*, X7) ou les indices ¢ et j varient entre 0 et n — 1.

3. Soit U € M,,1(R). Exprimer le produit UT HU a I'aide de ¢ et des coefficients de U.

4. Montrer que H appartient a S,(R) et que ses valeurs propres sont strictement positives.

1.C - Rayon spectral
Pour toute matrice A € M, (R) de spectre non vide, le rayon spectral de A, noté p(A), est défini par

p(A) = Ronoe ! Al
1. Montrer que, si A est nilpotente, c’est-a-dire qu’il existe p € N* tel que AP = 0,,, alors le rayon spectral
de A est nul.
2. On note C' = {U € M,,1(R) | UTU = 1}. Démontrer que C est une partie fermée de M, ;(R).
En déduire que I'application : U + |[UT AU| admet un maximum sur C.
4. Montrer que p(A) < %lgé(‘UTAU|'

2

1.D - Rayon spectral d’une matrice symétrique
Soit A € S, (R).

1. Démont A) = TAU|.
émontrer que p(A) I[?eaé‘(lU U]

On suppose de plus que les valeurs propres de A sont toutes positives.
1. Montrer alors que p(A) = rlglaéc(UTAU).
€

2. Démontrer que 'application p définit une norme sur 5, (R).

II - Matrice de covariance
Dans la suite du probléme, on considére n variables aléatoires discrétes Y7, ..., Y, définies sur (Q2, B,P) a
valeurs réelles et on définit la fonction Y de Q dans M, ;(R) en posant

Yi(w)
YVweQ, Y(w)= :
Yo (w)
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Un tel vecteur aléatoire est dit constant si la fonction Y est constante.
Si chacune des variables aléatoires discrétes Y; admet une espérance finie, on définit le vecteur espérance de

Y en posant
E(Y1)

E(Y) = :
E(Yx)

Si toutes les covariances existent, la matrice de covariance de Y est la matrice de M,,(R), notée Xy, de terme
général o; ; = cov(Y;, Y)).

La variance totale de Y est définie par Vo (Y) = ZV(Yi).
i=1

Dans la suite du probléme, on suppose que E(Y') et ¥y sont bien définies.

II.A
On admet que Y est une variable aléatoire discréte sur (2, B,P) a valeurs dans M,, ;(R).

On admet aussi que (Y —E(Y))(Y —E(Y))" est une variable aléatoire discréte, a valeurs dans M,,(R), dont
I'espérance, par définition, est également calculée terme a terme.

1. Vérifier que Yy est une matrice symétrique, que
Ty =E((Y ~EM))(Y - E(Y))")
et que, si U est un vecteur constant dans M,, ;1(R), alors

Yyiv =2y,

2. Soient p € N* et M € M, ,,(R). On définit la variable aléatoire discréte Z = MY, & valeurs dans M, ; (R).
Justifier que Z admet une espérance et exprimer E(Z) en fonction de E(Y). Montrer que Z admet une
matrice de covariance Xz et que

Y, =My M.

11.B — Propriété des valeurs propres
On note P la matrice de passage de la base canonique de M,, ;1 (R) a une base orthonormée formée de vecteurs
propres de Xy.

X1
On définit la variable aléatoire discréte X = PTY = :

Xn
1. Montrer que Y x est une matrice diagonale.

2. En déduire que les valeurs propres de Xy sont toutes positives.
3. Montrer que la variance totale de X est égale a celle de Y.

I1.C — Etude de la réciproque
Soit D = diag()\y, ..., \,) une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux A; sont tous positifs.

1. Montrer l'existence d’une variable aléatoire discréte Z a valeurs dans M,, ;1 (R) telle que X7 = D.
Soit A € S, (R) une matrice symétrique dont les valeurs propres sont positives.

1. Démontrer I'existence d’une variable aléatoire discréte Y a valeurs dans M,, ;(R) telle que 3y = A.
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Uy
II.D - Soit U =| : | dans M,,1(R). On définit la variable aléatoire discréte X = UTY.
Unp

1. Montrer que X admet une variance et que

V(X)=U"SyU.

II.LE — Image de Yy
L’objectif de cette sous-partie est de montrer que

P(Y —E(Y) € ImXy) = 1.
On note r le rang de la matrice de covariance de Y.
1. Traiter le cas ou r = n.
On suppose maintenant r < n.
1. Montrer que le noyau et 'image de ¥y sont supplémentaires orthogonaux dans M,, ;(R).
On note d = dim(ker Xy ) et on considére une base orthonormeée (V,...,V,) de ker Zy.

1. Démontrer que
Vi€ [1,d], V(vf(y - ]E(Y))) ~0.

2. En deduire que P(vf(y ~E(Y)) = o) ~1.
3. Conclure.

I1I - Maximisation de la variance
Les notations sont celles de la partie II. On cherche un vecteur U unitaire tel que la variance de U'TY soit
maximale.

Comme en I.C, on note C = {U € M,,1(R) |UU = 1}.
On note gy Papplication de C' dans R définie par ¢y (U) = V(U'Y).

III.A — Un exemple dans M;;(R)
On pose Ay = diag(9,5,4).

1. Justifier I'existence d’un vecteur aléatoire dont A, est la matrice de covariance.
2. Dans cette question uniquement, on suppose que Y une variable aléatoire a valeurs dans Mj;(R) telle
que Yy = A,. Déterminer le maximum de ¢y sur C.

II1.B — Cas général

1. Dans le cas général, démontrer que la fonction ¢y admet un maximum sur C. Préciser la valeur de ce
maximum ainsi qu'un vecteur Uy € C tel que
axV({U'Y)=V(U,Y).
max V(U'Y) = V(U Y)

II1.C — Etude d’un exemple
On suppose, dans cette sous-partie 1I1.C uniquement, que Yy vérifie

Vi € [[Ln]]u 044 = 02 et V(Z,]) € [[1777‘]]27 { %j — Oij = 0'27
ol o et v sont deux réels strictement positifs.

On note J € M,,(R) la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1.
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1. Montrer que v < 1 et exprimer ¥y en fonction de J.
2. Déterminer les valeurs propres de J et la dimension de chaque sous-espace propre associé. Déterminer
également un vecteur propre associé a sa valeur propre de module maximal.

3. Préciser un vecteur U, unitaire tel que la variance de Z = Uy Y soit maximale.

V(Z

4. Calculer le pourcentage de la variance totale représenté par Z, c’est-a-dire le rapport V(—(Y))
T

III.D - On suppose, dans cette derniére sous-partie, que Xy présente n valeurs propres distinctes qu’on

classe par ordre strictement décroissant Ay > ... > \,.

On se munit d'un vecteur Uy tel que V(U, Y) = rélagV(UTY).
S

On note
C'={UeM, (R)|U'U =1et U, U = 0}.

1. Justifier que gy admet un maximum sur C”.
2. Déterminer la valeur de ce maximum et préciser un vecteur U; € C' tel que

maxV(U'Y) = V(U] Y).
vec’

3. Calculer la covariance des variables aléatoires discrétes Uy Y et U'Y (pour simplifier I'écriture, on pourra
supposer Y centrée, c¢’est-a-dire E(Y') = 0).
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Vendredi 4 avril aprés-midi (2h)

Sujet 7 (E3A PSI 2020 exercice 3)

Soient n € N* et A = (a;;) € M, (R). On dit que la matrice A est & diagonale propre lorsque son polynome

n
caractéristique est y4 = H(X — ay).
i=1

1. Donner deux exemples de matrices a diagonale propre qui ne sont pas diagonales.

0 0 «
2. Soient av et  deux réelset M = [0 0 [ | € Mz(R).
a B 0

Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur les réels « et 5 pour que M soit une matrice
a diagonale propre.
3. Soient Xi, X, et X3 des variables aléatoires mutuellement indépendantes définies sur un espace probabilisé

(Q, A, P) et qui suivent toutes les trois la loi géométrique de paramétre 3"

3.1. Préciser X;(2). Donner la loi de la variable aléatoire X et donner sans démonstration les valeurs de
son espérance et de sa variance.

3.2. Exprimer I'événement (X; = X5) sous forme d’une réunion dénombrable d’événements incompatibles.

3.3. Pour tout w € €2, on pose :

0 0 X1 (CL)) — Xg(w)
B(w) = 0 0 Xo(w) — X3(w)
Xl((.U) — XQ(CU) XQ(LO) - Xg(W) 0
0 0 X1 — X5
On notera ainsi B = 0 0 Xy — X3 | la fonction qui, a tout w de 2, associe B(w).

X1 —Xy Xo— X3 0
Déterminer la probabilité pour que B soit une matrice a diagonale propre.

4. Soit A = (a;;) € M,(R). On rappelle que A” désigne la matrice transposée de la matrice A.

4.1. Calculer tr(AT A) en fonction des coefficients de la matrice A ot tr(M) désigne la trace de la matrice
M.
4.2. On suppose dans cette question que A est une matrice symétrique réelle.
n

Démontrer que tr(ATA) = Z A? ot les \; sont les n valeurs propres distinctes ou non de A.
i=1
4.3. Déterminer les matrices symétriques réelles a diagonale propre.

Sujet 8 (CCINP PSI 2018 probléme 2)

Notations et définitions
— N désigne I’ensemble des entiers naturels et R celui des nombres réels.

— Si X est une variable aléatoire admettant une espérance, on note E(X) cette espérance.
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Soit X une variable aléatoire discréte sur (2, A, P) a valeurs dans [—1, 1].

On considére dans ce probléme une suite (X;), . de variables aléatoires discrétes sur (€2, A, P), mutuellement
indépendantes et de méme loi que X. Pour tout n € N*, on note

CXitt X
_ . ,

Sn
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Objectif
Montrer que si la variable aléatoire X est centrée, (E(X) = 0), alors la suite (S,),-, converge presque
stirement vers la constante 0. Il s’agit d’'un cas particulier de la loi forte des grands nombres.

Q31. On ne suppose pas X centrée dans cette question. Montrer que X admet une espérance.

On suppose désormais que X est centrée.

Q32. Enoncer et démontrer I'inégalité de Markov pour une variable aléatoire finie Y sur (€2, .4, P). Montrer
que ce résultat est encore vrai lorsque Y est une variable aléatoire discréte non nécessairement finie.

Q33. En déduire que, pour tout a > 0 :
E(|X])

P(X] > a) < —~

Q34. Montrer que, pour tout ¢t > 0, pour tout € > 0 et pour tout n € N*, on a

IP’(Sn > 8) = P(emS” > et”E) < M.

etns

Majoration de E(e¥).

Q35. Soit a > 1. On considére la fonction g, définie par

11— 1
Ve R, g.(z) = 2aa71+ ;xa—am.

Montrer que la fonction g, est dérivable sur R et que la fonction g/, est décroissante sur R. En déduire,
en remarquant que g,(—1) = g,(1) = 0, que, pour tout x € [—1,1], g,(x) > 0.
Q36. En déduire que
=@ , I35 .
+ e.

Vi >0,V —1.1], e <
>,:c€[,],e_2e 5

Q37. En déduire que
vt >0, E(e"*) < cht.

Q38. Montrer que
t2k 1 t2 k
EkeN,VteR, — < — (=] .
VREN, Vi€ ’(2k)!—k!<2>

En déduire que
vt > 0, E(etx) <et/?,

Majoration de P(|S,| > ¢)

Dans ce paragraphe, on considére un entier n € N* et un réel € > 0.

Q39. Montrer que la fonction R > ¢t —— e~ /2 gtteint un minimum en un point que l'on précisera.
. En déduire que >e) < e /2 puis que
Q40. En déd que P(S,, > ) < e /% puis q

P(|S,| > €) < 26772,
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Conclusion

Q41. Montrer que, pour tout réel € > 0, la série de terme général P(|.S,| > €) converge.

Q42. On fixe un réel € > 0. On note, pour tout n € N* :

B.(e) = | {weQ; [Sm(w)| > €}
m>n
Montrer que, pour tout n € N* et tout € > 0, B,(¢) est un événement est que P (ﬂneN* Bn(e)) =0.
Q43. Pour tout k£ € N*, posons

1
Qk:{weQ;ElnEN*, Vm > n, |Sp(w) SE}

Montrer que, pour tout k € N*, ), est un événement.

Ecrire 'ensemble A = {w € Q; lim,_o S,(w) = 0} & I'aide des événements Q;, k € N*. En déduire que
A est un événement.

Q44. Déduire des questions précédentes que P(A) = 1.

Sujet 9 (E3A PSI 2024 Exercice 1)

Soit n un entier naturel non nul. Soient Y et Z deux variables aléatoires indépendantes définies sur le méme

1
espace probabilisé (2,4, P) et suivant la méme loi binomiale B (n, 5)

On pose, pour tout w € Q : A(w) = (Y(;)) Z?w))'

1. (a) Déterminer le coefficient de X™ dans le polynome (1 + X)?".
(b) En remarquant que (1 + X)?* = (1 + X)"(1 + X)", exprimer le coefficient précédent d’une autre
maniere.

n 2
(c) En déduire une expression simplifiée de Z (Z) :
k=0

2. A quelle condition nécessaire et suffisante portant sur les réels a et ¢ la matrice (;

2) est-elle diago-
nalisable 7

3. Calculer la probabilité de 'événement {w € Q | A(w) est diagonalisable}.
On utilisera la question lc pour simplifier le résultat.

4. Calculer la probabilité de I’événement {w € 2 | A(w) est inversible}.

Sujet 10 (E3A PC 2024 Exercice 2)

On considére une variable aléatoire X définie sur 'espace probabilisé (2, P(£2),P) et qui suit la loi de Poisson
de parameétre A > 0.

1. Questions de cours
(a) Rappeler sans démonstration la loi de X, son espérance et sa variance.
(b) Ecrire les développements en séries entiéres des fonctions sh et ch ainsi que leurs domaines de
validité.
(c) Soient X; et Xy deux variables aléatoires discrétes sur €.
Rappeler la définition de « X; et X, sont indépendantes ».
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2. Soit Y une variable aléatoire définie sur le méme espace probabilisé que X et définie par :
Y =0si X est paire et Y =1 si X est impaire.

(a) Exprimer les événements {Y = 0} et {Y = 1} a 'aide d’événements {X = j} o j € N.
(b) En déduire la loi de Y et son espérance.
On donnera les résultats en utilisant les fonctions exp, sh et ch.

3. Soit Z une variable aléatoire définie sur le méme espace probabilisé que X, indépendante de X et telle
que :

Z(Q)={1,2} avec P(Z = 1) =P(Z = 2) =

On pose T'= X 7.
(a) Préciser T(2).
(b) Soit k un entier naturel.
En utilisant le systéme complet d’événements ({Z = 1},{Z = 2}), exprimer la probabilité P(T =
k) a Paide de probabilités d’événements {X = j} et {2X = j} ou j € N,
(c¢) Déterminer la loi de T'.

(d) Quelle est la probabilité que 7" prenne des valeurs paires 7
On donnera le résultat en utilisant les fonctions exp, sh et ch.

Sujet 11 (MinesPonts MP 2020 maths 2)

Dans tout le texte, d est un élément de N*. On note 04 le d-uplet dont toutes les coordonnées valent 0, c’est
a dire le vecteur nul de R

On considére une variable aléatoire X a valeurs dans Z?, (X;)ren+ une suite de variables aléatoires mutuel-

lement indépendantes suivant chacune la loi de X et définies sur un méme espace probabilisé. La suite de
variables aléatoires (S),)ne n est définie par Sy = 0, et

VneN', S, =) X;
k=1

La suite (S, )ne n est une marche aléatoire de pas X, & valeurs dans Z4.

On note R la variable aléatoire a valeurs dans N* U {400} définie par

+00 sinon

R {min{n eEN* S, =04 si {neN* S, =0}#0
Autrement dit, R est égal a 400 si la marche aléatoire (S, ),en+ ne revient jamais en Oy, au premier instant
auquel cette marche aléatoire revient en Oy sinon.

Pour n € N, soit N,, le cardinal du sous-ensemble
{Sk;, k e {O, 5 o ,77,}}

de Z*. Le nombre N, est donc le nombre de points de Z¢ visités par la marche aléatoire (.S,,),en aprés n pas.

Le but du probléme est d’étudier asymptotiquement I'espérance E(V,,) de la variable aléatoire NV,.
La partie D est indépendante des parties précédentes.
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A. Préliminaires

Les cinq questions de cette partie sont indépendantes et utilisées dans les parties C' et E.

1. Soit n € N. En utilisant la factorisation

(X+D)"=(X+1D"(X+1)"

> () = ()

2. Rappeler la formule de Stirling, puis déterminer un nombre réel ¢ > 0 tel que

2n 4n
~ C——
n J n—+oo \/ﬁ

3. Si a €]0, 1[, montrer, par exemple en utilisant une comparaison série-intégrale, que

montrer que

11—«

.
k® n—sto0o 1 —
k=1

Si a > 1, montrer de méme que
+oo

S 1 o
k% n—+4o0o (Oz — 1)na—1

k=n+1

I(:U):/jﬁ

4. Pour z € [2,+00[, on pose

Justifier, pour x € [2, +00[, la relation

T 2 r t
'@ =5 ™ e v )2

Etablir par ailleurs la relation

* t
| e s.te)

En déduire finalement un équivalent de I(z) lorsque x tend vers +o0.
5. Pour o € R, rappeler sans donner de démonstration, le développement en série entiére de (1 + x)* sur
| —1,1].
Justifier la formule :
1 +00 (2n>
Vee]|-1,1], ——= ! A

B. Marches aléatoires, récurrence

On considére les fonctions F' et G définies par les formules

Vee]—-1,1, F(z) = fﬂ”(é’n = 04)z"

Vee]—1,1[, G(x) = fP(R:n)x”
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6. Montrer que les séries entiéres définissant F' et G ont un rayon de convergence supérieur ou égal a 1.
Justifier alors que les fonctions F' et G sont définies et de classe oo sur | — 1, 1].
Montrer que G est définie et continue sur [—1,1] et que

G(1) =P(R # +0)
7. Si k et n sont des entiers naturels tels que k < n, montrer que
P((S, =04) N (R=k)) =P(R = k)P(S,— = 0q)

En déduire que

Vn € N*, P(S, =04) = Y P(R = k)P(S,—, = 0q)

8. Montrer que
Vee|—-1,1[, F(z) =1+ F(x)G(z)

Déterminer la limite de F'(x) lorsque z — 17, en discutant selon la valeur de P(R # +00).

9. Soit (cx)ken une suite d’éléments de RT telle que la série entiére chxk ait un rayon de convergence 1

et que la série Z ¢ diverge. Montrer que

“+00

lim Z cprt = 400

r—1—
k=0

Lélément A de R™ étant fixé, on montrera qu’il existe o €10, 1] tel que

400
Vz €]l —a, 1], ch:ck > A

k=0

10. Montrer que la série ZIP’(Sn = 04) est divergente si et seulement si P(R # +o00) = 1.
11. Pour 2 € N*, soit Y; la variable de Bernoulli indicatrice de 1’événement,

(Si & {S, 0 <k <i—1})
Montrer que, pour ¢ € N* :
P(Y; =1)=P(R > 1)
En déduire que, pour n € N* :
E(N,) =1+ ) P(R>1)
i=1
12. Conclure que

lim
n—4o0o n

On pourra admettre et utiliser le théoréme de Cesaro : si (uy)nen est une suite réelle convergeant vers le
nombre réel ¢, alors
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C. Les marches de Bernoulli sur 7Z

Dans cette question, d est égal a 1 et on note donc simplement 05 = 0.
Par ailleurs, p €]0,1[, g =1 — p et la loi de X est donnée par

PX=1)=p et P(X=-1)=¢q

13. Pour n € N, déterminer P(Ss,.1 = 0) et justifier 'égalité

P(s0 = 0) = (%) o)

14. Pour x €] — 1, 1], donner une expression simple de G(x).
Exprimer P(R = +00) en fonction de |p — ¢|.
Déterminer la loi de R.

15. On suppose que
1

p:q:§

Donner un équivalent simple de P(R = 2n) lorsque n tend vers +oo. En déduire un équivalent simple de
E(N,,) lorsque n tend vers +oo.

D. Un résultat asymptotique

Soient (a,)nen €t (by)nen deux suites d’éléments de R™*. On suppose que (a,).e n est décroissante et que

On pose, pour n € N :

16. Soient m et n deux entiers naturels tels que m > n. Montrer que

1
Gp, < B_ et 1 < aan—n + aO(-Bm - Bm—n)

17. On suppose dans cette question qu’il existe (m,),e y vérifiant m,, > n pour n assez grand et

Bm,-n ~ By et By — Bp_p ——0
n—-+o0o n—-+o0o

Montrer que
1

Ay, (R e

n—-+oo Bn

18. On suppose dans cette question qu’il existe C' > 0 tel que

b C

n—-+oo N
En utilisant la question 17 pour une suite (m,),ec n bien choisie, montrer que

1
n e Cln(n)
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E. La marche aléatoire simple sur Z? : un théoréme d’Erdos et Dvorestsky
19. Soit n € N*. Montrer que

1= P(Sp =0g)P(R>n—k)
k=0
Dans les questions 20 et 21, on suppose que d = 2 et que la loi de X est donnée par

P(X =(0,1))=P(X =(0,-1)) =P(X = (1,0)) =P(X = (-1,0)) = i

21. Donner un équivalent simple de E(N,,) lorsque n tend vers +oo.

20. Soit n € N. Etablir 'égalité
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