Chapitre 8

Calcul matriciel et déterminants

Dans tout ce qui suit, K désignera indifféeremment le corps R ou le corps C.

8.1 Opérations algébriques sur les matrices

8.1.1 Structure d’espace vectoriel

Si A =[a;;], B =[bi;] € Myu,p(K) et o, €K, on définit
aA + /BB = [aai’j + ﬁbld]

I’ensemble M,, ,,(K), muni des lois + et . ainsi définies, est un K-espace vectoriel de dimension finie égale & n x p.

Pour (i,7) € {1,...,n} x {1,...,p} on note E;; la matrice de M, ,(K) dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui en

position (7, j) qui vaut 1. Alors la famille <E” est une base de M,, ,(K) appelée base canonique.
(6,5 €{L,...,n}x{1,....p} '

8.1.2 Produit

En plus des lois liées a la structure d’espace vectoriel, on peut définir le produit AB de deux matrices A € M,, ,(K) et
B € M, 4(K). Par exemple, calculer AB lorsque
2 0 3
( 1 1 4 ) =B

= AB.

— s = O
— O N W

D’une maniére générale, si A = [a; ;] € M, ,(K) et B = [b; ;] € M, 4(K), on définit le produit C = AB = [¢; ;] par

Cij =
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8.1.3 Inverse

Définition 1
Soit M € M,,(K). On dit que M est inversible s’il existe une matrice N € M,,(K) telle que

MxN=NxM=1,.

Dans ce cas, la matrice N est appelée inverse de M et on la note N = M1

L’ensemble des matrices inversibles de M,,(K) est un groupe, appelé groupe linéaire et noté G£, (K).

Exemple 8.1. On note J € M, (R) la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1 et M = J + I,.
Ezprimer M? a Uaide M et de I,.

En déduire que M est inversible et calculer M~".

-2 2 3
Exemple 8.2. Calculer inverse de la matrice P = 1 -1 -1
-2 1 2
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/—[Proposition 1 (Caractérisation)} |

Soit A € M,,(K). On a les équivalences suivantes.

A est inversible <= Im(4) = M, 1(K)
— rg(A) =n
<  Ker(A4) = {0}
— det(A) #0

Et par contraposée :

A n’est pas inversible — rg(A) <n

l

3X € M,,1(K), tel que X #0et AX =0

|

det(A) =0

8.1.4 Calculs par blocs

En utilisant la définition de produit matriciel, on peut démontrer le résultat suivant.

— Proposition 2 N

A condition que les tailles des matrices A, B,C,D,T,U,V,W soient cohérentes, peut directement effectuer les calculs
suivants.
e Linéarité :

WA BY, (T UY_(X+uT AB+uU
c p)"M\v w)T\\Cc+uv D+ )
A B\ (T U\_(AT+BV AU+BW
C D Vv W)~ \cT+DV CU+DW)"

A B\T /AT T
¢ p) ~\BT DT)"

Illustration : Attention a ’ordre des matrices dans le produit (non commutatif) !

e Produit par blocs :

e Transposition :

\.

Remarque : ces formules se généralisent facilement dans le cas ou les blocs sont plus (ou moins) nombreux.
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Exercice de colle (E2)W

Soient A, B € M, (R) et M = <(‘)A IB> € Ms,(R).

1. Montrer que si A n’est pas inversible, alors M ne ’est pas non plus.

2. Montrer que si A est inversible, alors M I’est aussi et dans ce cas, déterminer M 1.

8.1.5 Polynémes de matrices

— Définition 2 \
Soit n € N* et M € M,,(K).
e On pose M® =1, et pour k € N*, M¥ = M x M x --- x M.
k fois
e SiP(X)=ap+a1 X+ -+a, X" € K[X], on pose P(M) = agM® +a;M* +---a,M" = agl,, + a1 M + - - a, M™.
On remarque que M* et P(M) sont des matrices de M,,(K).

\

~— Définition 3 N

Soient n € N* et M € M,(K) et P € K[X]. On dit que P est un polynéme annulateur de M si P(M) = O, (k)
(matrice nulle).

\.

On peut démontrer la proposition suivante.
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/—‘ Proposition 3

Soient n € N* et M € M,,(K) et P,Q € K[X].

o (P xQ)M)=P(M)xQM),
e Et comme Px Q =Q x P, P(M) x Q(M) =Q(M) x P(M) (i.-e. les matrice P(M) et Q(M) commutent).

e Si P est un polyndéme annulateur de M, tous ses multiples le sont, aussi.

\

Application au calcul d’inverses :
Exemple 8.3. Soit M € M, (K) telle que P(X) = X+ 3X% — X + 2 est un polynéme annulateur de M. Montrer que M

est inversible et déterminer M '

Exemple 8.4. Soit M € M, (K) une matrice nilpotente d’indice p. Montrer que N = M — I, est inversible et déterminer

N~L en fonction de M.

8.1.6 Formule du bindme de Newton

On rappelle la proposition suivante.

Proposition 4

Soient A, B € M,,(K) deux matrices. On suppose que A et B commutent, c’est-a-dire que AB = BA. On a alors :

vneN, (A+B"=) (Z)AkB"—k.
k=0
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Exercice de colle (El)}

Calculer les puissances de la matrice A =

O O =
O = =
N OO

Remarque : Si A et B ne commutent pas, le résultat est faux. Par exemple, si AB # BA alors

(A+B)*=(A+B).(A+B)=A*>+ AB+ BA+ B*> # A* + 2AB + B>
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8.2 Matrices de vecteurs, d’applications linéaires

8.2.1 Matrice d’un vecteur dans une base

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et B = (eq,...,e,) une base de E. Soit © € E et (z1,...,2,) ses coordonnées
dans la base B. On appelle matrice de z dans la base B le vecteur colonne

T
X = Mg(z) = g € M, 1(K).
T
8.2.2 Matrice de passage
Soit F un K-espace vectoriel de dimension n. On se donne B = (eq,...,e,) et B = (e],...,e),) deux bases de E. On appelle
matrice de passage de B a B’ la matrice P € M, (K) dont les colonnes sont les coordonnées de ¢}, ..., e, dans la base

B:(el,...,en).

Exemple 8.5. Dans E = Ry[X], écrire P ou B est la base canonique et
B' = (P, Py, P3) = (X(X 1), X(X 4 1), (X —1)(X + 1)).

On vérifiera au préalable, que B’ est bien une base de E.

On rappelle la proposition suivante.

Proposition 5

Soit E' un K—espace vectoriel de dimension finie et B, B’ deux bases de E. La matrice de passage P g’ est inversible et
on a l’égalité

=i
(PB,B') = P 5.

Formule de changement de base :
Avec les données précédentes, si @ € E, on pose X = Mp(x) et X' = Mp/(x). En notant P = Pgp on a :

| x = px' |
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8.2.3 Matrice d’une application linéaire

On définit également la notion de matrice d’application linéaire. Soient E et F deux K—espaces vectoriels de dimensions
finies. On se donne une base B = (e1,...,e,) de E et une base B’ = (f1,..., fp) de F. Soit w € L(E, F'). On appelle matrice
de u dans les bases B et B’ la matrice Mpp/(u) € M,, ,(K) dont les colonnes sont formées des coordonnées de u(ey),. .., u(ey,)
dans la base B’ = (f1,..., fp).

Exemple 8.6. Ecrire la matrice dans les bases canoniques de R® et de R? de l'application linéaire u définie par u(x,y,z) =
2z +y—z,x— 3y +2z2).

Intérét de D’écriture matricielle : Avec les données précédentes, soient © € F et y € F. On pose X = Mpg(x) et
Y = Mp/(y). On a alors
u(z) =y = Mpp(u)X =Y.

Ceci s’illustre ainsi sur I’exemple précédent.

— Proposition 6 N

1. Soient E1, Fs, E3 des espaces vectoriels de dimensions finies dont on se donne respectivement des bases By, By et Bs.
Soient u € L(E9, F3) et v € L(F1, E>). On a 'égalité suivante.
Mg, B, (u O 1)) = Map,B, (u) X Mg, B, (1})

2. E1, E5 des espaces vectoriels de dimensions finies dont on se donne respectivement des bases By, Ba. Si u € L(E1, E2)
est bijective alors

Mg, B, (uil) = (MBlBg (u)) 71.

Dans ce cas, on a nécessairement dim(E,) = dim(Es).

\ J

,—[Exercice de colle (E1 - Question de Cours Centrale 2023 PSI maths 1)} N

On suppose que &, F et G sont trois bases de R™ et que f et g sont deux endomorphismes de R™. Démontrer que

Meg(go f) =Mz g(g)Me 7 (f).

\ J

On note € = (e1,...,en), F = (f1,-.-, fn) €6 G=1(g1,...,0n) €t :

A=laijlije1,.ny = Meg(go f), B=1[bijlijeq1,.ny = Mz g(g) et C = [cijlijeq,..ny = Me #(f).

On revient a la définition de matrice d’endomorphisme, et de produit matriciel.
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On rappelle la proposition suivante, appelée aussi formule de changement de base.

/—i Proposition 7 N

1. Soient F, F' des espaces vectoriels de dimensions finies. On se donne respectivement des bases B, B’ de E et des bases
C,C" de F. Soit u € L(E, F). On a la relation suivante.

Mg cr(u) = Per e Mp,c(u)Ps s

2. En particulier, si E = F et si B et B’ sont deux bases de E, pour tout u € L(E) on a :

MBI(U) = PB/)BMB(U)PB’B/.

En notant, M = Mgp(u), M’ = Mp/(u) et P = Pg s, cette égalité pourra étre retenue sous la forme | M’ = P! MP.

J

Interprétation : On reprend les notations précédentes. Si x est un vecteur de F, on note X et X’ les matrices de x dans
les bases B et B, Y et Y’ les matrices de y = u(x) dans les bases B et B, et enfin M et M’ les matrices de 'endomorphisme
u dans les bases B et B'.

On a donc d'une part : Y = MX et Y/ = M'X’. u (@)
X ulx) =
Mais aussi : X = PX' et Y = PY’ ou P est la matrice de passage M x
de BapB. X MX =Y
Et donc : Px p-1y
MX =Y = PlY = P'MX ,
M'X' = PIMPX' x M yrxr =y

8.3 Calcul pratique du noyau et de I'image
8.3.1 Premiers calculs

Dans le paragraphe précédent, on a vu que, quitte & se donner des bases, pour calculer 'image d’un vecteur, il suffira
d’effectuer un produit matriciel. Et de méme, chercher I'image ou le noyau d'une application linéaire (en dimension finie)
revient & déterminer 'image ou le noyau d’une matrice.
A retenir :

p

e Les colonnes de A forment une famille génératrice de Im(A).

e Les lignes de A représentent les équations définissant Ker(A).

e Si(Cy,...,C, sont les colonnes d’une matrice M alors :
T
pour tout X = [ : | e M, 1(K),ona MX = = :C1 4+ +2,Cp
Tn

Ainsi, il est équivalent de chercher un vecteur du noyau et de chercher une relation linéaire entre les colonnes.
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1 2 -1 3
Exemple 8.7. Déterminer une base l’image de la matrice A = 2 0 =2 2
-1 1 10

En utilisant la résolution d’un systéme linéaire, déterminer une base du noyau de A.

Par des opérations sur les colonnes, déterminer une base du noyau de A.

Remarque : Si A € M, ,(K), les éléments de Ker(A) sont des vecteurs de M,, 1(K) et ceux de Im(A) des vecteurs de
My, 1(K). On les identifie parfois & des vecteurs de K™ ou KP, mais sur ces espaces, on perd la notion de produit matriciel.
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8.3.2 Cas d’une matrice 3 x 3 (E1)

e cas 1: rg(A) =3 ou encore dim(Ker(4)) = 0 et dim(Im(A4)) = 3.
Dans ce cas, Ker(A4) = {0} et Im(A) = M3 ;(K).

e cas 2 : rg(A) =2 ou encore dim(Ker(A4)) =1 et dim(Im(A)) = 2.
Pour avoir une base de "image, il suffit de choisir deux vecteurs colonnes de A linéairement indépendants.
Un base du noyau est donnée par un vecteur non nul du noyau. On peut par exemple essayer de trouver une relation linéaire
entre les colonnes de A. Si on n’y parvient pas, on revient a la résolution d’un systéme, ou & des opérations sur les colonnes
de A. 1 1 -1
Exemple 8.8. Noyau et image de A = 2 4 0

-1 1 3

e cas 3 : rg(A) =1 ou encore dim(Ker(A)) =2 et dim(Im(A)) = 1.
Chaque colonne non nulle de A donne une base de Im(A), et chaque ligne non nulle donne une équation de Ker(A).

1 1 -1
Exemple 8.9. Noyau et image de A = 2 2 =2
-1 -1 1

e cas 4 : rg(A) =0 ou encore dim(Ker(A4)) = 3 et dim(Im(A4)) = 0.
Dans ce cas, Ker(A) = M3 1(K) et Im(A) = {0}, et donc A = 0.
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8.4 Matrices semblables

~— Proposition 8 N

Soient A, B € M,,(K). Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. Il existe P € GL£,,(K) telle que B = P~1AP.
2. 1l existe des bases B, B’ de K" et un endomorphisme u € L(K") tels que

A= Mp(u) et B = Mg (u).

On dira dans ce cas que A et B sont des matrices semblables.

\

Preuve.

Exemple 8.10. Un premier pas vers la diagonalisation.

Soit A = < g :? > . Démontrer que A est semblable a D = (

O =
N O
"
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8.5 Trace

Définition 4
Soit A = [ai’j]

} une matrice carré d’ordre n, on appelle trace de A la somme de ses coefficients diagonaux.

tI‘(A) = i ;-
i=1

i,5€{1,....,n

Cette application vérifie les proprétés suivantes.

Proposition 9

1. L’application trace est une forme linéaire sur M, (K).
2. Propriété fondamentale : YA € M, (K), VB € M, (K), tr(AB) =tr(BA).

3. Deux matrices semblables ont méme trace.

Preuve.
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2: (D1)

Proposition 10 (Trace d’un endomorphisme)}

Soit, £ un K—espace vectoriel de dimension finie et u € L(F). Alors, quelle que soit la base B de E, la trace de Mp(u)
est indépendante de B. On P'appelle trace de wu.

tr(u) = tr (Mp(u)).

Preuve.

Exemple 8.11. On a vu que si p est un projecteur d’un espace vectoriel de dimenion finie E, alors rg(p) =tr(p).

Exemple 8.12. Déterminer la trace de ’endomorphisme ¢ de R,,[X] défini par
p(P)=XP +2P.
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8.6 Déterminant

Dans ce paragraphe, FE désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*. On rappelle les propriétés du (ou plutoét
des) déterminant(s) vues en premiére année.
On donne au préalable, quelques définitions.

8.6.1 Forme p-linéaire alternée

~— Deéfinition 5 N

Soient E et F' des K-espaces vectoriels et f une application de EP dans F.
1. On dit que f est p-linéaire si elle est linéaire par rapport a chacune de ses variables, c’est-a-dire si pour tout
ie{l,...,p}ona:

=1l s
V(at,...,¢i—1,0i11,...,ap) € EP77, fitxe Ev— f(a1,...,ai—1,%,ai11, ..., ap) est linéaire.
2. On dit que f est alternée si pour tout (ag,...,a,) € EP et pour tous ¢,j € {1,...,p} distincts on a :
a; = aj - f(al,...,ap)z().

3. On dit que f est antisymétrique si pour tout (ay,...,a,) € EP et pour tous i,j € {1,...,p} tels que i < jon a :

flar, . a0 a5, ap) = —f(ar, ... a5, ... Q.. ., Gp).
T T T T
) 7 7 J

3. On dit que f est une forme si elle prend ses valeurs dans F' = K.

\ J

/—[Proposition 11 (admise)} |

Soient E et F' des K-espaces vectoriels et f une application p linéaire de EP dans F'. On a I’équivalence :

f est antisymétrique <= f est alternée.

Preuve.
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Proposition 12 }

Soient E et F' des K-espaces vectoriels et f : EP — F une application p-linéaire alternée.

Pour tout (ay,...,a,) € EP, on a:

1. Si (a1,...,ap) est liée alors f(ai,...,ap,) = 0.

2. On ne change pas la valeur de f(aq,...,a,) en ajoutant & 'un des a; une combinaison linéaire des autres.
Preuve.

On admet enfin la proposition suivante.

Proposition 13 }

Soit £ un K—espace vectoriel de dimension finie, on note n = dim(F) € N*.
L’ensemble des formes n-linéaires alternées est un espace vectoriel de dimension 1, autrement dit les formes n-linéaires
alternées sur F sont toutes proportionnelles.

8.6.2 Déterminant de n vecteurs dans une base de F

Dans tout ce paragraphe, F désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.

Proposition 14}

Soit B = (eq,...,ey,) une base de E. Il existe une unique forme n-linéaire alternée g sur E telle que pp(er,...,e,) = 1.
L’application ¢p est appelée déterminant dans la base B et on la note detp .

Notations : Soit B = (ey1,...,e,) une base de E. Si (uq,...,uy,) est une famille de n vecteurs de E, pour chaque u;, on
note (21 ,...,n,;) ses coordonnées dans la base B. Ceci signifie que

n

U; = E Tj,5€4-

i=1
Le déterminant de la famille (uq,...,u,) dans la base B est noté

11 Ti12 0 Tin

Tr21 X222 . T2n

detg(ut,...,up) =
Tnal Tp2 - Tn,n
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Exemple 8.13. Trouver 'application déterminant dans la base canonique B = (e1, e3) de R2.

Proposition 15 }

Soient B et B’ deux bases de E. On note B = (eq,...,e,). On a alors
detg = detp (€1, ..., e,) detg

ce qui signifie que pour tout (u1,...,u,) € E™, on a detg (u1,...,u,) = detg (e1,...,e,)detg(ur, ..., uy).

Preuve.

On termine ce paragraphe par la caractérisation des bases & ’aide du déterminant,.

Proposition 16 }

Soient B une base de E et (uq,...,u,) une famille de n = dim(E) vecteurs de E. On a

(u1,...,un) est une base de £ <= detg(u1,...,u,) #0.

8.6.3 Déterminant d’une matrice carrée

~— Deéfinition 6 N

Soitt A € M, (K). On appelle déterminant de A, le déterminant de ses vecteurs colonnes dans la base canonique de

M, 1(K). On le note det(A).

11 ai2 -t G1p
. az;1 G222 - Apn
Si A = [asjli jeq1,....n}, o0 a donc det(A) = . .
an,1 Ap2 - An,n,
A\ J
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Casoun=2: SiA:(Ccl Z)alorsdet(A)z ‘zad—bc.

b
d

a
¢
Cas ou n =3 : La régle de Sarrus donne

= +(aei+dhc+bfg) — (gec-i—dbi—i—hfa).

Q@ Q.
>0 o
s

Attention, la régle de Sarrus n’est valable qu’en dimension 3!

Puisqu’une matrice A € M,,(K) est inversible si et seulement si ses vecteurs colonnes forment une base de M, 1(K), la
proposition 13 s’écrit donc : A est inversible si et seulement si det(A) # 0. De plus, si on interpréte les propositions 22 et 27
du chapitre précédent, on obtient :

Proposition 17}

Soit A € M,,(K). On a ’équivalence suivante.

A est inversible <= det(A) #0

Remarque : voir aussi les équivalences de la proposition 1.
Par définition des déterminants, on a également :

Proposition 18 }

Si B et B’ sont deux bases de E avec B’ = (e],...,e},) alors det(Pp p) = detp(el, ..., e,).

ren

8.6.4 Propriétés algébriques et méthodes de calcul

/—[Proposition 19} N
Soient A, B € M,(K) et A € K. On a
1. det(A.A) = A" det(A)

2. det(A x B) = det(A) x det(B)

1

3. Si A est inversible, det(A™!) = det(A)

4. det(AT) = det(A)

\. J

Conséquence : Si A et B sont deux matrices semblables alors elles ont méme déterminant, mais la réciproque est fausse.
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Transformations élémentaires :

On décrit D'effet des transformations élémentaires sur le déterminant. On pourra les utiliser afin de faire apparaitre des 0
dans la matrice et de simplifier le calcul du déterminant.

Opérations Effet
Ci+— Ci+XCj (1 #7) déterminant inchangé
C; «— \(C; déterminant multiplié par A
Ci +— Cj (i #J) déterminant multiplié par (—1)
Li«— Li+AL; (i #j) déterminant inchangé
L; +— \L; déterminant multiplié par \
Li<— L; (i #j) déterminant multiplié par (—1)

Développement par rapport 4 une colonne ou une ligne :

Définition 7

Soit A = [a; ;] € Mp(K) et (4,7) € {1,...,n}%.

1. On appelle mineur d’indice (7,7) de A le déterminant A; ; obtenu & partir de A en supprimant sa iéme ligne et sa
jéme colonne.

2. Le cofacteur d’indice (i,7) de A est alors (—1)"7 A, ;.

ij =

On admet la proposition suivante.

/—[Proposition 20} N
Soit Ala; ;] € M, (K) et (i,5) € {1,...,n}%

1. Le développement par rapport a la j-éme colonne de A donne :

det(4) = 3 @iy (~1)HA,

i=1

2. Le développement par rapport a la i-éme ligne de A donne :

det(A) = Z ai’j(—l)i+in7j
g=il

Déterminant d’une matrice triangulaire :

En développant suivant une ligne, on montrerait par récurrence la proposition suivante.

Proposition 21 }

Le déterminant d’un matrice carrée triangulaire est le produit de ses coefficients diagonaux.

187



Mathématiques PSI S. Dion

/—[Exercice de colle (El)} N
Calculer le déterminant d’ordre n suivant.

3 2 0 0

1 3 2

D, — 0 1

0
9
0 0 1 3
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8.6.5 Déterminant d’un endomorphisme de F

~— Définition 8 N

Soit £ un K— espace vectoriel de dimension finie n € N* et f un endomorphisme de F. On définit le déterminant de f
par

det(f) = det (Mp(f)) = dets(f(e1), ..., f(en))-

ou B = (eq,...,e,) est une base de E.
Cette définition ne dépend pas de la base B choisie.
Preuve.

Exercice de colle (El)}

Calculer la trace et le déterminant de ’endomorphisme f de Ms(R) défini par

VM € My (R), f(M)=2M + MT.
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Les paragraphes précédents ont les conséquences suivantes.

/—[Proposition 22}
Soit u,v € L(E). On a
1. det(uov) = det(u) x det(v)

et dans ce cas det(u™?!)

B det(u)

2. w est inversible <= det(u) #0

8.6.6 Déterminant de Vandermonde

f—[Proposition 23 }

\

Soient (ag, .. .,a,) € K", On appelle déterminant de Vandermonde associé a (ao,...,a,) le déterminant d’ordre n + 1
suivant.
1 1 1
ap a1 Qn
2 2 2
V(ag,...a,)=| % @ ay,
n n n
aQy a ap
On a V(ag,...,a,) = H (ai — aj).
0<j<i<n
Et en particulier, V(aq, ..., a,) est non nuls si et seulement si ag, .. ., a, sont distincts deux-a-deux.

Ce déterminant est explicitement au programme de PSI, son calcul doit étre maitrisé et sa valeur connue.

Preuve.(D2)

e Méthode 1 : par des transformations élémentaires
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e Méthode 2 : en utilisant un polynéme
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Exercice (Application a 'interpolation de Lagrange)}

Soient aq, ..., a, des complexes distincts deux-a-deux. Sans utiliser les polynémes de Lagrange, démontrer que pour tout
(Yo, - -, yn) € C* L il existe un unique polynéme P € C,[X] vérifiant :

Vi e IIOa TL]], P(al) = Yi-

8.6.7 Déterminant par blocs

On a vu que le déterminant d’un matrice carrée triangulaire est le produit de ses coefficients diagonaux. On peut généraliser
ce résultat pour une matrice triangulaire par blocs.

Proposition 24}

Le déterminant d’un matrice carrée triangulaire par blocs est le produit des déterminants de ses « matrices diagonales ».

On a donc :

det = det(A4) x det(B).
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De maniére plus générale, on a :

det

Exemple 8.14. Calculer D =

4, K
0 4

0
-«

-8
-1

™o o R

Qo o™

o Q Wi

= det(Ay) x det(Az) x --- x det(Ap).
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8.7 Annexe

8.7.1 Matrices symétriques et antisymétriques O
Dans cette section, on note :
Si(R)={M e M,(R), M" =M} et A,(R)={Mec M,R), M' = -M}.

On rappelle que S,,(R) et A,(R) sont des sous-espaces vectoriels de M,,(R) et que pour toute M = [m; ;l; je,n] € Mn(R)
ona:

MeS,(R) = MT=M

—  VY(i,5) € [1,n]? mi; =m;,
MeA,(R) <= M'=-M

<~  VY(i,j) € [1,n]* m;; =—m;j,

En particulier, les coefficients diagonaux d’une matrice antisymétrique sont tous nuls.
Exercice de colle (El)}
Démontrer rapidement que M,,(R) =S, (R) ® A, (R).

Exercice de colle (E2)}

1. Déterminer une base de S, (R) et une base de A, (R). En déduire leurs dimensions respectives.
2. Déterminer le déterminant et la trace de 'endomorphisme ¢ de M., (R) défini par o(M) = 2M + M7T.
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8.7.2 Matrices a diagonale strictement dominante ©

/—[Exercice de colle (E2)} .

Une matrice A € M,,(C) est dite & diagonale strictement dominante si :

n
Vie{l,...,n}, laiil > ) lail
j=1

i

Montrer qu’une matrice A € M,,(C) a diagonale strictement dominante est inversible.
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8.7.3 Matrices stochastiques ¢

~— Deéfinition 9 N

Une matrice carrée A = (a;,;) € M,,(R) est dite stochastique si elle vérifie les deux conditions suivantes :

V(i 5) € [L.n]?, ai; >0 (1)

Vie [Ln], Y ai;=1 (2)
j=1

/—[Exercice de colle (El)}

On note U € M, 1(R) la matrice colonne dont tous les coefficients valent 1.

1. Soit A = (a;j)1<i,j<n € Mn(R) une matrice stochastique. Démontrer les équivalences :
Vi € II].,TL]], Z_?:l ;5 = 1 — AU=U

— Ue€Ker(A-1,)

2. En déduire que 'ensemble des matrices stochastiques (carrées d’ordre n) est stable pour le produit matriciel.
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8.7.4 Formules de Cramer (Hors-Programme)
/—EExercice de colle (E3)} N

Soit A € M, (K) et B € M,, 1(K). On consideére la systéme linéaire

x
S: AX =8B d’inconnue X = e M, 1(K).

L

Montrer que si le systéme S est de Cramer, c’est-a-dire si A = det(A) # 0, alors il posséde une unique solution X donnée
par

_ det(Az) Al

YT Qet(4) T A

ou A; est la matrice obtenue & partir de A en remplacant sa iéme colonne par B.

\. J

Vie{l,...,n},
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8.7.5 Comatrice (Hors-Programme)

Définition 10

Soit A € M,,(K) une matrice carrée (n > 2). On appelle comatrice de A la matrice de ses cofacteurs :

Com(A) = [(—1)" A jlijeq1,....n}-

Exemple 8.15. Donner la comatrice de A = ( z Z ) .

Exercice de colle (E3)}

Soit A € M,,(K) une matrice carrée (n > 2). On a I’égalité suivante.

Com(A)T.A = A.Com(A)T = det(A).I,
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8.7.6 Expression du déterminant a ’aide des permutations (MPSI)

Pour n € N*, on note &,, le groupe des permutations de I'ensemble {1,...,n}. Si (¢, ) est un couple d’éléments de {1,...,n},
on notera 7(; ;) la transposition d’indices (i, j) c’est-a-dire la permutation qui échange i et j.

Définition 11 (Signature)}

Soit o un élément de &,,. On dit qu’un couple (7, 7) est une inversion de o si i < j et (i) > o(j).
On note I(o) le nombre d’inversion de 0. La signature de o est alors

e(0) = (-1)1@ e {-1,1}.

On peut démontrer que la signature d’une transposition vaut —1, et que la signature de la composée de deux permutations

est le produit de leurs signatures.

La formule du déterminant pour une matrice 2 X 2 ou 3 x 3 en fonction des coefficients se généralise par la proposition suivante

(Hors-Programme de PSI).

T1,1  T1,2
T21 X222
Tn,l Tn,2

T1,n
XT2.n

Tn,n

- Z £(0)T1,0(1)2,0(2) "~ Tn,o(n)-

oceS,

Conséquence : Le déterminant d’une matrice de M,,(K) est un polynéme (homogene de degré n) en ses coefficients.

T1,1 T1.2
. T21 X22

xemple 8.16. Dans [’expression de
E le 8.16. D I’ d ’ ’
r3,1 T3.2
T41 T42

x1,3
T2.3
€33
T4,3

T1,4
2.4
€34
T4.4

, déterminer le signe devant 1 20%2 123 3%4,4 €t T1,3T2,173,4T4,2.
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