Chapitre 7

Rappels et compléments d’algébre linéaire

Dans tout ce qui suit, K désignera indifféeremment le corps R ou le corps C.

7.1 Espaces Vectoriels

7.1.1 Définitions et rappels

~— Deéfinition 1

Soit £ un ensemble muni d’une loi de composition interne notée + :

ExE — FE
(u,v) +— u+w

et d’une application (appelée loi externe) notée . :

KxE — E
(ANv) — Aw

On dit que E est un K—espace vectoriel, si les conditions suivantes sont réalisées.
e (E,+) est un groupe commutatif, (+ posséde un élément neutre, + est associative et commutative, et tout élément de
E posséde un symétrique (opposé) pour +)
o V(u,v) € E2V(\, pn) € K2 :
A+ p)u = Au+ pou,
A(u+v) = Au+ Ao,
() = (A X p).u,
lu=u.

Les éléments de E sont appelés vecteurs, ceux de K sont appelés scalaires.

"

Exemple 7.1.
- K" M, (K), K[ X], F(X,K), F(X,K") sont des K—espaces vectoriels.
- C est un R—espace vectoriel.

— Définition 2

Soit, (E,+,.) un K—espace vectoriel. Un sous-espace vectoriel (s.e.v.) de E est un sous ensemble F' C E qui, muni des
lois + et ., est un espace vectoriel.

\

~— Proposition 1

Soit (E,+,.) un K—espace vectoriel et F' un sous-ensemble de E. On a 'équivalence suivante.

F#0,

1 GH AR GOV = { V(u,v) € F2V(A\, 1) € K2 : Au+ pv € F.
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Exemple 7.2.
e {0} est le plus petit s.e.v. de E.

e lintersection de deux s.e.v. de E est un s.e.v. de E, mais pas la réunion !

o Siuy,...,u, sont des vecteurs de E, alors on définit F = Vect{u,...,u,} par :

u € Vect{u,...,un} — A1, ) €K™ uw=Nug 4+ A,
Alors F = Vect{uy,...,u,} est un s.e.v. de E.
e Si F' et G sont des s.e.v. de E alors F+G ={f+g, f € F,g € G} est aussi un s.e.v. de E.

7.1.2 Produit d’espaces vectoriels

On se donne deux espaces vectoriels (F,.,+) et (G,.,+) sur le corps K = R ou C. On appelle ensemble produit £ = F x G
I’ensemble suivant.
E=FxG={(x,y), vr€ FetyecG}.

Sur cet ensemble, on définit les lois suivantes.
eLaloi.:V(z,y) € FxG, VAeK, \(z,y)= Az, \y).
elaloi +:V(z,y) € Fx G, Y('y)e FxG, (z,y)+(@y)=@+zy+y).

On peut sans difficulté étendre ces notions au produit de N espaces vectoriels sur un méme corps K. On a alors la proposition
suivante.

Proposition 2

P
Si Eq,..., L, sont des K— espaces vectoriels alors £ = E; x --- x E, = H FE; est un K— espace vectoriel.

i=1

7.1.3 Somme directe de sous-espaces vectoriels

Définition 3

Soit E un K-—espace vectoriel, et (F;)icq1,.. .,y une famille finie de s.e.v. de E. On appelle somme de la famille
(E%)ie{1,...,ny 'ensemble suivant.

> E =FE++E, = {ui++un, (U,...,un) € B x - x Ep}.
i€{1,...,n}

On admet alors la proposition suivante.

Proposition 3

Soit. £ un K—espace vectoriel, et (F;);er une famille finie de s.e.v. de E. L’ensemble E; + --- 4+ F,, est un sous-espace
vectoriel de E et c’est le plus petit espace vectoriel contenant la réunion des F;.

Avec ces notations, on a la proposition suivante.

Proposition 4 N

Soit E' un K—espace vectoriel, et (E;);e(1,...n} une famille finie de s.e.v. de E. Alors les deux assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) Pour toutes familles (uy,...,u,) et (vy,...,v,) de vecteurs de (E;);c(1,... n}, ONn A :

U+ Fu,=v;+--+v, = Vie{l,...,n}, u;=uv,.

Autrement dit : La « décomposition » d’un vecteur de E1 + --- + E,, est unique.
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e N

(ii) Pour toute famille (u1,...,u,) de vecteurs de (E;);c(1,... n}, 00 a :
uy+ -+ u, =0 = Vie{l,...,n}, u; =0.
Lorsque ces conditions sont réalisées, on dit que la somme F; + --- 4+ E,, est directe et on la note

@ E,=E,® --©E,.

ie€{l1,...,n}

" J

Preuve. On raisonne par double implication.

Supposons (i) et montrons ().

Réciproquement, (i) et montrons (7).

Par exemple, dans le cas de deux espaces vectoriels, on a la proposition suivante.

Proposition 5

Soit £ un K—espace vectoriel, et F, G deux s.e.v. de E. On a I’équivalence suivante.

La somme F + G est directe <= FNG={0}.

Preuve. (D1) On raisonne par double implication.

Supposons que la somme F + G est directe et montrons que ' NG = {0}.
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Réciproquement, supposons que F'NG = {0} et montrons que la somme F + G est directe

Remarque : Cet énoncé peut s’adapter pour plusieurs sous-espaces vectoriels (cf proposition suivante).

Cependant, il est incorrect de dire que si FNG = GNH = FNH = {0} alors la somme F + G + H est directe. Par exemple,
dans F = R?, on note F' = Vect{(1,0)}, G = Vect{(0,1)} et H = Vect{(1,1)}.

Il est clair que FNG=GNH=FnNH={(0,0)}.

Justifier pourtant que la somme F' + G 4+ H n’est pas directe.

Voici une généralisation possible de la proposition précédente mais qui n’est pas explicitement au programme.

Exercice de colle (ES)}

Soit E un K—espace vectoriel, et Fy,..., E, des s.e.v. de E. On a ’équivalence suivante.

La somme Ej + -+ E, est directe <= Vie{l,...,n}, E;N ZE]- = {0}.
J#i
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On rappelle aussi la définition suivante et on la généralise a plusieurs sous-espaces vectoriels.

~— Deéfinition 4 N

Soit E un K—espace vectoriel.

1. Soient F,G deux s.e.v. de E.
On dit que F' et G sont supplémentaires dans F, si F = F @ G, autrement dit si pour tout vecteur v de F, il
existe un unique f € F et un unique g € G tels que u = f + g.

Vue E, IfeF, JlgeG: u=f+g.

2. Soient F1,...,E, des s.e.v. de E.
On dit que Fy, ..., E, sont supplémentaires dans F, si £ = E; @ --- ® E,,, autrement dit si pour tout vecteur u
de E, il un unique (uy,...,u,) € By x --- X E, tels que u =y + -+ + uy,.

VUEE, E”(u17"'7un)€E1X"'XEn: u:ul+...+un.

\. J

La proposition 5 s’écrit alors :

Proposition 6

Soit E un K—espace vectoriel, et F,G deux s.e.v. de E. On a I’équivalence suivante.

E=F+G,

E=FroeG <« {FQG:{O}.

Pour démontrer que deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires, on pourra utiliser un raisonnement par analyse et
synthése.

Exercice de colle (El)}

On note £ = F(R,R), P son sous-ensemble des fonctions paires et Z celui des fonctions impaires. On rappelle que P et
7 sont des sous-espaces vectoriels de E. Montrer qu’ils sont supplémentaires.

Analyse :

145



Mathématiques PSI S. Dion

Synthése :

/—EExercice de colle (E2)}

On note F = K[X] l’espace vectoriel des polynomes a coefficients dans K. On désigne par K,,[X] I’ensemble des polynémes
de K[X] de degré inférieur ou égal & n € N. C’est un sous-espace vectoriel de E. On se donne un polynéme P € K[X] et
on pose :

K[X].P = {Q.P, Q € K[X]}
I’ensemble des multiples de P.
1. Montrer que K[X].P est un sous-espace vectoriel de E.

2. Soit n € N tel que n + 1 soit le degré de P.
Rappeler la définition de la division euclidienne d’un polynéme A € K[X] par le polynéme P.
En déduire que K[X].P et K, [X] sont supplémentaires dans E.

146




Mathématiques PSI S. Dion

7.2 Familles de vecteurs

7.2.1 Familles libres, familles génératrices
On rappelle d’abord le cas des familles finies.

~— Deéfinition 5 N

Soit £ un K—espace vectoriel, et 7 = {uy,...,u,} une famille de E. On dit que :
e F est une famille libre (ou linéairement indépendante) si :

YO,- -5 An) € K™, <A1u1+---+)\nun20 — ,\1=---:An=0).

e F est une famille liée si :

IO, An) €K {(0,...,00},  Arus + -+ + Antn = 0.

e F est une famille génératrice de E si :
Vu e E, 3(A1,..., ) €K™, u=Aug + -+ Au,.

Ainsi, F est une famille génératrice de E si E =vect{us, ..., up}.

\. J

Exemple 7.3. Soit u € E. Montrer que :

( {u} est libre si et seulement si u # 0. )

Exemple 7.4. Soient u,v € E. Montrer I’équivalence suivante.

INeK, u=M
{u,v} est lice = ou
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Exemple 7.5. On dit qu’une famille {Py, ..., Px} de K[X] est échelonnée en degrés si
deg(Pr) < deg(P2) < --- < deg(Pn).

Toute famille de polynomes non nuls, échelonnée en degrés est libre. En effet :

Exercice de colle (El)}

Soit. n € N* et soient des réels tels que a; < ag < -+ < .
Pour tout ¢ € {1,...,n}, on note f; : x — %%,
Montrer que F = {f1,..., fn} est une famille libre de C(R,R).

On montre ce résultat par récurrence sur n.
e Initialisation : Sin =1, soit a; € R. Alors f1 : . — e™* n’est pas la fonction nulle donc {f1} est libre.

e Hérédité : Soit n € N*. Supposons le résultat démontré pour ce n. On se donne des réels o3 < ay < -+ < @p41. €t on
note f; : x — e®*. Montrons que F = {f1,..., fnt1} est une famille libre de C(R, R).
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7.2.2 Bases

Définition 6

Soit, E un K—espace vectoriel, et B = (ey,...,e,) une famille de vecteurs de E. On dira que B est une base de FE si elle
est a la fois libre et génératrice de F.

Exemple 7.6.
e hase canonique de K™,
o (1,X,...,X") est une base de K,,[X].

On rappelle alors la caractérisation suivante vue en premiére année.

/—‘ Proposition 7 N

Soit, E un K—espace vectoriel, et B = (eq,...,e,) une famille de vecteurs de £. On a :

B est une base de £ <= VYu e E, I(\,....\,) € K":  wu=Xey+- Aen.

Tout vecteur u de E s’écrit alors de maniére unique comme combinaison linéaire de ey, ..., e,. Le n—uplet (A1,...,\,)
est appelé coordonnées (ou composantes) de u dans la base 5.

7.2.3 Espaces vectoriels de dimension finie

~— Deéfinition 7 N

Soit ' un K—espace vectoriel. On dira que F est de dimension finie si £ posséde une famille génératrice finie, autrement
dit, si 'on peut trouver des vecteurs uy,...,u, € E tels que

E = vect{uy,...,up}.

/—‘ Proposition 8 \
Soit F un K—espace vectoriel qui posséde une famille génératrice finie G = (uq,...,u,). Alors toute famille libre contenue
dans G peut étre complétée par des éléments de G en une base de E.

Et donc, de toute famille génératrice finie, on peut extraire une base. Ainsi, tout espace vectoriel de dimension finie posséde
au moins une base. On rappelle les propositions suivantes.

Proposition 9

Dans tout espace vectoriel F de dimension finie, il existe au moins une base. Toutes les bases de E ont alors méme
cardinal, on appelle ce nombre dimension de F (notée dim(E)).
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La proposition 8 a pour conséquence directe les deux propositions suivantes.

/—[Proposition 10 (Théoréme de la Base Extraite)} N
Soit ¥ un K—espace vectoriel de dimension finie. Alors de toute famille génératrice de E on peut extraire une base de FE.
/—[Proposition 11 (Théoréme de la Base Incompléte)} N
Soit £ un K—espace vectoriel de dimension finie. Alors toute famille libre de F peut étre complétée en une base de E.
Exemple 7.7.
o dim(K"™) =n,

o dim(M,, ,(K)) =n x p,

o dim(K,[X]) =n+1,

e C est un R—espace de dimension 2,

e on appelle rang d’une famille finie de vecteurs, la dimension de ’espace vectoriel qu’ils engendrent.

rg{ui, ..., up} = dim(vect{u, ..., up}).
/—[Proposition 12} N
Soit E un K—espace vectoriel de dimension n € N.
e Soient uy,...,up € E. Si (ug,...,up,) est libre alors p < n,
ou encore toute famille de cardinal au moins n + 1 est liée.
e Soient uy,...,up € E. Si (ug,...,up) est une famille génératrice de E, alors p > n,
ou encore, il faut au moins n = dim(E) vecteurs pour engendrer E.
e Soit e1,...,¢e, € E. On a les équivalences suivantes.
(é1,...,€,) base de E = (e1,...,ey) libre,
— (e1,...,€n) génératrice de F.

Ainsi, les bases sont les familles libres de cardinal maximal ou encore les familles génératrices de cardinal minimal.

7.2.4 Dimension de sous-espaces vectoriels

Proposition 13 }

Soit £ un K—espace vectoriel de dimension finie, et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F' est de dimension finie, et
l'on a
dim(F) < dim(E).

De plus, si F' est un sous-espace vectoriel de F qui vérifie dim(F') = dim(E) alors on a F = E.

Application : Pour montrer que deux espaces vectoriels sont, égaux, il suffit de vérifier qu’ils ont méme dimension et que
I'un est inclus dans 'autre.

/—[Proposition 14} N

Soit £ un K—espace vectoriel de dimension finie.
Pour ¢ = 1,...,n, on se donne des sous-espaces vectoriel F;, chacun muni d'une base B; = (eg ), RN ez(n))- On a alors les

équivalences suivantes.

EFE=F® ---0oFE, — B:(egl),...,eéll),...,egn),...,eg’;))estunebasedeE.

Dans ce cas, on dira que B est une base adaptée a la somme directe £ = E1 & --- @ E,.
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Preuve. On le montre sans restreindre la généralité, dans le cas de deux sous-espaces vectoriels F' et G de FE.
On se donne une base (f1,..., f,) de F et un base (g1,...,9q) de G.

/—[Proposition 15 }

On a I’égalité suivante.

Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie, et E, ..

dim(E; @ @ E,) = dim(Fy) + -+ + dim(E,).

En particulier, si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E, on a

dim(F) = dim(F & G) = dim(F) 4+ dim(G).

., E, des s.e.v. de E dont la somme E; + - - -

+ F,, est directe.

Preuve.

W

Proposition 16 )

Soit E un K— espace vectoriel et F1,

E=FE&

..., E, des s.e.v. de F en somme directe. On a I’équivalence suivante.

- OE,

<— dim(F) =dim(E;) + - - - + dim(E,).
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Preuve.

O
On g’intéresse plus précisément a la somme de deux espaces vectoriels.
Définition 8
Soit, £ un K—espace vectoriel de dimension finie, et F' un sous-espace vectoriel de F. Soit B = (ey, ..., e,) une base de

E. On dit que B est adaptée a F' s'il existe un entier p tel que 1 < p < n et (eq,...,e,) est une base de F.

On admet les propositions suivantes.

Proposition 17}

Soit. F un K—espace vectoriel, et F' un sous-espace vectoriel de E. Si F' est de dimension finie, alors il posséde au moins
un supplémentaire dans F.

Proposition 18 (Formule de Grassman)}

Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie, et I, G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

/—[Proposition 19} N

Soit F un K—espace vectoriel de dimension finie et F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E. On a les équivalences
suivantes.

FnG={0}
dim(E) = dim(F) + dim(QG)

F+G=F
— { dim(E) = dim(F) + dim(G)

. J

E=F&G <— {

On donne enfin la proposition suivante.

Proposition 20}

Si By, ..., ), sont des K— espaces vectoriels de dimension finie alors F X - - - X I, est un K— espace vectoriel de dimension
finie et
dim(Ey X -+ - X Ep) = dim(Ey) + - - - + dim(E,).
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7.3 Applications linéaires

7.3.1 Deéfinitions

— Définition 9 N

Soient E et F' des K-espaces vectoriels et une application f: E — F. On dit que f est une application linéaire si I'une
des deux conditions équivalentes suivantes est vérifiée.

1. Y(u,v) € B2, Y\, p) € K2, f(Au+ pv) = Af(u) + pf(v).
2. V(u,v) € B2, f(u+v)=f(u)+ f(v) et Yue E, VAeK, f(u)=Af(u).
On note L(E, F) 'ensemble des applications linéaires, c’est un K—espace vectoriel.
On appelle forme linéaire une application linéaire de E dans K = F, et endomorphisme une application linéaire de F

dans E = F.
On notera L£(E) l'espace vectoriel des endomorphismes de E.

\. J

Si f € L(E,F) est bijective, on dira que f est un isomorphisme de E sur F, ou que E et F sont isomorphes. On appelle
automorphisme de F, un endomorphisme de E qui est bijectif. On notera GL(E) 'espace vectoriel des automorphismes de
E.

Exemple 7.8. La dérivation est une application linéaire, ’intégration également puisque :

(Af +ng) =\ + pg’ et /(/\f+ug)=/\/f+u/g

Exemple 7.9. La spécialisation est une forme linéaire. En effet, on se place par exemple sur E = F(I,R). Soit a € I.
Montrer que Uapplication ¢ : f € E—— f(a) est une forme linéaire.

~— Définition 10 N

Soient E et F' des K—espaces vectoriels, et f: E — F une application linéaire.
On appelle noyau de f I'ensemble Ker(f) = {x € E, f(x) = 0}. Ainsi :

Ve E: xz € Ker(f) < f(z)=0.
On appelle image de f I'ensemble Im(f) = {f(z), t € E} ={y € F, 3x € E,y = f(x)}. Ainsi :
Vy € F: yelm(f) — Jx e E,y= f(z).

\ J

/—[Proposition 21} N

Soient F et F' des K—espaces vectoriels, et f € L(E, F).
Alors Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E et Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

\ J

Preuve.
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O
/—[Proposition 22} N
Soient FE et F' des K—espaces vectoriels, et f € L(E, F). On a les équivalences suivantes.
fest injective <= Ker(f) = {0}, f est surjective <= Im(f)=F
— (Ver, f(x):0:>x:0)
Preuve.
O

7.3.2 Polynémes d’endormorphismes

~— Deéfinition 11 N

Soit. £ un K-espace vectoriel et © un endomorphisme de F.

e On pose v’ =Idg et pour k € N*, uF =yowuo---ou.
——
k fois
e Si P(X)=ap+a1 X+ +a, X" € K[X], on pose P(u) = apu’ + ayu' + - - - a,u™ = apldg + aju + - - - apu™.

On remarque que u”* et P(u) sont des endomorphismes de F.

\. J

~— Deéfinition 12 N

Soit E un K-espace vectoriel, v un endomorphisme de E et P € K[X]. On dit que P est un polynéme annulateur de
u si P(u) = 0z(p) (endomorphisme nul).

" J

Par exemple, on reverra qu'une symétrie s verifie s o s = Idg ou encore s> — Idg = 0.
Ainsi P(X) = X2 — 1 est un polynome annulateur de s.
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On peut démontrer la proposition suivante.

/—[Proposition 23} N

Soit E unK-espace vectoriel, u un endomorphisme de F et P, Q € K[X].
o (P xQ)(u) = P(u) o Q(u),
e Et comme P x Q =Q x P, P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u) (i.e. les endomorphismes P(u) et Q(u) commutent).

e Si P est un polyndéme annulateur de u, alors tous ses multiples le sont aussi.

\. J

Application au calcul de puissance :

Exercice de colle (E2)}

Soit E un K-espace vectoriel, u un endomorphisme de E vérifiant u? — 3u + 2Idg = 0.
Pour n € N, exprimer u" comme combinaison linéaire de u et de Idg.

Idée : On veut trouver « combien » on peut prendre de u? — 3u + 2Idg dans u”, ou encore « combien » on peut prendre de
X? —3X +2 dans X". En fait, c’est surtout ce qu’il « reste » qui nous intéresse.

Proposition 24}

Soit E un K-espace vectoriel, u un endomorphisme de E. Pour tout polynome P € K[X], Ker(P(u)) est stable par u.

Preuve.
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7.3.3 Liens avec les familles de vecteurs

On rappelle les propositions suivantes.

/—[Proposition 25} N
Soient £ un K—espace vectoriel de dimension finie, dont on choisit une base B = (e, ..., e,) et F' un K—espace vectoriel.
Soit (fi,..., fn) une famille de vecteurs de F. Alors il existe une unique application linéaire f: E — F vérifiant :

Vi:lw"an) f(el):f’b
Autrement dit, une application linéaire de F dans F' est entiérement déterminée par la donnée de 'image des vecteurs
d’une base de F.
/—[Proposition 26} N
Soient E un K—espace vectoriel de dimension finie, F' un K—espace vectoriel et (eq,...,e,) une famille de E.
Soit f e L(E,F), on a:
1. Si (e, ..., e,) est une famille génératrice de E alors (f(e1), ..., f(ey,)) est une famille génératrice de Im(f),
2. Si (eq,...,ey) est une base de E, on a :
e f est surjective <= (f(e1),..., f(en)) est une famille génératrice de F' et dans ce cas on a n = dim(E) > dim(F).
e f est injective <= (f(e1),..., f(e,)) est une famille libre de F' et dans ce cas n = dim(E) < dim(F).
e f est un isomorphisme <= (f(e1),..., f(e,)) est une base de F.

Application : Deux espaces vectoriels de dimensions finies sont isomorphes si et seulement si ils ont méme dimension. Et
donc, tout K—espace vectoriel de dimension n € N est isomorphe & K.

On rappelle également la proposition suivante.

Proposition 27}

Soient E et F' deux K—espaces vectoriels de dimensions finies. Alors on a
dim(E x F) = dim(F) + dim(F),
dim(L(E, F)) = dim(E) x dim(F).

7.3.4 Formule du rang

Définition 13

Soient E et F' des K—espaces vectoriels, et f € L(E, F'). On appelle rang de f la dimension de Im(f) quand elle est finie.
On note rg(f) = dim(Im(f)).

On rappelle la proposition suivante.

Proposition 28 (Formule du rang)}

Soient F et F des K—espaces vectoriels, et f € L(E, F). On suppose que E est de dimension finie. Soit G un supplémentaire
de Ker(f) dans E.

1. La restriction de f & G définit un isomorphisme de G sur Im(f).
2. En conséquence, on a dim(F) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(Ker(f)) + rg(f).

Preuve. (D2)
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On remarque que si F est de dimension finie, alors rg(f) < dim(F'), avec égalité si et seulement si f est surjective. De méme,
on a rg(f) = dim(vect{f(e1),..., f(en)} < dim(E), avec égalité si et seulement si f est injective.

,—[Proposition 29 (Caractérisation des Isomorphismes)} N

Soient E et F des K—espaces vectoriels de méme dimension finie n € N, et f € L(F,F). On a les équivalences

suivantes.
f est un isomorphisme = f est injective

= f est surjective
— rg(f)=n

,—[Proposition 30} N
Soient E, F,G des K—espaces vectoriels de dimensions finies et f € L(E, F), g € L(F,G). On a les asssertions suivantes.

e rg(go f) < min{rg(f),rg(9)}.
e Si f est un isomorphisme, alors rg(g) =rg(g o f).

e Si g est un isomorphisme, alors rg(f) = rg(g o f).

Preuve.(D3)
e On a d’abord Im(g o f) CIm(g), donc rg(go f) < rg(g).
De meéme, Ker(f) CKer(g o f) donc dim(Ker(f)) < dim(Ker(g o f)). Et par la formule du rang, on obtient :

dim(E) — dim(Im(f)) < dim(E) — dim(Im(g o f))

On a bien aussi rg(go f) < rg(f).

e On suppose que f est un isomorphisme (la surjectivité suffit). Soit B = (eq,...,e,) une base de F alors :
Puisque f est un isomorphisme (e},...,el,) = (f(e1),..., f(en)) est une base de F et donc
we(gof) = 1e(g(f(er)s- - g(f(en)))  (par définition du rang de f)

rg(g(el), ..., g(el)) = rg(g) (par définition du rang de g)

e On suppose que g est un isomorphisme (l'injectivité suffit). Soit H un supplémentaire de Ker(f) dans E. On se donne une
base adaptée a la somme directe E = H @ Ker(f) :

B={(e1, ... ,€p, €pt1, --- ,€n ).

base de #  base de Ker(f)

Alors, on a rg(f) = p = dim(H).
Dautre part, rg(g o f) = rg(g(f(er)), .-, 9(f(ep)); 9(f (ep11)), -, 9(f(en))) = rg(g(f (1)) -, 9(f(ep))-
———

—
=0 =0
Et comme (f(e1)),..., f(ep)) est une famille génératrice de Im(f) et qu’elle est de cardinal p = dim(Im(f)), ¢’en est une base
de Tm(f) .
Par conséquent, (f(e1)),..., f(ep)) est une famille libre et puisque g est injective, son image par g l'est aussi. Son rang est

donc son cardinal, c’est-a-dire p.
On a donc finalement :

rg(f) =p=rg(g(fle1)),....g9(f(ep)) =18(g0 f).

Remarque : Extrait de Centrale PSI maths 1 2023. Démontrer que, si A € GL,(R), alors lapplication M €
M, (R) — AM conserve le rang.
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7. iecteurs et symétries
Définition 14 N

Soit F un K—espace vectoriel.

1. On appelle projecteur de E tout endomorphisme p € L£(E) vérifiant pop = p.

2. Si E = F@® (G alors tout vecteur x € F s’écrit de maniére unique sous la forme x = zp +x¢g avec g € F et zg € G.
On appelle projection sur F' dans la direction de G I'application suivante.

r — Ip

{E—>E
D

\

Illustration graphique :

Proposition 31 }

Une projection est une application linéaire.

Preuve.

/—[Proposition 32} N

Soit E un K—espace vectoriel.

1. Soit p un projecteur de E. Alors E =Im(p)®Ker(p) et p est la projection sur Im(p) dans la direction de Ker(p).
2. Si E = F @ G et si p est la projection sur F' dans la direction de G alors p est un projecteur et on a :

F =Im(p) et G =Ker(p).

Preuve.
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Exemple 7.10. Soit E un espace vectoriel de E, montrer que si p € L(E) est un projecteur de E alors :

(Im(p) = Ker(Idg—p) = Ker(p—IdE).J

Meéthode 1 : en utilisant la caractérisation des projecteurs.

Avec les notations précédentes, on a r¢ = x —xp = (Idg — p)(x). Ainsi, si p est la projection sur F dans la direction de G
alors Idg — p est la projection sur G dans la direction de F (et réciproqguement).

En particulier, on a F =Im(p) = Ker(Idg — p).

Méthode 2 : par double inclusion.

Exemple 7.11. Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie n et p un projecteur de E. Soit B une base adaptée a
E =1Im(p) ® Ker(p). Ecrire la matrice de p dans cette base et vérifier que rg(p) = Tr(p).
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/—[Exercice de colle (E1 - Méthode a connaitre)} N

On note £ = R3. On considére les sous-espaces vectoriels suivants de E.
F={(z,y,2) €R? 2z —y+2 =0} et G = Vect{(1,2,1)}.
Montrer que E = F @ G et déterminer la matrice dans la base canonique de F, de la projection p sur F dans la direction

de G.

" J
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~— Définition 15

Soit EF un K—espace vectoriel.

"

On appelle symétrie par rapport a F' dans la direction de G ’application s : {

1. On appelle endomorphisme involutif de E tout endomorphisme s € L(E) vérifiant so s = Ig.

2. Si E = F'&® @G alors tout vecteur x € E sécrit de maniére unique sous la forme x = xp +2xg avec xp € F et zg € G.
EFE — FE

T +——> ITfp—ZTqg

Illustration graphique :

On pourrait démontrer les énoncés suivants.

/—[Proposition 33 }

\

Une symétrie est une application linéaire.

/—[Proposition 34 }

Soit £ un K—espace vectoriel.

on a:

F =Ker(s — Ig) et G =Ker(s+ Ig).

1. Soit s un endomorphisme involutif de E. Alors F =Ker(s — Ig)®Ker(s + Ig) et s est la symétrie par rapport a
Ker(s — Ig) dans la direction de Ker(s + Ig).

2. Si FE=F ® G et si s est la symétrie par rapport a F' dans la direction de G alors s est un endomorphisme involutif et
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Avec les notations précédentes, si p est la projection sur F' dans la direction de G et si s est la symétrie par rapport & F' dans
la direction de G, alors on a la relation suivante entre p et s (& savoir retrouver rapidement !).

[ s=2p—Idg ]

En effet : pour tout x = xp + 2 € E avec zp € F et zg € G, on a les égalités suivantes.

Exemple 7.12. Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie n. On suppose que E = F & G et on se donne une base B
adaptée a cette somme directe.
Ecrire la matrice dans cette base de la symétrie s par rapport 4 F' dans la direction de G.

7.4 Hyperplans

~— Définition 16 N

Soit F un K—espace vectoriel. Un hyperplan de F est le noyau d’une forme linéaire non nulle.

/—[Proposition 35 (MPSI)} N
Soit E un K—espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E. On a I’équivalence suivante.
F' est un hyperplan de F déﬁion F est le noyau d’une forme linéaire non nulle
— F admet une droite vectorielle pour supplémentaire dans F

Preuve. Soit F' un hyperplan de E. Alors, par définition, il existe une forme linéaire non nulle ¢ telle que F =Ker(¢p).
Puisque ¢ # 0, alors il existe xp € F tel que p(zg) # 0.
On montre, par analyse et synthése, que F =Ker(p) ® Vect{xo}.
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Réciproquement : Si F=F @ D avec D droite vectorielle. Alors il existe xg € F non nul tel que D = Vect{xo}.

O
,—[Proposition 36 (MPSI - PCSI)} .
Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie n et F' un sous-espace vectoriel de E. On a I’équivalence suivante.
F' est un hyperplan de E <= F est le noyau d’une forme linéaire non nulle
définition
<= F admet une droite vectorielle pour supplémentaire dans F
— dim(F)=n—1
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~— Corollaire 1
Soit, £ un K—espace vectoriel de dimension finie et B = (ey,...,e,) une base de E. Si x est un vecteur de E, on note
(1,...,2,) ses coordonnées dans la base B. Tout hyperplan de E admet une équation du type
r1a1 + -+ xpa, = 0.
Cette équation est unique a un scalaire multiplicatif prés.
Preuve.
O
Exemple 7.13. Dans R3, les hyperplans sont les plans.
Par exemple, H : © — 2y + z = 0 est I’équation d’un hyperplan de R3.
7.5 Annexe
7.5.1 Polyndémes de Lagrange
Proposition 37}
Soient ag,...,a, € K distincts. L’application suivante est un isomorphisme.
K,[X] — Kot
v P — (P(ao), . ,P(an))
Preuve.(E1)
O
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/—[Proposition 38} N

Soient ag, . ..,a, € K distincts. Il existe une unique base B = (Ly, ..., L,) de K, [X] telle que :

lsit=y
V(i,j) € [0,n]?  Li(ay) = &5 =
Osii#j
) ” . ‘ X —aj
Cette base est appelée base de Lagrange associée aux scalaires ag, ..., a,, et on a : Vi € [0,n], L;(X) = H .
0ign ¥ T Y
A\ j#l J
Preuve.

Exercice de colle (El)}

Soient ay, ..., a, € K distincts et B = (Lo,...,L,) de K,[X] la base de Lagrange associée a ag, ..., a,.
1. Déterminer les coordonnées d’un polynéme P € K,,[X] dans cette base.
2. Reconnaitre Lo(X) + -+ + L, (X) et agLo(X) + -+ + an L, (X)
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7.5.2 Pour aller plus loin (Hors-Programme)
Exercice de colle (ES)}

Soit, £ un K—espace vectoriel, et v € L(E). Montrer I'implication suivante (La réciproque est évidente).

(V:c €E, Mek, ulz)= )\x) — (3,\ €K, Vz € E,u(z) = )\x)

i.,e u=AIdg
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