Chapitre 2

Rappels sur les polynomes

2.1 Structures algébriques sur ’ensemble des polynomes :

On note K[X] I'ensemble des polynomes a coefficients dans K. On définit quatre lois.

e La loi . définie par YP € K[X],YA € K, (\P)(X)=A.P(X).
e Laloi + définie par ¥(P,Q) € K[X]2, (P +Q)(X)= P(X) + Q(X).
e Laloi x définie par V(P,Q) € K[X]?, (P x Q)(X) = P(X) x Q(X).
e La loi o définie par V(P,Q) € K[X]?, (PoQ)(X)= P(Q(X)).
Ou encore, si P(X) = axX* alors Po Q(X) = > QK (X).
k=0 k=0
2.2 Degré d’un polynome :
ﬂé?f{nition 1 o
Soit P(X) € K[X].
e Si P =0, on pose deg(P) = —o0.

e Sinon, P(X) = Zaka avec a,, # 0, et on pose deg(P) = n.
k=0
- a, est appelé coefficient dominant et a, X" terme dominant de P(X).
- Sia, =1, on dit que P(X) est unitaire.

3 > J

— Proposition 1 } N

Soient P,Q € K_[B(], on a
o deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)) avec égalité lorsque deg(P) # deg(Q).
e deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q).
e deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q).

\ o,

/—-{ Proposition 2 JL )

Soit n € N. L'ensemble K,[X] des polynomes de K[X] de degré inférieur ou égal a n est un sous-espace vectoriel de
dimension n + 1 de K[X].
On appelle base canonique de K, [X] la famille B = (1, X,..., X").

\
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Exercice de colle (E1)
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Exercice de colle (El)
(On considére une famille de polynémes (77, )nen définie par Tp(X) = 1,71 (X) = X et :

[ Vn €N, Tnpo(X)=2XThi1(X) — Tn(X).

Déterminer le degré de T;,, son terme dominant et sa parité.

Le caleu) domne ToW0) = 2XT, () - TolX) = 2xt
T3(X) =

( dupdme puic),

EXT 1) -Tlt) = kX 8X (ealyrdme Wmpasr)

On MoV pactne recurenadolll: G, ., {4 (Ta)< m

Yerme dom. A Th= 8™ 'MGN’ A wn=o
Tu A 3 paut Quem te TaLX): (\\T.K)

Lnitiali whiow: ‘C&,g} 3, Am¥ Lemdes (evidaa).

VAT So md 0 omamite. On mppo g n 8 Dy senr comizs, oo, B,
- ’ G, o3
X Ty, () - Tl

—

Ina o)

W

~—~

¢ lzx ("™ .. ) - W)

2™ b bewmes de depps  {n,

Tﬂﬂ,“X) = & (-X) Tf“'(-X) - Tr\\-X) i 2% (-\)M‘Tr\u()d- ("‘)“TAIX)

= O™ (X T () = Tatt)) = (=™ Toep (X)
’Dm 9[\-\1 LY (VO |

s 2 pramions poind smk vefies .

36

C_L%Q‘AOW\Q«“.



Mathématiques PSI . S.Dion
2.3  Multiples et diviseurs d’un polynéme :

Définition 2 o B
| Soit P(X) € K[X].
‘ e On dit que Q € K[X] divise £ (ou est un divisour de P) sl il existo U € K[X] tel que P = U % Q.
1 On note Q| P
(c e On dit que Q est un multiple de 72 81 12 est un diviseur do Q.

On note PK[X] I'ensemble des multiples de P,

\ o ) e ——
— Proposition 8 (Division euclidiennne) m-———"—"— — —— —
|
| Soient A, B € K[X] avec[BZ0)
| Il existe un unique (Q, R) € K[X]? tel que
|
; A=BQ+R avec deg(R) < deg(B).
| Q est appelé le quotient et R le reste de la division euclidienne de A par B. J

Exemple 2.1. Quel est le reste de la division euclidienne de P(X) par (X — a) ?

(X-a)30 done = 3! (Q,R) € KT, Ply)- (X-a) QW) + R (x) Gdng(e) <dﬂﬁ(X-a):I
Blow R o um @e\7xzu Ondaml, ml mok  of € IK.. Plx) = (X<a) QL0 4 L.
On tualue gm Xz, mobrient @ Qa) = 0 v+ oL =oC,

DN RO == Pla) €K

Exemple 2.2. Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de U(X) = X* — 3X® + 2X?% — X + 1 par
V(X)=X?+2X -1
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| Exercice de colle (E2)
&LP € R[X]. On pose j = ¢*™/%. Montrer que : B = X?+ X + 1divise P <= P(j)=0. }
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On donne le résultat suivant, que I'on montrera dans le chapitre Révisions d’algébre linéaire.

{S;oit P € K[X] un polynome non nul de degré n € N*. }

e L'ensemble K[X].P des multiples de P, est un sous-espace vectoriel de K[X].
o K[X] = K,_1[X] ® K[X].P.

2.4 Dérivation d’un polynéme :
r—(AD—gﬁ—njtion 3 }

Soit P(X) = z a, X* € K[X]. On appelle polynome dérivé de P, le polynéme

k=0
n n—1
P(X) =) kouX*' = (k+ Darp X*.
k=0 k=0

/
De proche en proche, on définit les polynomes dérivés successifs de P par PF+1)(X) = (P(k)(x)) .

o
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Exemple 2.3. Déterminer le degré et le terme dominant de L, (X) = (X% — 1)™)(").
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Paly) = )(Lr\ 4 Q,\\.)()~
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+0 da A—lfa/u- \( 2" \-m
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m
~ Proposition 4 (Formule de Taylor) | — |
Soit P(X) = Zaka € K[X]. Pour tout entier N > n et tout a € K, on a
k=0
N N
P(X +a) = kX: P(:!(G)Xk ou encore P(X) = ,CZO P(’:!(a) (X —a)k.
=0 —
2.5 Racines d’un polynome :
f—‘ﬁ’roposition 5 } N

Soit P € K[X] un polynéme non nul et n € N*. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(1) P@)=Pla)=---=P"Va)=0 et P™(a)#0.
(2) 3QeK[X], P(X)=(X-a)"Q(X) et Q(a)#0.

Lorsqu’elles sont vérifiées, on dit que a est racine d’ordre n de P.
N J

— Proposition 6 J Y

Soit P € K[X] un polynéme non nul et ay, ..., a, des réels distincts.

e On a I’équivalence suivante.
n

ai,...,a, racines de P <= H(X — a;) divise P(X).
k=1

eSiay,...,a, sont racines de P et si deg(P) = n alors P(X) = A H(X —a;) ot \ est le coefficient dominant de P.
k=1

e Un polynéme P non nul a au plus deg(P) racines distinctes.

39



I\i{ntl1§11|n§iq9(js_ PSI S. Dion

.~ Exercice de colle (E1)

: Démontrer que, pour tout entier n € Ny Py(X) = n X" — (n 4 1)X" 4 1 est divisible par X2 = 2X + 1. j
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Relation coefficients/racines : Pour trouver les relations entre les coefficients et les racines d'un polynéme P(X), on
écrit

P(X)=ao+ a1 X+ +a X" = A [J(X - a).
k=1

On développe le produit, puis on identifie les coefficients. Il faut connaitre les résultats suivants.

. ) . =b ¢
e Si P(X)=aX?+bX + cet sia;,ay sont ses racines,ona S =a, +a» = — et P =ajas = —.

e Si P(X)=aX3+bX?%+cX +detsiay,as, as sont ses racines, on a

=b c —d
ay +ag +az = 7, ayaz + asaz + aza; = E et ajagaz = T
Enefit: o X34 b X'+ cX+d = a (¥-a) (X-a,) (X-a,/
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[ Exercice de colle (E2)

Déterminer les racines de P(X) = X3 — 8X2 + 23X — 28 sachant que la somme de deux d'entre elles vaut la troisiéme. ]
Om mol X, (3 O Y= olan L ou o, QP
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2.6 Décomposition en produit de facteurs irréductibles :

— Proposition 7 (Théoréme de D’Alembert) |
| Tout polynéme non constant de C[X] posséde au moins une racine complexe et donc tout polynéme non nul est scindé
sur C.

N =/
— Proposiﬁon 8} ~
| Soit P(X) polynéme de C[X]. Alors P(X) s’écrit de maniére unique sous la forme
T
« P(X) = 2]J(X — i)™
i=1
| Ou ay,...,a, sont les racines de P et ny,...,n, leurs multiplicités respectives.
J

— Proposition 9 |

Soit P(/—\’ ) ”;;;)l)-r-t;Ome de R[X]. Alors P(X) s’écrit de maniére unique sous la forme
r s
P(X) = A]J(X — i)™ x [T(X? +p; X +g;)™
i=1 j=1

avec pour tout j € {1,...,s}, pf —4q; < 0.

—

— Exercice de colle (E1) ;‘

Décomposer dans C[X] puis dans R[X] le polynéme P(X) = X° — 1.
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En conséquence, on a la proposition suivante.
— Proposition 10

e Un polyn6éme de dégré n € N a au plus n racines distinctes.

e Si P € K,[X] posséde n + 1 racines distinctes, alors P est le polynome nul.
e Si P € K[X] posséde une infinité de racines distinctes, alors P est le polynéme nul.

— Ekeréice de colle (El)

| On considere le polynéme P(X) = X(X — 1)(X = 2)...(X — n).
| Démontrer que P’'(X) posséde une unique racine dans ]0, 1[.

»
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