Chapitre 2

Rappels sur les complexes

2.1 Introduction

Pour a € R, 'équation algébrique (£) : 2% = a n’a pas toujours de solution dans R.

e Sia >0 alors (£) posséde deux solutions réelles distinctes : © = \/a et z = — /a.
e Sia =0 alors (£) posséde une solution réelle : z = 0.

(
e Sia < 0 alors (£) n’a aucune solution réelle.

On imagine alors qu’on dispose d’un nombre ¢ (forcément non réel), solution de I’équation :

z?=—1.

2

Grace a lui, les équations z° = a avec a < 0 ont maintenant des solutions :

’=a < 2°-a=0 = 22— (ivV=a)?=0

= (z-iv/=a)(z+iy=a)=0

= T=1y/—a ouzxT=—i\/—a

On pourrait construire un ensemble qui contient R (la construction rigoureuse du corps C est hors-programme), et le nombre
imaginaire i, muni d’une loi + et d’une loi x qui prolongent celles connues sur R. Ces lois vérifient certaines propriétés

qui conférent a cet ensemble une strucutre de corps (hors-programme en PSI). Cet ensemble, qui s’appelle le corps des
nombres complexes, est défini par :

C={a+1ib, (a,b) €R}.
2.2 Nombres Complexes

r‘{ Pr(r)posirtioni 1 }

Soit z € C. Par définition, il existe a,b € R tels que z = a + ib.
De plus, a et b sont uniques, a est appelé partie réelle de z, et b est appelé partie imaginaire de z. On note :

a = Re(z) et b=7Zm(z).

L’écriture algébrique de z est z = a + ib = Re(z) + 1Zm(z).

-{ Coroilair'gilﬁ] - —

L’ensemble C = {a + ib, (a,b) € R} = Vectg{l,i} est un R-espace vectoriel de dimension 2 dont (1,%) est une base.
L’ensemble R = Vectg {1} est contenu dans C.

L’ensemble iR = Vectg{i} = {ib, b € R} est contenu dans C, c’est 'ensemble des imaginaires purs.
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On peut représenter un complexe z = a + ib par le point M (a, b) dans le plan réel R?. On dit alors que M est d’affixe 2.

r—[Proposition 2 (Opérations dans les complexes)J

Soient z = a + ib et 2/ = a’ + i’ deux nombres complexes. En utilisant I’égalité i> = —1, on a :

z2+2 =(a+a)+ib+b) et 22" = (aad’ — bV') +i(ab + a'b).
Et donc
e Re(z +2') = Re(z) + Re(2) et Im(z + 2') = Im(z) + Tm(z').
o Re(z2') = Re(z)Re(2’) — Im(z)Im(z') et Tm(z2") = Re(z)Im(z’) + Im(z)Re(2’).

2.3 Conjugaison, module et inverse

2.3.1 Définitions et propriétés

~{ Définition 1 |

On munit R? de sa structure euclidienne usuelle, et d’un repére orthonormé R = (O, e1, 62). Soit z=a+ibeCet M

le point de R? d’affixe z. On appelle :

e module de z la longueur OM et on note :

|z] = OM = v/a? + b2.

e conjugué de z, le nombre complexe zZ = a — ib.
Ainsi, le point M’ d’affixe z et le symétrique par rapport a (Oz) du point M.

. J
Illustration graphique : \b n
e L’axe (Ox) est 'ensemble des points dont < (([
affixe est réelle. n \S)' R | 6)
N [
e L’axe (Oy) est ’ensemble des points dont \b .
I’affixe est imaginaire pure. !
s S
0 ~ !‘Q (‘&) ,(xi
\\ :
-Lm\b)..- - x q,(@
,—[Proposition 3 (Propriétés de la conjugaison)} N
Soient z et z' deux nombres éomplexes. On a les ;;(;priétés suivantes.
o (2)=2 ezt =z+72 022 =72
L J
r-[Proposition 4 (Propriétés du module)} N

Soient z = a + ib et 2’ deux nombres complexes. On a les propriétés suivantes.

e z2=0 < |z|=0
2 1 1 z a—1b

= 2z et donc si 0 alors — = ot o Ll s,
S i i T a+ib [2]2 a® + b2
o |z[=|z]
o |22/| =|z||2| et si 2’ # 0 alors ‘i :M
2! ||

S Sl e S e N S i S L S R ¥,
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Proposition 5 (Liens avec parties réelle et imaginaire)]

SEtzza—kibGC. On a:
z24+z z2—2Z

o TRe(z)= et Zm(z) = %
o [Re(z)| =lal < Va2 +b% = |z| et |Im(z)| = |b] < Va? + b2 = |z|.

Exemple 2.1. Résoudre dans C l’équation (£): zzZ+ 3(z — z) = 13 + 18i.

Sedk 1€ €. On & 8’-5-,\-5\‘6(?2 or g-i:ZiTM(g):Zlb avec g:cu—'\l:.

%e qoe(é) &S %78 + 3 (3—-"&) = 13+ 1§ ) oy dles @)oud'(%
& fa3= 13 ¢ el e){ma(s\\\au'u

e;( 2Tm(g) = \ 8
— 1a%skte 1B
R Sek(E): [ 2435, -2+ ]
(::5 1&2:11

b-3

Corollaire 2 (Caractérisation des réels et des imaginaires purs)}

Soit z € C. On a les équivalences suivantes :

e 2R <« Im(z)=0 << z=z2
e 2€iR = TRe(z)=0 = z=-=z

2.3.2 Affixe d’un vecteur et inégalité triangulaire

r{Déﬁnition 2}
On munit R? de sa structure euclidienne usuelle, et d’un repére orthonormé R = (O, e, 62).

On dit qu'un vecteur v de R? est d’affixe z = a +ib € C si ses coordonnées dans la base (e;, e2) sont (a, b), autrement dit
si v = aeq + bes.

f—( E;;;gtion 6 J N\

Soient v et v’ deux vecteurs de R? d’affixes respectives z et 2.

e La norme du vecteur v est ||v|| = |z|.
e L’affixe du vecteur v 4+ v’ est z + 2.
e Si « est un réel alors le vecteur av est d’affixe az.

—
Si M et M’ sont deux points d’affixes respectives z et 2/, alors le vecteur MM’ est d’affixe 2/ — 2.
Par consequent, on a MM’ = HMM’

Illustration graphique : ‘3 1
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/—( Proposition 7 (Inégalités triangulaires)}

Pour tous z,z € C, ona:
o |z +2] < |2 +[7] (1)

o ll=12] < |lol=11] < Je+ 2l 2)

8

Illustration graphique :

2.3.3 Equation d’un cercle

On munit R? de sa structure euclidienne usuelle, et d’un repére orthonormé R = (O, el, 62).

Soient 2 le point d’affixe w = a + ib et R un réel strictement positif. On note C(£2, R) le cercle de centre € et de rayon R, et
D(9, R) le disque ouvert de centre §2 et de rayon R.
Pour tout point M d’affixe z = x + iy, on a les équivalences suivantes.

MeC,R) < QM=R
— |z—w|=R <= |z—-w|?=R?
= (z—-a)’+(y-b)?=R?
De méme :
MeD(Q,R) < QM<R < |z—w|<R
= (z-a)’+@y-b* <R

Exercice de colle (El)W

Representer 1 ensemble £ des points M d’affixe z tels que Z = c

1 soit imaginaire pur.

Soik rs_—_c)c.v\'«a e C tel Ctuu.. %:.é*f. Cie (’X,‘a)#((lo))' Oa a Qngﬁfququ‘,@na,,-.

FeRe 2+2-0¢6 532,572, p
%- T -
& 53-2) (-4 (57-2) (3-1) = 0
& 5‘11*55-2’54—2+S—&1\5-53—lé+2=0 &)
&= ‘Olg\z_j('g—t%)Jf [ i A
(:) 10 (‘)C‘x&-%')— Tx 2o + bh=0 P i/lo 7:,(_

= Sat_Txs 53" +¥-0
=> fll—g_qc 4 b"-l L.

<=>fl(3)e £la, ) ave (1 0)
On feMarque que (4. ol $la },)20, ? Jauk Yonleon diy mobukoons .
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2.4 Nombres complexes de module 1 et trigonométrie

2.4.1 Définition

Définition 3]

On note U ’ensemble des nombres complexes de modules 1 :

U={z€C, |z|] =1}.

Ainsi, ’ensemble des points de R? dont Daffixe est dans U est le cercle de centre O et de rayon 1.

4

Par propriétés du module, on a les assertions suivantes.

e Sizet 2 sont dans U, alors zz’ Iest aussi.

e Si z est dans U, alors —z et Z le sont aussi.

’ 1
e Siz est dans U, alors |2|? = 2Z = 1 et donc ~ = % est dans U.
z

2.4.2 Notation exponentielle des complexes de module 1

Soit z = x + iy € U. w Ny
Y ) S e
Onadonc| 2% +y? =1 |eten particulier, M d’affixe z appartient :
au cercle de centre O et de rayon 1. N 1
\ ’,

Par conséquent, il existe un réel ¢ (unique modulo 27) tel que : J :

A

1 x = cos(t) et y = sin(t) 1 N N s

b [4
On obtient alors z = cos(t) + @ sin(t).

‘{ Définition 4}

Pour tout z € U, on sait qu'’il existe un réel ¢ (unique modulo 27) tel que z = cos(t) + isin(t).

On note alors z = e*.

Cette notation n’est pas choisic au hasard. La fonction exponentielle réelle vérifie certaines propriétés algébriques. On va
montrer que ces propriétés sont encore vérifiées pour les exponentielles d’imaginaires purs.

On rappelle pour cela quelques formules de trigonométrie élémentaire qui se démontrent géométriquement (revoir précisément
le théme 2 du Vade Mecum).

21



Mathématiques PSI : Volume 1

S. Dion
~ Proposition 8 | g
Pour tous a et b dans R, on a :

e cos(a+ b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

e cos(a —b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

e sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

L e sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)
~ Proposition 9 | .

Pour tous 6,0" € R, on a :

o ef=¢" = 9=0/2n
o ¢i0 — 10 o ¢if x it — i(0+0")
i0
N 6_16 — =0 5 % — (i0-0")
k 5 - - : ‘ I
Preuve. Q‘ - e(G = (_00(9)4' N M,\(g) - (6 )+\ AN (9)) (déf & )
& \wl(e)= «(6)

£
anl®) = s
& 6= 6 1]

([ umict de, @a.n\'\'e, el ﬂflh\a&\\am>

~ . ©
2 (@(®) +ieml6)) = 0 (0)ienl0) = (0:8)+ism(-6) = @
(d”gh) (dé§ «)
5 %:.e'o@&dl,ﬂno&uet/l dmc ’6%-_4 e ‘i{izi Ouny A -—Tg Q~;9
' el é_'._ed ] |
\© o
v 2o = (@l®) i) (6(¢) +iwm(0))

( (0) @(e’) - anl9)in (8 )

= i(6+9’)
gy <
e .
i G 6
; :Q_fé' = e f-{-.", = ¢ xe

22
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En utilisant le quatriéme point, on montrerait le résultat suivant par récurrence sur n € N. Puis en utilisant, le troisiéme
point, on étendrait ’égalité & n € Z.

Corollaire 3 (Formule de Moivre) |

)

VOER, VneZ,  (ef)" =¢mf

ce qui s’écrit aussi (cos(ﬁ) + isin(ﬁ)) = cos(nf) + isin(nd).

Exemple 2.2. Exprimer cos(4t) en fonction de cos(t) et sin(t), puis comme un polynéme en cos(t).

Pan Qe {amede e (loivte (Q“')" s o' e (WE) x Lwnlad) . ;
(e‘*)l' - (@) +iolt)" = @t M bl iwlh éao‘(*)\im\ﬂ)’»‘\m(r)(w\\“lﬂ)
bin. de v (i)
Newton .
(o(kk) = Re ((ew)") - o ) - 6 @t(y) ently) 4 (¥
- 0 N-6 e M-oln) » (4-&MW)*" .
= % ' lt) - 8 ) + A = Clamlb) avee PX) = 5 ey LT

En utilisant les propriétés précédentes, on obtient aussi trés facilement le résultat suivant.

rPli'roposritioril 10 (Formules d’Euler)}
Pour tout 0 € R, ona: R

i0 | ,—i6 0 _ —i0
cos(f) = Re(e'?) = % et sin(9) = Zm(e) = S

2.4.3 Techniques de calculs a4 maitriser

Linéarisations

On a parfois besoin de linéairiser des expressions du type cos™(z), sin”(z) ou encore cos™(z)sin®(z), par exemple pour en
chercher des primitives, ou encore des développements en série entiére.

On peut pour cela :
e Utiliser le formulaire.

ou

e Exprimer cos™(z) et sin”(z) en partant des formules d’Euler, développer complétement en utilisant la formule du binome
de Newton, et enfin regrouper les termes ¢*** et ¢~*** pour faire apparaitre des termes cos(kz) ou sin(kz).

Exemple simple : Linéarisons cos®(z)sin(z) de deux fagons.

cos®(z)sin(z) = cos?(z)cos(z)sin(z) = %(1+cos(2m))sin(2x)

1 1 1 1

= —sin(2z) 4+ - cos(2z)sin(2z) = = sin(2z) + = sin(4x)
4 4 4 8

ou

COSS(LE) SiIl(.’L‘) = 521‘1-(6“ T e——w) (Cz.z o e—u:) — _ézg(cz&v + 30“ i 3e—u + efz?w)(em o e—z.t)

= _'(ez4cc + (3 . 1)6221 Nl (1 o 3)6—221 _ e-—7,4x i (3 o 3)ezO£)

[N
~

.%((e“’ ety 4 g(etr Ci4:u)) _ %(sin(4x) + 2sin(22))

Co|
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Exemple 2.3. Linéairiser‘sin‘r’(a:). g ‘< . . : i S
Milx) o A i e i A (Q‘ kol S el (W S e
S S =
im zs.b . . (bin.ds Nowhon)
= B $x  _isx B i x) " -cx)
- — - . - ’ Q — Q + |O L —e
TRy (Q 2 ) S ( ( )

- T{E (Jan\\sfx)w S snl(32) + 10 mn(x)

Méthode de ’arc moitié
On est parfois amené a factoriser des expression du type e'? 4 ¢! par exemple pour en déterminer le module et I'argument,
ou pour en déterminer la partie réelle et la partie imaginaire.

On retiendra la « méthode »plutot que le résultat lui-méme. L’idée est de considérer 'angle moitié e q.

Onadoncp#p—;q-FTq et g = ptq_ P-4

, et les propriétés algébriques de la fonction exponentielle complexe, nous
permettent de faire apparaitre les formules d’Euler.

~ Proposition 11 |

J N
Pour tout p,q € R, on a : Pour tout t € R, on a :
o CiP | i = citF? (ei%g + c_“%‘l) = 205 (p_;q) ol b3 o 14 it =¢it (o‘i% + Ci%) = 2cos <%> it
o ciP _ it — ci®3! (ci‘n%q - e““%i) = 2isin (%) ettt o1 —cit =¢it (e"% - ei%) = —2isin <%> eis
,

r—[Exercme de colle (El)

Pour n € N et 0 e R, calculer les sommes suivantes.

- Xn% ( ) cos(kb) et Sy = kzn::o (Z) sin(k0)

>,

0“ Qs 2oy ' . ‘
2= C:H Sn %—. 2= \:) { C@(\z@)n&‘h(k@)) = M (Q\e)k {ﬂo‘m)

e

0

HEPL
|

- (Q-.e*i)"‘ (b\\.o\x\ﬂw&y-
: (Q-\e/z &Q;e/z -‘9/1> iGﬁ)“(ano(%))m | Euler ).
\ o gl qm)
Z
Ehdme. |C, - Rdﬁ.\); " @"(2) w @Z o)‘{i& Inl). N’ )/’“‘[“ ﬂ
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Exercice de colle (El)}

Pour n € N et 6 € R, calculer les sommes suivantes.

Co= cos(kf) et S, = sin(kd)

k=0 k=0

O be , & : ) n \ . o ' .
R=o

‘loim& ‘o ) O
\&QM: %\ GEOTUT] o.\mo .Q,‘ = 4 oY 2:“-_;(1\»..\—\ . :\Dcm_e, Ca= M4\ &F &!\- .

M. W ©+0 (ev] el €44 o ona -

i ' n N 9 \Mh)/
e i \GV\\H)‘ RGV\*‘) RSN 0/;, .Q,‘ 2
2, . 4.E° AL e 2 ¢ =
. — = = = s % A
A— - Q ! qO(W \ - -Q Y Q < - -e
in® gy, snd)

Zn- oM A ) O4) Coz Rel2n)= lng) « 2T

S (64) « z ))

. o Xy - n(m41) /2
Kq: On pountald poumnw v e caledd am S Tnl2) - JZ"““%) s “n(e)
= Lindaudomd Coolp) Wlg) - s (phunly) . 5
2.5 Forme trigonométrique ou exponentielle d’'un complexe non nul
Dans tout ce paragraphe, z désigne un nombre complexe A
L’écriture exponentielle a été définie pour les complexes de module 1. . (e) ’5
A la maniére d’un vecteur qu’on divise par sa norme pour le rendre b e k. T }_
unitaire, on divise z par |z| qui est non nul, pour le «rendre » de : lbl
module 1. & ! N
Puisque é est dans U, il existe un unique # modulo 27, tel que : @(0) |4
2 = ¢ ou encore z = |2|ei.
||

~( Définition 5 |

Soit z un nombre complexe non nul. On note r = |z|. Alors, il existe un unique § modulo 27, tel que :

o z=re (écriture complexe)

o 2 =r(cos(0) + isin(0)) (écriture trigonomeétrique)

—

—
Avec les notations précédentes, 'angle 6 est aussi l'angle (e;, OM) ou M est le point d’affixe 2.

On dit alors que 0 est un argument de z. On note :

0 = Arg(z)[27).
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Exemple 2.4. Ecrire sous forme exponentielle le compleze z = 1 + i/3. on Qa daix o \Y\—:Z- s L
: A 4 T\ . - T
4= 2 (4+5) - 2(@@iimly)) - 2%

>0
Exemple 2.5. Donner le module et ’argument de z = —3e'® pour a € R. A =5 \(O . On 2014)’ == éein’
Yo o 3e™l s ez 32 T gngig) s o
>0 }) I\r%%)—(h’-\—oL Dol .
On peut utiliser les propriétés de ’exponentielle €' pour obtenir des propriétés sur les arguments.
~{ Proposition 12 | \

Soient z et 2z’ deux nombres complexes non nuls. On a :
o Arg(z) = —Arg(z) [27]
o Arg(z2') = Arg(z) + Arg(z') [27]

. Arg( ) = —Arg(s) [r]

o Arg (zi) = Arg(z) — Arg(2’) [27]
Preuve. On note 7 = |z| > 0 et ' = |2/| > 0. Ainsi, si 0 et §’ sont des arguments de z et 2’ respectivement, on a : z = ret?
et 2/ =1'e?
_io . _
‘5 (ﬂ@ ) = L& dimc Ac%(b) -6 = -ﬁr%(@ {lu_l.
© T {©+6')
5 ‘. \ {6 1O« )
Y= N2 e = (L[L;Q dume Ac%(%'&) 81+0'= R«ﬁ(‘g)* &r&(g fDT]
\(ﬁ(

cE A s Ao dne Bgld) - 6= -hqly) el

Cfun o, 2 ponte pucsdamds ;
ﬁc%[%)—, Af%(%" %) = Aegly) + Acg (%) = ﬂrro(}))—ﬁr&\“g’) Qﬂ.m

Exercice de colle (E1) |

1. Déterminer des réels A (amplitude) et ¢ (déphasage) tels que pour tout ¢ € R, ont ait : 2 cos(t) —3sin(t) = Acos(t—¢).
2. En déduire la résolution de (£) : 2cos(t) — 3sin(t) = 0.

4 O {uv oppmae Lo fomule @ (6-) = oo (k) (@) + SinlHanfey)

On QG.C}UL(S( P v(Z) 4,(~) U_:'T “\14 .
Lanld) - Sanlt) = I3 [ 2 aal) s G2 l) Rl
\)TS i3 W0 BN

~—

Ate s 4 = g J
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On pox) = - Areeor (2 ) Onepm- FLER, 2alr)-Yenl1) Awlt-)
A- Viy
3, telle) & &l - danlh=0
SR @ (@) =0
@ t-@ =T Ir
& TkeZ, b= QT skT.

Sob (&) = ]- Accan(Z) 4+ de, & e2].

2.6 Racines n-iémes

2.6.1 Cas général

On retiendra la proposition suivante.

f{i)roi;v()siti;; 1 3}

Pour tous r, 7’ € R strictement positifs, pour tous 6,0 € R, on a ’équivalence suivante : W
r=y
re? =r'e? = et
0 = 0'[27]
\ »,

Soit m un entier naturel. Les racines n-iémes de 'unité sont les solutions de I’équation :

= 1.

Il est évident 0 n’est pas solution. Soit donc z un nombre complexe Il s’écrit de maniére unique sous la forme z = pe'?
o p est un réel strictement positif et 6 est défini modulo 2. On a alors les équivalences suivantes.

lin/n
_— linin
= ] = pnein() = 1= 1ei.0 ",'
p" =1 (car p" > 0) A
= et
nb = 0[27|
2n/n | =i
p=1 (carp>0) e : s,
= et 9
Jk € Z, nf =0 + 2kn
p=1 2 Thiz
et /
—
2k p
ez, =0 o

Et comme 'exponentielle complexe est 2im-périodique, on peut démontrer que cette derniére condition équivaut a :
p=1

et
3k € [0,n - 1], gt

n

2" =1
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2.6.2 Cas particulier : racines carrées

Dans ce cas précis, on peut chercher les solutions soit sous forme exponentielle (cf ci-dessus), soit sous forme algébrique. Il
faudra prendre de le temps de réfléchir a la solution la plus adaptée.

e Sous la forme trigonométrique : Soit Z € C. On cherche z € C tel que Z = 22,

—SiZ=0alors: Z=2? <= z=0 (une seule solution).

— Si Z+#0,onnote R=1|Z| >0et = Arg(Z)[27]. Ainsi Z = Re'’.
Le complexe z = 0 n’est pas solution de Z = 22, on cherche donc les
solutions sous leur forme exponentielle z = re'® avec r > 0 et a €R.
On a les équivalences suivantes.

7 = 22 — Reie = (reia)2 e 7,2822'(1
R =12 (car R,r? €0, +])
N et
0 = 2a[27)

r=vR (carr>0)

=" et
dk e Z, 0 =2a+ 2kw
r = VR

— et

Jk € Z, a=g+k7r

— z=¢02 ou zze’jé/z*"":—ew/2

e Sous la forme algébrique : On écrit Z = A +iB et on cherche z = a + ib tel que Z = 22

On identifie parties réelle et imaginaire. La résolution est beaucoup plus rapide en ajoutant au systéme 1’égalité des modules.
Il faut absolument y penser.

Z=2> < A+4iB=(a+1ib)?=a?—-b*+ 2iab

a?—b=A (1)
— 2ab = B - (2)
[|Z| = |22 ie a?+b?=VAZF B2 (3)

Les égalités (1) et (3) permettent de calculer a? et b%. Et on obtient exactement deux solutions opposées pour z en utilisant
(2) qui donne le signe du produit ab.

Exercice de colle (El) ]
e T TP }
Soi¥ Q= ax b € £. Ona by éc(woabnch Ruivontiy -
2
I 1721*= 12|
(CH\‘\))'Lf; - 1*2'\\

= als bt - \’124,2,12. :\}62{ Ay ) Z
aLbt. _1 0(0/) (TITTS aree du

‘Qab ~ _24 AOT\\'Z :
) 3 ’84 = (5-(1\
(__f:—> 01 - T(zg-l):j, ,sz: _’S J’L"“
bq‘. ‘E(Zf+¥);(‘

ab--12 {O 28
(4, do HGNs Oppudes )
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2.7 Equation algébriques de degré deux

La résolution se fait comme dans R, a ceci prés que, dans C, un nombre complexe non nul a toujours deux racines carrées
distinctes.

Ainsi, lorsque le discriminant A est non nul, ’équation de degré 2 associée a exactement deux solutions distinctes, et lorsque
A =0, elle a une solution double.

Exercice de colle (El)J
Déterminer les solutions def: (12 — 3i)22 — 8iz + 32i = 0. J
' di&c/wninwn\r anout 6 Ldguehwm oy on Radrensx )
= CHY b (- = R (-4 - 4 (-3 ¥= % l-?r-l‘:i)
= d 2 0.
i (8 (3)"

Demc Q'c'clua)i(m paide £ Mok g,

8¢ 4+ B(3-%) I Y ON V¢ l
T S e x ) ¥(S 'S)

4
?
$i-30.6) - 3 (3+5) ¢ (J>+§‘)(Q+t)_v 4
3

2.(\2-31) 2xy. A (] %17 -H—;,ﬁ()
A

W

S

g

1]

Sz

——

(&) %}—l}‘&) ) %(—/i-fl)

2.8 Exponentielle complexe

A ce stade, exp(z) = € est définie pour z € R (la fonction exponentielle est I'unique solution sur R de 3 = y vérifiant

y(0) = 1) et pour z = it imaginaire pur. Dans ce paragraphe, on donne une définition de exp(z) pour z € C et qui prolonge
celles que I'on connait déja.

2.8.1 Définition
{Définition 6
Pour tout z = x + iy € C avec (z,y) € R?, on pose :

e =exp(z) = e® x e = ¢° ( cos(y) + isin(y)).

Ainsi :
e Siz=1x€R,alors e = e® x €0 = ew(cos(O) +1 sin(O)) =
e Siz=iyciR,alors e* = e x eV = €'V,

Exemple 2.6. Calculer ¢ avec z = In(2) + z%

it d%ﬂ\i}cm) e S - -sz)xQ“Tg ? (Cm(lg)ﬁk‘“lﬂ;)).’ Z[%“\Lj PR

1)
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On a les premiéres propriétés suivantes.

{ Proposition 14 }— ;
Pour tout z = z + iy € C avec (z,y) € R%, on a :

o |e*| = |e® x e¥| =] " | X |eiy| = e,
>0 ]

En particulier, e* # 0.

o e7 = e x e avec € > 0 donc Arg(e®) = y.

2.8.2 Propriétés

Proposition 15 (Propriété fondamentale)}

Pourﬁgc;‘rci(z, 2')eC% on a:

! ¥ &
ST = e* x €e* .

Prewve. O Galr 3= o0 +iy o 3= iy’ (Qovonay Q\c&é\a\ic‘uu)
KS2S (raad) & 1 gey) & (xinc') Clurw).
\d = & d:ﬂg 2 X € 9 ‘3)

et (g( \melzha) X (Q«'x Q{("') = (g'x;cix'> xk&“& xew)
—~ ani'x’ y .Q," U@*b') (()7067' &\‘QKPO“QMHQJ\\(MW&L’ GX'OPS)
PAEY

-

O
On pourrait en déduire les propriétés suivantes.
r—(‘Corollaire 4) ~
Pour tout (z,2') € C%, on a:
1
o _
o ()=~
! e’
o 777 = o
e pour tout n € Z, (*)" = e™*.
8 J
Proposition 16 (Périodicité)} ~
Pour tout (z,2') € C%, on a:
e = < 3Fke€Z, z=z2+2kn
— 2z-2 €2nl
)
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. [} , ¢
Preuve. On éw\' %': oC & f‘vb oY ’S': QC'* l"a aute OQOCIUA;V& 2 m
¢ ] actiau!
ke 9
Cha e = . L x’ iy’
=S gf;(@,“a = L x2
79 20 ,2 ?rop.\'S.
1™ - o
-ey / !
9 zq' [27] )

¢ o
> oo o TRC2, Yz yr2eT o Fre Z, s Yr2IET

Exemple 2.7. Résoudre (£): e* = 2i.
On ¢ oY 3= m+(\0 aute oc,coc“iR.

: W,
0*- 2 = ¥xe'? - 2; - fe

S

ple) 20

C::) Q'x: 2 tex=bal2) S(SQ«KC) c[l—QMQ) ¥ ;E thkE hﬁﬂ]

&
yzV 2w
2

Plus généralement, si a = e est un nombre complexe non nul donné sous sa forme exponentielle, pour tout z = z + iy € C,

on a les équivalences suivantes :
ef=q < e*xeV=rxel

v
— et

y = 0[27]

=7 (carre* €]0, +oo[)

z=1In(r) (carr >0)
= et
ke, y=0+2kn

— TFke€Z z=uc+iy=In(r)+10 + 2ikn

En conséquence, on a :

e L’application exp : C — C n’est pas surjective, car 0 € C n’a pas d’antécédent.

e Tout élément de C* = {z € C, z # 0} posséde au moins un antécédent dans C par Papplication exponentielle.

e L’application exp n’est pas injective, car avec les notations précédentes, le complexe non nul a posséde une infinité

d’antécédents & savoir :
{In(r) + 0 + 2ikn, k € Z}.

Celan’a donc aucun sens d’évoquer « la bijection réciproque » de la fonction exponentielle,
lorsqu’il s’agit d’exponentielle complexe.
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2.9 Interprétation géométrique des nombres complexes

Dans ce paragraphe, le plan euclidien R? est muni d’un repére orthonormé R = (O, e1,e2) et un complexe z est identifié au
point de R? d’affixe 2.

2.9.1 Alignement, orthogonalité

/-{Proposmlon 17 } S

Soient A, B, C' trois points distincts de R? dont on note a, b, ¢ € C les affixes respectives. Alors :
Arg( ) (E A_C)

Par conséquent, on a les caractérisations suivantes.
C —_
b -

e A B,C alignés <+—

o (AB) L (AC) HE“R

3

Preuve. b-a = Q__Q‘e LAY ’Q[C‘H;KQ dM._ M‘CC\’WA. A(S AM(, @ = (E’s i m) EZT]
N
- P"Q‘x m} Q‘of\(a dM (U'(C/‘W A"Cx do‘ﬂ(, 14 = (F‘. E‘C) {Z'K]

qins( Ar% (

) = P\r%(a— @) - A«ﬁ(b a)= o - & (%)

e Rt .
= (R0 - (0,1 . (R Ae) ().
N
Donc A.(S»Ca\iy\& Lf—:b(»A_’(S, P?)sofﬂ (= -2 ¢R = \%‘_0_‘_ ER
_— D-a e
(A6)Lhe) & (f,82)2 L) o ©2 €iR (= bo € R
; b-a C~-o

Exercice de colle (E2)J

Dans le plan euclidien R? muni d’un repére orthonormé, on se donne deux points A et B.

s
Montrer qu’un point M appartient au cercle de diamétre [A, B] si et sculement si les vecteurs AM et BM sont orthogonaux.

On note a et b les affixes de A et B.
Le centre du cercle C de diamétre [A, B] est le milieu 2 de [A4, B] et son affixe est w = —[od- b).

Soit M un point du plan dont on note z l'affixe.
On a les équivalences suivantes.

Mec £ QM——AB >haat- AG® .
& h 130 < 1ball i ‘”"j,-(“"h)
(:3 (9.&-(&(5))(7.'},-(&%)) = (b= )(b‘“) 2
(= ‘1%3 iy (Cd‘b)g —2(i+g)3{-(},ﬁia§+ ba +)5§

= bb ¥ aq - QL ba

= 2%6 (“'b)}s “*%*“‘Hba O (om o diviye @M,Z)
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i B 7 B A, B

. -Q -5 ™
AM L BM & (4 21] (=D =2 £ R f==3 Sk -4 \=0

3-b 3-5  \§-»
& (3-4)(3-5) 3 (4-9) (3-8) = 0

& 247 ~ L (@4D)-Tlarb)« ob 4ab= 0

e @ ( of e/tiw\m\mm Prercfclml;a.

0
2

2.9.2 Transformations élémentaires

On rappelle la proposition suivante.

z—[Proposition 18 )
On identifie un élément z de C au point M du plan R? muni d’un repére orthonormé, dont I’affixe est z.
Si b € C, lapplication z — z + b correspond 4 la translation de vecteur @ d’affixe b.
Si a = re'? est un complexe non nul, Papplication z — az = re*?z correspond 4 la similitude de centre O, de rapport
r > 0 et d’angle 0, c’est-a-dire la composée de I’homothétie de centre O et de rapport r et de la rotation de centre O
L et d’angle 6.

Illustrations graphiques : 9

2.10 Quelques remarques importantes

2.10.1 Erreurs fréquentes a éviter!

e Premieére erreur :

( On ne peut pas écrire des inégalités entre deux nombres complexes. )

Ainsi, cela n’a aucun sens (a priori) d’écrire Mz

e Deuxiéme erreur :

[ La fonction racine carrée n’est définie que sur R*. ]

C’est une erreur d’écrire M En renvanche, on peut dire que 1 + i est une racine carrée de 2i.
e Troisieme erreur :

L

(’est une erreur d’écrire lorsque z € C. Cette erreur est souvent commise dans le calcul de primitives.
q p

' La fonction In n'est définie que sur |0, +oo[. ]
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2.10.2 Synthéses de résultats précédents

Il y a trois fagons de définir un nombre complexe z (éventuellement non nul).
e Forme algébrique : z =1z + iy avec z,y € R.
e Forme exponentielle (si z #0) : 2 =re? avec § € R et 7 > 0.

e Forme trigonométrique (si 2 #0) : z = r(cos() + isin(d)) avec € R et 7 > 0.

Oon utilise ces notations dans les deux énoncés qui suivent.

,-—(Proposition 19 (Caractérisations d’un réel)]

Dans le plan euclidien R? muni d’un repére orthonormé, on note M le point d’affixe z. On a les équivalences suivantes.

z€R y=TIm(z) =0
z2—2=0

Z=2z

Arg(2) =0 [n)

I S A

M € (0x)

2 J

/—@roposition 20 (Caractérisations d’un imaginaire pur) }
Dans le plan euclidien R? muni d’un repére orthonormé, on note M le point d’affixe z. On a les équivalences suivantes. W

z €iR z=TRe(z) =0

1111

2.11 Applications aux autres chapitres

2.11.1 Suites Numériques

Exemple 2.8. Déterminer les suites complees (wn)nery vérifiant : ¥n € N, tnyz — tny1 + (1= i)un = 0,
L' Q(Cluah'uw CwaCMm*clu aouée WY al_n 4 (4-1)=0.0n Pom\a rowrta s feccng,
am ladand D eormme dams o pa,xacdmph 2.6.9. qmm emasque que B
racine . L'aukre a'obkiont o tomarguank que Qa somme ds aina puk
Nang= 4,

Ay ==t & Moz A4 . Doae B sl aduhing amT &, wib

(Atomy B () Gk A o v o,
me
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2.11.2 Fonctions dérivables, équations différentielles

On rappelle la proposition suivante.
{'Proposition 21|

Si ¢ : I —> C est dérivable alors I'application F' : z — ¢®(®) est dérivable sur I et on a :

Vrel, F'(z) = ¢/ (z)e?®).

En particulier, si ¢(x) = (a + ib)x avec o = a + ib € C, alors avec les notations précédentes, [(z) = (a + ib)e(@ )=,
Exemple 2.9. Déterminer les fonctions complexes [ deux fois dérivables sur R et vérifiant : [ — f'+ (1 —i)f = 0.
C'oy ome éctua.kb'\ &aﬂ@he_\h Ddane dlecne 2 ln.omo(@u , @ mﬁm\m& Conthamds. .
r o —~ e .
Son JCtua)'t‘m. Caxadw&hvtm oROLNEG Y  AT_a 4 (4. i)=0 dok b &

cocne dotinds, pmmt P it R P52 sl il

Dd\r\c Qb ch}\(w.; &ﬁQ,u)'\O'\a /BUV& &

e A ™ e R A k) -inm) + Be ™[ @hyiinnio)
avte B,Q €
Con. &- diwe

aC —s CMVK)(A"QQ")* ‘M\"W)((SQT—A) ovee AR €@

2.11.3 Intégration

On déduit du paragraphe précédent, les primitives suivantes pour des fonctions exponentielles & valeurs complexes.

( w 1
% Si o € C est non nul, alors : / e®tdt = —e®® + (. 1
l [0}

On utilise ces primitives pour calculer (on suppose ici (a,b) # (0,0)) :

x T T xT
/ e cos(bt)dt = Re (/ e(a“b)tdt) et / e sin(bt)dt = Tm (/ e(““b)tdt)

- ] _ b
avec / eloridltqy  — p Z,be(‘””b)z +C = ;—_*fl)zeal(cos(bw) + isin(bx)) + C

GU.I

e : .
= <m(a cos(bx) + bsm(bw))) +1 <m

€R car a,beR €R car a,beR

(=bcos(bx) + asin(bz))) +C

avec C = A+iB € C. Et donc :

axr

a? + b2

,az

m(fbcos(bw) + asin(bx)) + B

/ e cos(bt)dt = (acos(bx) + bsin(bx)) + A et / e sin(bt)dt =

avec A, B € R.
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/2
Exemple 2.10. Calculer sin(2z)edx. Y, f
3 x /0 e T Lx T 5 (HZ.)'LdO
L mlen) e¥de = Ten (), @ @ de) -

= > I KU !
= A A Wi N e +iT o )

Lo (“_i_-_i*' (—J’h 1

[+ 87

g .

—

[

Yy

i =t
3
o
N
n
.

A %) PQA ?i Ca.hﬁno ; A x /e )

o3 ooy mlae) e de = 2 (™d
o S

On verra qu’on peut aussi calculer cette intégrale par une double 1ntegrat10n par parties.

/ 5 C
Exemple 2.11. Déterminer les primitives de [ : x — —l—— &/v\ N\ Q/\Y ()um U\J‘/Tm A

‘é‘(éq L-t+0 &mc%o& &at(w g)'chw\n.bt. we i

Ve, fw - Lol ox o A
%l A 41 X"+

< «

Donc %k)dm = | Eodetd jj{’ /Ué,\(vc Yt) ¢ Adombe ) +C
o (Cem)

‘L. TRV | oY/ ¢ N ’14 [ Tayt e .

Exemple 2.12. (Concours Commun Mines-Ponts 2021 Maths I PSI)
On fize ici un nombre complexe z tel que z # 1 et |z| < 1. On introduit la fonction :

L:z»—)/ i dt.
0 1—1tz

1. Montrer que, sur le segment [0, 1], la fonction L est convenablement définie et de classe C.
2. Donner une expression simple de sa dérivée niéme pour tout n > 1.

Correction :

1. Posons £4(t) = , de sorte que L(z) = / £(t)dt.
0

2
1—1z
eOnalz| <1etz##1. Pourtoutte[0,1]:

— Sit € [0, 1] alors, puisque |z| < 1, on |tz| < |t| < 1 et donc tz # 1.
—Sit=1,alors 1 —tz=1—2%#0car z # 1.

Ainsi, £ : t —

est bien définie sur [0, 1], et elle y est alors de classe C*° comme quotient de la fonction

constante t — z et de la fonction affine ¢t — 1 — £z qui le sont.
X

e La fonction L : z +— / ¢(t)dt est donc bien définie sur [0, 1], et, puisque £ est continue sur [0, 1], par le

0
théoréme fondamental du calcul intégral, c’est une primitive de £ sur [0, 1]. Comme £ est de classe C*, sa
primitive L ’est aussi.

, L est de classe C* sur [0, 1]. |
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(n—1)z"

2. Montrons par récurrence que ' pour tout n € N*, L™ (z) = 0 a2 pour t € [0, 1].

* On a L' = ¢ donc la formule est vraie pour n = 1.
(n—1)lz"

(1 —z2)"
Alors en dérivant cette relation (avec la formule (u®)(z) = av/(z)u® !(z)), on obtient

x Soit n € N* est tel que Vz € [0,1], L™ (z) =

— DIz"™ x (=n) x (—2) plg!
1 (n+1) s (n =
Vzel0,1], L () (1 — z2)n1 (1 — zz)n

qui est la formule voulue au rang n + 1.

(n—1)L"

On conclut par récurrence que l'on a bien :| Vn € N*, Vz € [0,1], L™ (z) = i
=iz

2.11.4 Algébre linéaire
Exemple 2.13. (Centrale 2014 maths 2 PC) On rappelle que pour toute matrice M € Ms(C) il existe un couple unique
de matrices (U, V) € Mo(R)? tel que :

M =U+1iV.

On munit Uensemble C = My (C) des matrices complezes & deuz lignes et deux colonnes de l’addition +, de la multiplication
x usuelles et de la multiplication par un réel notée - et définie usuellement par

QD Aa  Ab
VA €R, V;\/[:(C d>€C, /\~Z\/[—<)\C Ad)

Montrer que (C,+,-) est un espace vectoriel sur le corps R des réels et en déterminer une base.

Correction :

On vérifie d’abord qu’il s’agit bien d’un espace vectoriel (c’était admis dans le sujet). On doit revenir & la
définition d’espace vectoriel, puisque ce n’est un s.e.v. d’aucun autre de référence.

e Soit C est muni de loi de composition interne notée + :

CxC — C
(u,v) — u+wv

et d’une application (appelée loi externe) notée . :

RxC — C
(\v) — v

e (C,+) est un groupe commutatif, (+ posséde un élément neutre (la matrice nulle), + est associative et
commutative (car elle I'est sur C puisque My (C) étant un C-espace vectoriel), et tout élément de C posséde
un symétrique (opposé) pour +)
o V(M,N) € C2,V(\, pn) € R?:

A+ p).M =AM+ puM,

A(M+N)=XM+ AN,

Al M) = (X x p)M,

L = .
Car, M,(C) étant un C-espace vectoriel, toutes ces égalités sont avec des scalaires complexes. A fortiori
elles sont vraies pour des scalaires réels.

Et donc ’ (C,+,) est un espace vectoriel sur le corps R.

1. On devine la formule en calculant les premiéres dérivées de L’ = ¢ au brouillon.
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Il est ensuite immédiat, avec les notations usuelles de la base canonique de M3(R) que :
C = Vect{E\1,1E11,F19,iEh 9, Fa1,1E21, Ea2,1E22}.

Donc B = {F11,iF11, E12,iE19,F21,1F21, Ea9,1E2 5} engendre C (sur R).

Vérifions qu’elle est libre (sur le corps R).

Soient a31,b1.1,0a12,b12,a21,b21, 022, b2 2 des réels tels que :

a11B11 +b0111FE1 1 + 12810+ b121E12 + a1 B 1 + b2 198y 1 + agoFa 0 + by gtly o = 0.

a11+ib11 a12—|—’ib12
) donc : =t y G =il
On & don < a1 + ’ng)l a2 + Zb2’2

Ainsi tous les coefficients a,,, + by, sont nuls, et par unicité des parties réelles et imaginaires :

Y, € {1, 2}; e =bpp =0
La famille B est libre.

Conclusion :

’ B = {El,].)iEl,la ELQ, Y;EI)Q, Eg,l, 7,.E271, EZ’Q, 7;E2’2} est une base de C.

2.11.5 Géométrie
Exemple 2.14. (Centrale 2014 maths 2 PC)
- On note || la partie entiére du réel x.
- On se place dans le plan euclidien R? muni de son repére orthonormé canonique R, d’origine O.

Soit z un nombre complexe, de partie réelle x et de partie imaginaire y, tels que (z,y) ¢ R~ x {0}. On note

0(z) = 2arctan __y— et R(z)= 2
x+ /a? + y? 2(Re(z) + |z])
A.1 Justifier que 6 et R sont bien définis.
A.2 Lorsque z vaut successivement 2, = 4, zo = 2i, z3 = 1 — i\/3, calculer R(z), 0(z) et (R(2))%.
A.3 Vérifier que 0(z) €] — 7, w[ et que R(z) € P ={Z € C/ Re(Z) > 0}.
A.4 Représenter sur une figure le cercle C de centre O de rayon |z| et les points M d’affize z et B d’affize —|z|.
En considérant des angles bien choisis, montrer que

0(z) = Arg(z) = 2Arg(z + |2])

o Arg(z) désigne la détermination proncipale de U'argument du nombre compleze z.
A.5 Déterminer (R(2))?, 00 R(2) et |2|'/2e%(2)/2 en fonction de z, R(z) et 6(z).
A.6 Résoudre a laide de I léquation Z? = z, d’inconnue Z € C.

A.7 En déduire que R est une bijection de C\ R~ dans P. Préciser sa bijection réciproque.
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Correction :

A.1 On suppose (z,y) ¢ R~ x {0} et donc z ¢ R~ OU y # 0.
Siy#0, Vz2+y2 > Va2 = |z| > —z. En particulier z + /22 + 32 # 0. 6(2) est donc bien défini
(arctan est définie sur R).
Siy=0alors z ¢ R™ et x4+ V22 =z + |z| > 0. La encore, §(z) existe.
Pour tout complexe 2/, on a |Re(2')| < |2/| avec égalité si et seulement si 2’ € R. Plus précisément, si

Z € RY, Re(2') = || et si 2/ € R™, Re(2') = —|2/|. Comme z ¢ R, on a donc |z| > —Re(z) et R(z)
est donc bien défini.
A.2 Ona
0(z1) = 2arctan(0) = 0, R(z1) = ilfi =9 Blal =1
) = Raratan(l) = 2 filey) = i 1414, R(z)*=2i
2 V4

=—%7 R<23):3—@'\/§:\/§_

A.3 arctan est la bijection réciproque de la restriction de tan & | — /2, /2]
une fonction a valeurs dans | — 7/2, 7/2[. Ainsi

0(z3) = 2arctan(—v/3/3)

/—\
Qs
o]
o
£y
I
=
B
w
(o8
I
=
o>

=
@&
a
0
[
o
C
=
a

0(z) €] —m, 7|

On a Re(R(2)) = mRe(z + |2|) = W(Re(z) + |z]) et on a vu en A.1 que cette

quantité est > 0. Ainsi
R(z) e P

A.4 B est sur l'axe des abscisses et sur C, plus précisément a gauche de Uorigine.

B(zh

Soit o = Arg(z); on a donc z = |z]e"* et o €] — 7, 7| (o # 7 car z ¢ R™). On en déduit que

Yy _ |z| sin(a) : 2sin(a/2) cos(a/2)
z+/z2+y?  |z[cos(a) + |7 2 cos*(a/2)

= tan(w/2)

Ainsi,

arctan [ — 2| = arctan(tan(a/2))
T+ /22 +y?
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A.6

A.7

Comme «/2 €] — w/2,7/2[, la quantité précédente vaut /2. On a donc prouvé que
6(z) = o = Arg(z)

Par ailleurs, on a aussi ‘ ,
z+ |z = |z|(e"* + 1) = |2]2 cos(a/2)e™/?

Comme |z|2 cos(a/2) > 0 et /2 €] — 7, 7], on a donc

Arg(z+ J2) = & = 22

2
D’aprés la question précédente, Arg(R(z)) = Arg(z + |z|) = (z)/2. Par allleurs

CHIDE+ ) _ 2P+ 2l
ARelz) T 12) | 2(Be(a) + )

|R(2)* =
et on en déduit que .
R(Z)2 = 1R(z)‘2621Arg(R(z |Z‘61Arg %) e =z
De plus
0(z)
90 R(z) = Arg(R(2)) = Arg(z +|2]) = =2
et enfin comme |R(2)| = (|R(2)?)Y/? = |2|}/2
|z|1/26i6(z)/2 _ |R(z)|eiArg(z+|z|) = ’R(z)‘eiArg(R(Z)) - R(Z)

Comme z # 0, Z? = z a deux solutions opposées. On vient de voir que R(z) est une des solutions.

L’autre est donc —R(z). Elles sont distinctes car R(z) # 0.
La question A.3 indique que R va de C\ R~ dans P.

Soient 21,2z, € C\ R~ tels que R(z1) = R(22). En élevant au carré, on obtient z; = 2, ce qui donne

I'injectivité de R.

Soit 2/ € P; on a (2)> ¢ R~ car les complexes dont le carré est dans R~ sont les imaginaires purs

et ont une partie réelle nulle. De plus R((2')?) est solution de Z = (2')? donc on a R((2')?) =

4.

Comme 2’ et R((z")?) sont tous deux dans P (parties réelles de méme signe et non nulles) on a ainsi

R((z)*) = 2.

On a montré que R est bijective de C\ R~ dans P de bijection réciproque 1’élévation au carré.
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