Chapitre 1

Rappels sur les complexes

1.1 Introduction

Pour a € R, Péquation algébrique (£) : 22 = a n’a pas toujours de solution dans R.

e Sia > 0 alors (£) posséde deux solutions réelles distinctes : = \/a et z = —/a.
e Si a =0 alors (£) posséde une solution réelle : x = 0.

e Sia < 0 alors (£) n’a aucune solution réelle.

On imagine alors qu’on dispose d’un nombre i (forcément non réel), solution de I'équation :
22 =—1.

2

Grace a lui, les équations = = a avec a < 0 ont maintenant, des solutions :

=0 <+—= 22-a=0 <= 22— (iv/-a)?=0
= (x—i —a)(x+i —a)zO

<= Tr=1iy—a oux=—i\y/—a

On pourrait construire un ensemble qui contient R (la construction rigoureuse du corps C est hors-programme), et le nombre
imaginaire 7, muni d’une loi + et d’une loi x qui prolongent celles connues sur R. Ces lois vérifient certaines propriétés
qui conférent & cet ensemble une strucutre de corps (hors-programme en PSI). Cet ensemble, qui s’appelle le corps des

nombres complexes, est défini par :

C={a+ib, (a,b) € R}.

1.2 Nombres Complexes

— Proposition 1

Soit z € C. Par définition, il existe a,b € R tels que z = a + ib.

a = Re(z) et b=TZm(z).

L’écriture algébrique de z est z = a + ib = Re(z) + iZm(z).

\.

De plus, a et b sont uniques, a est appelé partie réelle de z, et b est appelé partie imaginaire de z. On note :

— Corollaire 1

e L’ensemble R = Vectg{1} est contenu dans C.

e L’ensemble C = {a + b, (a,b) € R} = Vectr{1,4} est un R-espace vectoriel de dimension 2 dont (1,7) est une base.

e TL’ensemble iR = Vectg{i} = {ib, b € R} est contenu dans C, c’est I’ensemble des imaginaires purs.
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On peut représenter un complexe z = a + b par le point M (a,b) dans le plan réel R2. On dit alors que M est d’affixe z.

/—[Proposition 2 (Opérations dans les complexes)} N

Soient z = a + b et 2’ = a’ 4 ib’ deux nombres complexes. En utilisant I’égalité i> = —1, on a :

242 =(a+d)+i(b+) et 22" = (aa’ — bb') +i(ab’ + a’b).
Et donc
e Re(z+2") = Re(z) + Re(Z') et Im(z + 2') = Zm(z) + Zm(z').
o Re(zz') = Re(2)Re(z') — Im(z)Im(z") et Tm(zz') = Re(z)Im(z’) + Im(z)Re(2’).

1.3 Conjugaison, module et inverse
1.3.1 Définitions et propriétés

— Définition 1 N

On munit R? de sa structure euclidienne usuelle, et d’un repére orthonormé R = (O, €1, e’é). Soit z =a+1ib e Cet M

le point de R? d’affixe z. On appelle :

e module de z la longueur OM et on note :
|z] = OM = v/a? + b2.

e conjugué de z, le nombre complexe z = a — ib.
Ainsi, le point M’ d’affixe Z et le symétrique par rapport a (Oz) du point M.

\ J

Illustration graphique :

e L’axe (Ox) est I'ensemble des points dont
I’affixe est réelle.

e L’axe (Oy) est I'ensemble des points dont
I’affixe est imaginaire pure.

/—[Proposition 3 (Propriétés de la conjugaison)} N
Soient z et 2z’ deux nombres complexes. On a les propriétés suivantes.
e (2)=1z2 ezt =z+2 ° 22 =z
/—[Proposition 4 (Propriétés du module)} N

Soient z = a + ib et 2’ deux nombres complexes. On a les propriétés suivantes.

o 2=0 < |2|=0

. 1 1 Z a—1b
e |2|? = 2% et donc si 2 # 0 alors ;:mzwzm'
o |z[ =z
o |zZ/| = |z||7| et si 2’ # 0 alors ~ :%
\ )

12



Mathématiques PSI S. Dion

Proposition 5 (Liens avec parties réelle et imaginaire)}

Soit z=a+ibeC.Ona:
o Re(z) = et Zm(z) = %
o [Re(2)] =la] < Va?+ 1% =|z| et |Zm(z)| = |b] < Va? +b% = |z|.

z+z

Exemple 1.1. Résoudre dans C ’équation (£): zz+ 3(z — z) = 13 4 18i.

Corollaire 2 (Caractérisation des réels et des imaginaires purs)}

Soit z € C. On a les équivalences suivantes :

e z2eR — Im(kx)=0 <= z==z
e 2ciR < TRe(z)=0 —

1.3.2 Affixe d’un vecteur et inégalité triangulaire

~— Définition 2 N

On munit R? de sa structure euclidienne usuelle, et d’un repére orthonormé R = (O, €1, e'é).

On dit qu’un vecteur v de R? est d’affixe z = a + ib € C si ses coordonnées dans la base (€7, €3) sont (a, b), autrement dit
si v = aé] + bes.

\ J

/—‘ Proposition 6 N

Soient v et v’ deux vecteurs de R? d’affixes respectives z et z’.

e La norme du vecteur v est |[v|| = |z|.
o L’affixe du vecteur v + v est z + 2'.
e Si o est un réel alors le vecteur av est d’affixe az.

—
Si M et M’ sont deux points d’affixes respectives z et 2/, alors le vecteur MM’ est d’affixe 2/ — 2.
Par consequent, on a MM’ = HMM’

=|z—2|.

\. J

Illustration graphique :
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Proposition 7 (Inégalités triangulaires)}

Pour tous z,2' € C, on a :

o 242 < [z + 4] (1)

o l2l= IZ] < |1l =12

< lz+2| (2)

Illustration graphique :

1.3.3 Equation d’un cercle

On munit R? de sa structure euclidienne usuelle, et d’un repére orthonormé R = (O, €1, €3 ).

Soient Q) le point d’affixe w = a + ib et R un réel strictement positif. On note C(£2, R) le cercle de centre Q et de rayon R, et
D(£2, R) le disque ouvert de centre 2 et de rayon R.
Pour tout point M d’affixe z = x + iy, on a les équivalences suivantes.

MeC(Q,R) — QM=R
<~ [z-w/ =R <= [z-w’=R?

— (z—-a)’+(y—-0?*=R?

De méme :
MeD,R) < QM<R < |z—w|<R

< (z—a)?’+(y—10)? < R?

Exercice de colle (El)}

) 5z .- ..
Représenter ’ensemble £ des points M d’affixe z tels que Z = soit imaginaire pur.
z
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1.4 Nombres complexes de module 1 et trigonométrie

1.4.1 Définition

Définition 3

On note U 'ensemble des nombres complexes de modules 1 :

U={z€C, |z| =1}

Ainsi, 'ensemble des points de R? dont 1’affixe est dans U est le cercle de centre O et de rayon 1.

1
e Si zest dans U, alors |2|? = 22 = 1 et donc — = 7 est dans U.
z

Par propriétés du module, on a les assertions suivantes.
e Sizet 2 sont dans U, alors zz’ 'est aussi.
e Si z est dans U, alors —z et z le sont aussi. \

1.4.2 Notation exponentielle des complexes de module 1

Soit z =x + iy € U.

Onadonc| 22 + 42 =1 |et en particulier, M d’affixe z appartient

au cercle de centre O et de rayon 1.

Par conséquent, il existe un réel ¢ (unique modulo 27) tel que :

’ x = cos(t) et y = sin(t) ‘

On obtient alors z = cos(t) + isin(?). k

Définition 4

Pour tout z € U, on sait qu’il existe un réel ¢ (unique modulo 27) tel que z = cos(t) + isin(t).

On note alors z = e'.

Cette notation n’est pas choisie au hasard. La fonction exponentielle réelle vérifie certaines propriétés algébriques. On va

montrer que ces propriétés sont encore vérifiées pour les exponentielles d’imaginaires purs.

On rappelle pour cela quelques formules de trigonométrie élémentaire qui se démontrent géométriquement (revoir précisément

le théme 2 du Vade Mecum).
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/—‘ Proposition 8 N
Pour tous a et b dans R, on a :
e cos(a+b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
e cos(a —b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
e sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
e sin(a —b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)
/—‘ Proposition 9 N
Pour tous 0,0’ € R, on a :
o ¢ =¢? — §=02n]
o ¢if — 10 610 % 10" — i(0+0")
1 —i0 e i(0—0
* w=°¢ oo =€ (69"
Preuve.
|
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En utilisant le quatriéme point, on montrerait le résultat suivant par récurrence sur n € N. Puis en utilisant, le troisiéme
point, on étendrait 1’égalité a n € Z.

Corollaire 3 (Formule de Moivre)}

Vo R, VneZ, ()" = einf,

ce qui s’écrit aussi (005(9) +1i sin(@))n = cos(nf) + isin(nb).

Exemple 1.2. Ezprimer cos(4t) en fonction de cos(t) et sin(t), puis comme un polynéme en cos(t).

En utilisant les propriétés précédentes, on obtient aussi trés facilement le résultat suivant.

Proposition 10 (Formules d’Euler)}

Pour tout # € R, on a : it 1 o—i0 0 _ =it

cos(f) = Re(e®) = % et sin(d) = Tm(e?) = &

2 21

N

1.4.3 Techniques de calculs & maitriser
Linéarisations

On a parfois besoin de linéairiser des expressions du type cos™(z), sin”(z) ou encore cos™(z)sin”(z), par exemple pour en
chercher des primitives, ou encore des développements en série entiére.

On peut pour cela :
e Utiliser le formulaire.
ou

e Exprimer cos™(z) et sin”(z) en partant des formules d’Euler, développer complétement en utilisant la formule du binome
de Newton, et enfin regrouper les termes e?** et e~*** pour faire apparaitre des termes cos(kx) ou sin(kz).

Exemple simple : Linéarisons cos®(x)sin(z) de deux fagons.

cos®(z)sin(z) = cos?(x)cos(z)sin(x) = %(1+cos(2x))sin(2x)

1 1 1 1
= 1 sin(2x) + 1 cos(2x)sin(2z) = 1 sin(2x) + 3 sin(4x)

ou
3 : 1 T —iT 3 T —iT 1 13w i —iT —i3x i —iz
cos®(x)sin(z) = ?(e +e ) (e —e ) = ?(e +3e" +3e " +e )(e —e )
7 (3
1 . ) . . )
— 5T (ez4m 4 (3 1)ez2m + (1 3)6—7.21 6—14:2 + (3 _ 3)610;2)
2
11 idx idx idx idx : :
= 39 ((e ") +2(e e )) = —(sin(4z) + 2sin(2z))
13
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Exemple 1.3. Linéairiser sin®(z).

Méthode de I’arc moitié

On est parfois amené 4 factoriser des expression du type e £ ¢’ par exemple pour en déterminer le module et I'argument,
ou pour en déterminer la partie réelle et la partie imaginaire.

On retiendra la « méthode » plutot que le résultat lui-méme. L’idée est de considérer I'angle moitié Pt a4
+ - + - s o . .
On a donc p = prd + P4 et ¢ = pra_p q’ et les propriétés algébriques de la fonction exponentielle complexe, nous
permettent de faire apparaitre les formules d’Euler.
/—[Proposition 11} N
Pour tout p,q € R, on a : Pour tout t € R, on a :
; ; ipta [ .p—q _;p=a pP—q jpta g 38 (a8 38 t it
eec’? fe'l=¢"2 (elz +e 'z ):2008 5 ez ol—i—e’t:ezz(e 12—|—el2>:2cos 3 e'2
o ciP — @il = i3 (ei% — e_ipgq) = 2isin <p2—q> i3t o1 —¢it =¢iz (e_i% — ei%) = —2¢sin (;) eiz
/—[Exercice de colle (El)} N
n n
n n
Pour n € N et 6 € R, calculer les sommes C,, = Z cos(kf) et S, = Z sin(k6)
k=0 . k=0 .

18



Mathématiques PSI S. Dion

Exercice de colle (El)}

Pour n € N et § € R, calculer les sommes C,, = Zcos(k@) et S, = Z sin(k6)’
k=0 k=0

1.5 Forme trigonométrique ou exponentielle d’un complexe non nul

Dans tout ce paragraphe, z désigne un nombre complexe

L’écriture exponentielle a été définie pour les complexes de module 1.

A la maniére d'un vecteur qu’on divise par sa norme pour le rendre
unitaire, on divise z par |z| qui est non nul, pour le « rendre » de

module 1.
Puisque W est dans U, il existe un unique  modulo 27, tel que :
z
z . )
B = ¢% ou encore z = |z|e™.
z

~— Définition 5

Soit, z un nombre complexe non nul. On note r = |z|. Alors, il existe un unique # modulo 27, tel que :
o z=re? (écriture complexe)

e 2z =r(cos(f) +isin(f)) (écriture trigonométrique)

—

, Y . ,
Avec les notations précédentes, angle 6 est aussi U'angle (é1, OM) ou M est le point d’affixe z.

On dit alors que 6 est un argument de z. On note :

0 = Arg(z)[27].
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Exemple 1.4. Ecrire sous forme exponentielle le compleze z = 1 + iv/3.

Exemple 1.5. Donner le module et I'argument de z = —3e*® pour o € R.

On peut utiliser les propriétés de I'exponentielle e’ pour obtenir des propriétés sur les arguments.

/—[Proposition 12 }

e Arg(z) = —Arg(z) [27]
o Arg(z2') = Arg(z) + Arg(z') [27]

. Arg () = _Arg(2) [2n]

o Arg (i,) = Arg(z) — Arg(z') [27]

—_

Soient z et 2z’ deux nombres complexes non nuls. On a :

J

Preuve. On note r = |z| > 0 et ' = |2/| > 0. Ainsi, si 0 et ¢’ sont des arguments de z et 2’ respectivement, on a : z = re’

-t
et 2/ =1r'e'?,

0

Exercice de colle (El)}

1. Déterminer des réels A (amplitude) et ¢ (déphasage) tels que pour tout ¢ € R, ont ait : 2 cos(t) —3sin(t) = A cos(t—p).
2. En déduire la résolution de (£) : 2cos(t) — 3sin(t) = 0.
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1.6 Racines n-iémes

1.6.1 Cas général

On retiendra la proposition suivante.

,—[Proposition 13} N
Pour tous 7,7’ € R strictement positifs, pour tous 6,6 € R, on a ’équivalence suivante :
_ P=g
re’ =1’  — et
0 = ¢'[2n]

Soit n un entier naturel. Les racines n-iémes de 'unité sont les solutions de 1’équation :

2" = 1.

Il est évident 0 n’est pas solution. Soit donc z un nombre complexe non nul. Il s’écrit de maniére unique sous la forme z = peie
ol p est un réel strictement positif et 0 est défini modulo 27. On a alors les équivalences suivantes.

eﬁivfw
) = Glinin
M= ] = pneine —1= 161.0 "’,’
p" =1 (car p" > 0) i
<~ et,
nf = 0[27]
2m/n _ 2i0s/n
p=1 (car p>0) =t
— et @
dk €Z, nf =0+ 2kr
p = 1 b f![n—l)m/n
et
2k
Fkez, §=""" .

Et comme 'exponentielle complexe est 2im-périodique, on peut démontrer que cette derniére condition équivaut 4 :

p=1
n __ et
= =1 2k
Jkelo,n—1], 6 = —
n
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1.6.2 Cas particulier : racines carrées

Dans ce cas précis, on peut chercher les solutions soit sous forme exponentielle (cf ci-dessus), soit sous forme algébrique. Tl
faudra prendre de le temps de réfléechir a la solution la plus adaptée.

e Sous la forme trigonométrique : Soit Z € C. On cherche z € C tel que Z = 22.

—SiZ=0alors: Z=2* <= z=0 (une seule solution).

— Si Z#0,onnote R=|Z| >0et 0 =Arg(Z)[27]. Ainsi Z = Re'’.

Le complexe z = 0 n’est pas solution de Z = 22, on cherche donc les

solutions sous leur forme exponentielle z = re’® avec r > 0 et o € R.
On a les équivalences suivantes.

7 = 22 <= Re¥ = (re'®)? = r2e2ic
R =1r? (car R,r% €]0, +00[)
— et
0 = 2a[27|

r=+vR (carr>0)

<~ et
WeZ 0=2u+2%kn
r=+vR

— et

HkEZ,a:ngkﬂ'

02 i0/24m _ _i0/2

< z=¢€ ou z=e

e Sous la forme algébrique : On écrit Z = A+ iB et on cherche z = a + b tel que Z = 22.
On identifie parties réelle et imaginaire. La résolution est beaucoup plus rapide en ajoutant au systéme 1’égalité des modules.
Il faut absolument y penser.

Z =2 < A+iB=(a+1ib)?=a%—b*+ 2iab

e 1)
<= 2ab =B @)
2] = |2 ie. a?+0?=VATEBZ  (3)

Les égalités (1) et (3) permettent de calculer a? et b2. Et on obtient exactement deux solutions opposées pour z en utilisant
(2) qui donne le signe du produit ab.

Exercice de colle (El)}

Calculer les racines carrées de Z = —7 — 244.
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1.7 Equation algébriques de degré deux

La résolution se fait comme dans R, & ceci prés que, dans C, un nombre complexe non nul a toujours deux racines carrées
distinctes.

Ainsi, lorsque le discriminant A est non nul, I'équation de degré 2 associée a exactement deux solutions distinctes, et lorsque
A = 0, elle a une solution double.

Exercice de colle (El)}
Déterminer les solutions de (€) : (12 — 3i)2% — 8iz + 32i = 0.

1.8 Exponentielle complexe
A ce stade, exp(z) = e* est définie pour z € R (la fonction exponentielle est 'unique solution sur R de y’ = y vérifiant

y(0) = 1) et pour z = it imaginaire pur. Dans ce paragraphe, on donne une définition de exp(z) pour z € C et qui prolonge
celles que 'on connait déja.

1.8.1 Définition

Définition 6

Pour tout z = x + iy € C avec (z,y) € R?, on pose :

e” = exp(z) = €¥ x ¥ = ex(cos(y) + isin(y)).

Ainsi :
e Siz=ux€R,alors e* = e® x 0 = e“”(cos(()) + isin(())) =e".
0

o Si z =iy € iR, alors ¢* = €0 x ¥ = ¢,

Exemple 1.6. Calculer e* avec z = In(2) + zg
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On a les premiéres propriétés suivantes.
/—[Proposition 14}
Pour tout 2z =z + iy € C avec (z,y) € R?, on a:
o |e*| =|e® xeW| =] €% | x |e¥|=e®.
~~ ~—~
>0 ]
En particulier, e* # 0.
o ¢ = e x e avec e > 0 donc Arg(e®) = y.
1.8.2 Propriétés
Proposition 15 (Propriété fondamentale)}
Pour tout (z,2') € C?, on a :
22— o% i 7.
Preuve.
O

On pourrait en déduire les propriétés suivantes.

~— Corollaire 4

Pour tout (z,2') € C?, on a :

’
) ez_z =

e?’
e pour tout n € Z, (e*)" = e"*.

Proposition 16 (Périodicité)}

Pour tout (z,2') € C%, on a:

F
=e

—

— 3Jk€Z, z=27+2ikn

z—2' € 2inZ
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Preuve.

Exemple 1.7. Résoudre (£): e* = 2i.

Plus généralement, si @ = re'® est un nombre complexe non nul donné sous sa forme exponentielle, pour tout z = x4 iy € C,
on a les équivalences suivantes :

e =a = e"xe¥=rxec?

e =r (carr,e” €]0,400[)
— et

y = 0[27]

xz=1In(r) (carr >0)
<~ et

JkeZ, y=0+2kn

— 3JkeZ, z=x+iy=1In(r)+i0 + 2ikw

En conséquence, on a :
e [’application exp : C — C n’est pas surjective, car 0 € C n’a pas d’antécédent.
e Tout élément de C* = {z € C, z # 0} posséde au moins un antécédent dans C par I'application exponentielle.

e [’application exp n’est pas injective, car avec les notations précédentes, le complexe non nul a posséde une infinité
d’antécédents a savoir :
{In(r) + 10 + 2ikn, k € Z}.

Cela n’a donc aucun sens d’évoquer « la bijection réciproque » de la fonction exponentielle,
lorsqu’il s’agit d’exponentielle complexe.
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1.9 Interprétation géométrique des nombres complexes

Dans ce paragraphe, le plan euclidien R? est muni d’un repére orthonormé R = (O, €7, €3) et un complexe z est identifié au
point de R? d’affixe z.

1.9.1 Alignement, orthogonalité
,—[Proposition 17} N

Soient A, B, C trois points distincts de R? dont on note a,b, ¢ € C les affixes respectives. Alors :

Arg (C - “) — (4B, AC).
b—a
Par conséquent, on a les caractérisations suivantes.
e A B,C alignés <+ g—a eR
—a
c—a _ .
e (AB) L (AC) <«— 5 €iR
—a

Preuve.

Exercice de colle (E2)}

Dans le plan euclidien R? muni d’un repére orthonormé, on se donne deux points A et B.

i
Montrer qu’un point M appartient au cercle de diamétre [A, B] si et seulement si les vecteurs AM et BM sont orthogonaux.

On note a et b les affixes de A et B. )
Le centre du cercle C de diamétre [A, B est le milieu Q de [A, B] et son affixe est w = E(a +b).

Soit M un point du plan dont on note z 'affixe.
On a les équivalences suivantes.

Mec &% QM:%AB
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AM L BM  £L G, BM

1.9.2 Transformations élémentaires

On rappelle la proposition suivante.

/—[Proposition 18} \

On identifie un élément z de C au point M du plan R? muni d’un repére orthonormé, dont ’affixe est z.

Si b € C, application z — z + b correspond a la translation de vecteur « d’affixe b.

Si a = re'? est un complexe non nul, application z — az = re'?z correspond a la similitude de centre O, de rapport
r > 0 et d’angle 0, c’est-a-dire la composée de ’homothétie de centre O et de rapport r et de la rotation de centre O
et d’angle 6.

\ J

Illustrations graphiques :

1.10 Quelques remarques importantes

1.10.1 Erreurs fréquentes a éviter!

e Premiére erreur :

( On ne peut pas écrire des inégalités entre deux nombres complexes. J

Ainsi, cela n’a aucun sens (a priori) d’écrire M@

e Deuxiéme erreur :

[ La fonction racine carrée n’est définie que sur RT. J

C’est une erreur d’écrire M En renvanche, on peut dire que 1+ i est une racine carrée de 2i.
e Troisiéme erreur :

[ La fonction In n’est définie que sur ]0, +oo. J

C’est une erreur d’écrire J<]_ lorsque z € C. Cette erreur est souvent commise dans le calcul de primitives.
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1.10.2 Synthéses de résultats précédents
Il y a trois fagons de définir un nombre complexe z (éventuellement non nul).

e Forme algébrique : z = x + iy avec z,y € R.
e Forme exponentielle (si z #0) : z=re! avec § € Ret r > 0.
e Forme trigonométrique (si z #0) : z = r(cos() +isin(f)) avec € R et r > 0.

Qon utilise ces notations dans les deux énoncés qui suivent.

/—[Proposition 19 (Caractérisations d’un réel)} N
Dans le plan euclidien R? muni d'un repére orthonormé, on note M le point d’affixe z. On a les équivalences suivantes.
zeR = y=TIm(z)=0

<= z—z=0
<~ zZ=z
= Arg(z) =0 [n)
= M € (0z)
,—[Proposition 20 (Caractérisations d’un imaginaire pur)} |

Dans le plan euclidien R? muni d’un repére orthonormé, on note M le point d’affixe z. On a les équivalences suivantes.

z € iR = x=TRe(z) =0
= z+z=0
<~ zZ=—-z
= Agz)= 7 [
= M € (0y)

1.11 Applications aux autres chapitres

1.11.1 Suites Numériques

Exemple 1.8. Déterminer les suites complexes (uy)nen vérifiant : ¥n € N, upio — i1 + (1 — 0)u, = 0.
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1.11.2 Fonctions dérivables, équations différentielles

On rappelle la proposition suivante.

Proposition 21 }

Si ¢ : I — C est deérivable alors I'application F : 2 — e#(*) est dérivable sur I et on a :

Ve e, F'(z) = ¢ (x)e?®.

En particulier, si ¢(x) = (a + ib)z avec a = a + ib € C, alors avec les notations précédentes, F'(z) = (a + ib)ela+)z,

Exemple 1.9. Déterminer les fonctions complezes [ deux fois dérivables sur R et vérifiant : f” — f' + (1 —14)f = 0.

1.11.3 Intégration

On déduit du paragraphe précédent, les primitives suivantes pour des fonctions exponentielles & valeurs complexes.

v 1
[ Si a € C est non nul, alors : / eMdt = —e® 4+ C. ]

«

On utilise ces primitives pour calculer (on suppose ici (a,b) # (0,0)) :

/ e cos(bt)dt = Re (/ e(a+ib)tdt> et / e sin(bt)dt = Im (/ e(a+ib)tdt>

e 1 , _ib
avec / elariltqy  — me(““b)’” +C = aa2 +Zb2 e (cos(bx) + isin(bx)) + C

eaa:

eaa) . .
— <M(a cos(bzx) + bsm(bx))> +i (M

€R car a,beR €R car a,beR

(=bcos(bx) + asin(bx))) +C

avec C = A+ 1B e C. Et donc :

axr

x a € . ‘ at s
/ e cos(bt)dt = m(a cos(bx) + bsin(bx)) + A et / e sin(bt)dt =

axr

a2€7+bz(_b cos(bx) + asin(bz)) + B

avec A, B € R.
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/2
Exemple 1.10. Calculer/ sin(2z)e"dx.
0

On verra qu’on peut aussi calculer cette intégrale par une double intégration par parties.
1
x—i

Exemple 1.11. Déterminer les primitives de [ : x +——

( Ce qui suit est facultatif (plus difficile) )

Exemple 1.12. (Concours Commun Mines-Ponts 2021 Maths I PSI)
On fize ici un nombre complexe z tel que z # 1 et |z| < 1. On introduit la fonction :

2
L:am—)/ dt.

1. Montrer que, sur le segment [0, 1], la fonction L est convenablement définie et de classe C*.
2. Donner une expression simple de sa dérivée niéme pour tout n > 1.

Correction :

1. Posons ((t) = . Zt , de sorte que L(z) = / ((t)dt.
e On a |z| <1 et z# 1. Pour tout ¢ € [0,1] :

— Sit €0, 1] alors, puisque |z| <1, on |tz] < |t| <1 et donc tz # 1.

—Sit=1,alors 1 —tz=1—2#0car z # 1.

Ainsi, £ : t +— est bien définie sur [0, 1], et elle y est alors de classe C* comme quotient de la fonction

z
constante t — z et de la fonction affine t — 1 — £z qui le sont.

e La fonction L : z — / ((t)dt est donc bien définie sur [0, 1], et, puisque ¢ est continue sur [0, 1], par le

0
théoréme fondamental du calcul intégral, ¢’est une primitive de ¢ sur [0, 1]. Comme ¢ est de classe C*, sa
primitive L I'est aussi.
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L est de classe C* sur [0, 1].

—1)lzm
2. Montrons par récurrence que ' pour tout n € N*, L (z) = % pour ¢ € [0, 1].
* On a L' = /¢ donc la formule est vraie pour n = 1.
— 1)l
* Soit n € N* est tel que Yz € [0,1], L™ (z) = %
Alors en dérivant cette relation (avec la formule (u®)'(x) = au/(x)u®"'(z)), on obtient
n—1)12" x (—n) x (=2) nlz"t!
Vaelo,1], LMY _ | _ ,
€ [0,1] () (1 — zz)n (1= zz)t!
qui est la formule voulue au rang n + 1.
(n—1)lz"

On conclut par récurrence que I'on a bien :| Vn € N*, Vo € [0,1], Lt (z) =

(1—x2)"

1.11.4 Algebre linéaire

Exemple 1.13. (Centrale 2014 maths 2 PC) On rappelle que pour toute matrice M € Mo (C) il existe un couple unique
de matrices (U, V) € M32(R)? tel que :

M=U+iV.
On munit l’ensemble C = My(C) des matrices complezes a deuz lignes et deux colonnes de Uaddition +, de la multiplication
x usuelles et de la multiplication par un réel notée - et définie usuellement par

a b Aa A\b
VA eR, VM:<C d)eC7 )\-M:()\c )\d>

Montrer que (C,+,-) est un espace vectoriel sur le corps R des réels et en déterminer une base.
Correction :

On vérifie d’abord qu’il s’agit bien d’un espace vectoriel (¢’était admis dans le sujet). On doit revenir a la
définition d’espace vectoriel, puisque ce n’est un s.e.v. d’aucun autre de référence.

e Soit C est muni de loi de composition interne notée + :

CxC — C
(u,v) +— u+wv

et d’une application (appelée loi externe) notée . :

RxC — C
(A v) — Aw

e (C,+) est un groupe commutatif, (+ posséde un élément neutre (la matrice nulle), + est associative et
commutative (car elle Iest sur C puisque My(C) étant un C-espace vectoriel), et tout élément de C posséde
un symeétrique (opposé) pour +)
o V(M,N) € C*V(\ pu) e R?:

(A4 pu).M = XM+ pu.M,

AM(M+ N)=XM+\N,

A(p M) = (A x u).M,

1.M = M.

1. On devine la formule en calculant les premiéres dérivées de L’ = ¢ au brouillon.
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Car, M;(C) étant un C-espace vectoriel, toutes ces égalités sont avec des scalaires complexes. A fortiori
elles sont vraies pour des scalaires réels.

Et donc | (C,+, ) est un espace vectoriel sur le corps R.

Il est ensuite immeédiat, avec les notations usuelles de la base canonique de My(R) que :
C= VeCt{El,la Z'E1,1, E1,2> iEl,Q; E2,17 iEQ,l» E2,2, iEz,Q}-
Donc B = {El,la iEl,lv ELQ’ 7;E1727 Ew2717 Z'EQJ, E2727 Z.E272} engendre C (SUI' R)

Vérifions qu’elle est libre (sur le corps R).

Soient a1, b1717 a2, b172, a2.1, bg’l, 292, 6272 des réels tels que :

a1 B+ b1t B+ aroF o+ b1 9t By g+ agi Eo g + ba1iEs 4 agoFa o + by oills o = 0.

a1,1 + Z'b171 1,2 + Z'b172 o
On a donc ( a1 +tbay  ass + tbao ) =0

Ainsi tous les coefficients a,,, + b, , sont nuls, et par unicité des parties réelles et imaginaires :

Vn,p € {1,2}, a,, = by, =0.
La famille B est libre.

Conclusion :

B = {El,lv Z.El,la .El’g7 Z.ELQ, E271, ’L'Eg’l, EQ,Q, iE272} est une base de C.

1.11.5 Géométrie
Exemple 1.14. (Centrale 2014 maths 2 PC)

- On note | x| la partie entiére du réel x.
- On se place dans le plan euclidien R? muni de son repére orthonormé canonique R, d’origine O.

Soit z un nombre compleze, de partie réelle x et de partie imaginaire y, tels que (x,y) ¢ R~ x {0}. On note

0(z) = 2arctan —— R(z) = __aFll
x4 22 + y? 2(Re(z) + |z])

A.1 Justifier que 0 et R sont bien définis.
A.2 Lorsque z vaut successivement 21 = 4, zy = 2i, 23 = 1 — /3, calculer R(2), 0(z) et (R(z))2.
A.3 Veérifier que 0(z) €] — m, x| et que R(z) € P ={Z € C/ Re(Z) > 0}.
A.4 Représenter sur une figure le cercle C de centre O de rayon |z| et les points M d’affize z et B d’affive —|z|.
En considérant des angles bien choisis, montrer que
0(z) = Arg(z) = 2Arg(z + |2|)
ot Arg(z) désigne la détermination proncipale de 'argument du nombre complexe z.
A.5 Déterminer (R(2))?, 00 R(2) et |2|'/2e?(2)/2 en fonction de z, R(z) et 0(z).
A.6 Résoudre a laide de E équation Z* = z, d’inconnue Z € C.

A.7 En déduire que R est une bijection de C\ R~ dans P. Préciser sa bijection réciproque.
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Correction :

A.1 On suppose (z,y) ¢ R~ x {0} et donc z ¢ R~ OU y # 0.
Siy#0, \/r2+y? > Va2 = |z| > —z. En particulier = 4+ /22 + 32 # 0. 6(2) est donc bien défini
(arctan est définie sur R).
Siy=0alors z ¢ R~ et x + 22 =z + |z| > 0. La encore, 0(z) existe.
Pour tout complexe 2/, on a |Re(2')| < |Z/| avec égalité si et seulement si 2z’ € R. Plus précisément, si
2 € RY, Re() = || et si 2/ € R™, Re(z') = —|Z|. Comme z ¢ R™, on a donc |z| > —Re(z) et R(z)
est donc bien défini.

A.2 Ona 8
0(21) = 2arctan(0) = 0 R(Zl) \/_]__6 = 2, R(Zl)Z =4
s 21
0(z) = 2arctan(1) = — =1 —2
(22) arctan(1) 5 R(z) = i +i, R(29)? = 2i
T 3 — 2\/§ \/_ 7
0(z :2arctan—\/§3:——,Rz = :———, R(z3)?=1-iV3
A.3 arctan est la bijection réciproque de la restriction de tan a | — /2, 7/2[ (a valeurs dans R). C’est donc
une fonction a valeurs dans | — 7/2, 7/2[. Ainsi
0(z) €] —m, 7|
On a Re(R(z)) = ——~——Re(z + |2|) = ——=——(Re(2) + |z|) et on a vu en A.1 que cette

2(Re(z)+]2])
quantité est > 0. Ainsi

2(Re(2)+]z])

R(z) e P

A.4 B est sur 'axe des abscisses et sur C, plus précisément a gauche de I'origine.

@

B([z))

Soit o = Arg(z); on a donc z = |z[e" et a €] — 7, 7 (v # 7 car 2 ¢ R™). On en déduit que

Yy : |z| sin(«) : 2sin(a/2) cos(a/2) _ tan(a/2)
z+ /22 +y? |z cos(a) + |z 2 cos?(a/2)
Alinsi,
arctan | —— 24— | = arctan(tan(a/2))
x4+ /2% +y?
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Comme «/2 €] — /2, 7/2[, la quantité précédente vaut «/2. On a donc prouvé que
0(z) = a = Arg(z)
Par ailleurs, on a aussi
Z+ |z = |2] (e 4 1) = |2]2 cos(a/2)e/?
Comme |z|2cos(a/2) > 0 et a/2 €] — 7, 7], on a donc

a Oz
Arg(z+ 1) = 5 = 29

2
A.5 D’aprés la question précédente, Arg(R(z)) = Arg(z + |z|) = 0(z)/2. Par ailleurs,

)
o (+1NE+2) 2P+ (2+72)|2]
BE = ety v =)~ AR 1)

et on en déduit que ' '
R(Z)2 _ |R(Z)|2€21Arg(R(z)) _ |Z|61Arg(z) —

De plus
0o R(z) = Arg(R(z)) = Arg(z + |2]) = @

et enfin comme |R(2)| = (|R(2)?)/? = |2|'/?

21269902 = |R(2) [VEEHED = | R(z) MG = R(2)

A.6 Comme z # 0, Z? = z a deux solutions opposées. On vient de voir que R(z) est une des solutions.
L’autre est donc —R(z). Elles sont distinctes car R(z) # 0.

A.7 La question A.3 indique que R va de C\ R~ dans P.
Soient z1,2z5 € C\ R~ tels que R(z;1) = R(22). En élevant au carré, on obtient z; = 2z ce qui donne
I'injectivité de R.
Soit 2/ € P; on a (2')? ¢ R~ car les complexes dont le carré est dans R~ sont les imaginaires purs
et ont une partie réelle nulle. De plus R((2")?) est solution de Z = (2/)? donc on a R((2')?) = +2'.
Comme 2z’ et R((2')?) sont tous deux dans P (parties réelles de méme signe et non nulles) on a ainsi
R((+)?) = 2"

On a montré que R est bijective de C\ R~ dans P de bijection réciproque 1'élévation au carré.
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