Chapitre 18

Fonctions numériques, fonctions vectorielles

18.1 Fonctions numériques (rappels)

Dans ce paragraphe, on rappelle des énoncés au programme de premiére année sans les démontrer. On en donne aussi quelques
applications numériques. De nombreux points ne sont pas précisés (régles de dérivation, conséquence du signe de f’ sur la
monotonie de f, dérivées successives, dérivées de référence...). Il conviendra de compléter ce travail en revoyant le cours et
les exercices vus en MPSI/PCSI.

Dans tout ce qui suit, K désignera indifféremment le corps R ou le corps C, et I sera un intervalle de R.

18.1.1 Limites

& Deﬁnltlon 1 (Limite finie en un pomt)

Sorc f K a un point ou une extrémité de I. Soit £ € K. On dit que f(z) tend vers £ lorsque x tend vers a si :
Ve>0,In>0,Veel, |zt—al<n = |f(z)—{<e

Dans ce cas, on note lim f(z) = £.
: T—ra

= Deﬁmtlon 2 (Limite finie en +o0) | N

Soit f o, +oo[—> K et £ € K. On dit que f(z) tend vers £ lorsque x tend vers oo si :

v5>0, JAER, Vael, 23> A = |f(z)—f <e

Dans ce cas, on note lim f(z) =
L ‘‘‘‘‘‘ ) T—+00

On a un énoncé analogue pour une limite finie en —oo.

La notion de limite infinie (fonctions & valeurs dans R) est & travailler en autonomie.

- Proposﬂnon 1 (Caracterlsatlon sequentlelle de la llmlte) et

° SOIt f I — K et a un point ou une extremlte de I et E € ]K On a ’équivalence suivante.

Pour toute suite (uy)nen & valeurs dans I

lim f(z)={¢ <+ et convergeant vers a, on a
wte lim  f(u,) = ¢
n—+oo

e Soit f: [a, +oco[— K et £ € K. On a I’équivalence suivante.

Pour toute suite (uy,)nen & valeurs dans I

lim f(z)= — et divergeant vers -+ oo, on a
s lim f(u,) =/
n—-+oo
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Cet énonceé est plus souvent utilisé dans sa forme contraposée (et seulement dans un sens).

Exercice de colle (E1) 1

On note E la fonction partie entiére et on consideére f : z € R +— E(z) 4+ E(—x).
Démontrer que la fonction f n’admet pas de limite (ni finie, ni infinie) en +oo.

. Powr Youl ac € R oot CE@) {ax or xd{El-2) £~
Enajoutuny, Yo €, _9 {400 (0 denc § v aeer. Elle me poetclone
pas cwoir £ oo Comvme Qwull gm + .
v R oo ot Lo %\’J(,):Q emy ON ALY ,Q,L\m,%\/v\) -0 o

W ko N
M EIN
MM% "”'1) =L. s %\"’\ EM)+E(-M)= m-m=20 —=0©
neinN Ny
& g\m+\) EW*L)“'E( ) M+ [-m- |)— ] iyt @ COn\‘racﬁid’w'\.
,MJ/L Z, pﬂ»l_/z N
18.1.2 Continuité A L T

- -{ - [/ m K 1
On rappelle la définition de continuité d’une fonction f & valeurs dans K =R ou C.

Soit f : I — K une application.
e Soit 7o € I. On dit que f est continue en zo si lim f(z) = f(xo) autrement dit si 'on a :
Tr— T
VE>05 377>0a\7/$61a |m_$0‘<77:>|f(w)_f($0)|<5
Si f est & valeurs dans C alors f est continue en g si et seulement si les fonctions Re(f) et Im(f) le sont.

e On dit que f est continue sur I si f est continue en chaque point de [.
" Si f est & valeurs dans C alors f est continue sur I si et seulement si les fonctions Re(f) et Im(f) le sont.

En combinant cette définition et la proposition 1, on obtient la proposition suivante.

Prop051t10n 2 (Caractérisation séquentielle de la continuité) \‘

SOIt f: I — Ket zg € I. On a I’équivalence suivante.

Pour toute suite (un)nen & valeurs dans [

f est continue en Ty <= et convergeant vers xp, on a
lim f(un) = f(zo)
n—+4oo

Quelques énoncés liés a la continuité dans le cas ou i

~{ Proposition 3 (Théoréme des valeurs intermédiaires) ‘

Soit f: I — R une application continue. Si a et b sont deux points de I tels que a < b, alors on a I'implication

f(a)f(b) <0 = 3Jc€a,b], flc)=0.
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Exercice de colle (El)

Soit f : [0, 1]+ [0,1] une application continue.
Démontrer que I'équation f(x) = x admet au moins une solution dans [0, 1].

Pau Qws()o)"\ia , Nece (o, D), 0 (R ¢ a.
On  Covst ddre Q- e CTo 1) —a -%\nc)—"(-
Ranr emyiue Yun Tor ) done gy o amrovae wn Bo,1)
Deglus gy = Qo) > o.g Dome. pacle Yhe des valws Nheomiclionrey
B\ - %“ i 4 ace Lo}, GJKOC):O e %\OC):OC

'Exercice de colle (EZ)

Soit £ : [0,1] — [0, 1] une application continue.
Démontrer que I'équation f(z) = = admet une plus petite solution, c’est-a-dire que I’ensemble A = {z € [0,1], f(z) = z}
admet un minimum.

«LQOQ-LQL (V) o dovons. Al f o5 wre parhe on wide el (R comume 2lle
o e, Mo adoed ome fporre feueunt wm = k) S 0.

M| ontrrons C‘u(cf Magy ) o prdmaom |, ¢ Ay a-di que m € f e c{u%\m\):

%Mbc&mem*, nrn+4 mwrmwnrrmkml'dt/?' MM)’l.cPhugmol)
A e 'AOCMG,Q }7 o (rml—;'_;\

Ve Pls o & un punuvomd e 7 odone Fmenv m Lo, Im+l
m

Cou \e Y. doncadaomany | fm oty = oo

Doren % u‘l'c/ GQ:.\ QAYNJQ
O¢ %QA\/ Omruwe an . dmce [IAWY S%\oc ) %U’Y\\ /Ry:)\t a

L
4 .
En\\\!\ Y€V 1 OCa GQ chm e ncn-gloc )——'5/""l &?a'onuoa.lau)'.
,-J lg;opomtlon 4 (Image d’un intervalle par une application contlnue) 3

801t f I — R une application continue. Si a et b sont deux points de I tels que a < b, alors toute valeur comprise entre
f(a) et f(b) est atteinte par f sur [a,b].
On peut retenir cet énoncé sous la forme : l"image d’un intervalle par une application continue est un intervalle.

1 Proposﬂnon 5 (Théoréme de la bijection monotone)

Smt f I — R une application continue et strictement monotone

- Si a et b sont deux points de I tels que a < b, alors toute valeur comprise entre f(a) et f(b) est atteinte une et une seule
fois par f sur [a, b],

- La fonction f réalise une bijection de I sur f(I),

- La bijection réciproque f~!: f(I) — I est continue et de méme monotonie que f.
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m Pr0p051t10n 6 (Image continue d’un segment)

ik

N

Soit [ = [a,b] un segment de R et f: I — R une apphcatlon continue. On a :

- la fonction f posséde un maximum M et un minimum m sur [a, ],

- f([a,b]) = [m, M].

On peut retenir cet énoncé sous la forme : I’image continue d’un segment de R est un segment.

ol

f—t Exercice de colle (E2) }

Montrer qu’une fonction f :]0, +oo[— R continue et admettant des limites finies en 0 et en +oo est bornée.

‘ \ y N
. On 2wy R d.&'\\u\\,w (o 73 QM%W):L awee T4, l"j -
Kt )/\

IAv0, Yay o (W) -L) {4 a3 aama

Nz

R [
O dme Yoo € Chsal 10O\ ¢ |gw)-L\ Il
{ A Il

L+1

R
L-)

. puuclw. 5}0 oY conhwne Sur J9, N) Ufpuau&C\\u. QM\%@ L' %M\’pv&m&w\h

Ao

I e {UV\CH(M Uv\\f\w fun Q.aSZS_QA_\/ Co, &) Mc%myhmw ku\TO A)

I0%0, ¢ € [oh), Wyl {1,

C,(McQMMM & POSoel N'= max (Y\,/LHL\) M o
Vacedo, 1o ,\%\nﬁ)\ L' R ove (% oy baune .

18.1.3 Dérivabilité

{ Deﬁmtlon 4

Soit f : I — K une application.

z) — f(z
e Soit o € I. On dit que f est dérivable en zo si lim M
T—To T — o
Dans ce cas, on note cette limite f’(zo) : ¢’est le nombre dérivé de f en xo.

Si f est & valeurs dans C alors f est dérivable en z si et seulement si les fonctions Re(f) et Im(f) le sont et dans
ce cas on a l’égalité : f'(z0) =Re(f)(zo) + iIm(f)'(xo).
e On dit que f est dérivable I si f est dérivable en chaque point de I.
Dans ce cas, on appelle fonction dérivée de f lapplication f':z € I+ f'(x).
Si f est & valeurs dans C alors f est dérivable sur I si et seulement si les fonctions Re(f) et Im(f) le sont. On a

alors f/ =Re(f)’ +ilm(f)".

existe dans R.

L

™

Illustration graphique : ‘X A ,«’_ AR Aol de Gx“\] %‘N) - B i)
7 % =Ng
5 (s s

g o T A

{)‘\‘V\;) P
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Rappel : On a 'implication qui suit.

[ dérivable en o (resp sur I) == f continue en zq (resp sur I).

Quelques énoncés liés a la dérivabilité sur un intervalle :

SOIt f I — R une application dérivable et strictement monotone. Elle est donc une bijection de I sur f ( ). Soit xg € I,
on note yo = f(zo) € f(I). On a alors 'équivalence suivante.

f'est dérivable en yo <= f'(x0) # 0,

et dans ce cas, on a légalité (f~ ) (yo) = f,(lm ) = f’(f_ll(y T
0 0

Globalement, si f’ ne s’annule pas sur [ alors f~! est dérivable sur f(I) et (f~1)' =

1
f’o -1"

Pour tout = €]1, 4o00[ on pose f(ac) =zln(z) — .

L. Montrer que f est une bijection de ]1,4o0o[ sur | — 1, +o0].

2. On pose g = f~! I'application réciproque de f. Montrer que g est dérivable.
3. Calculer ¢(0) et ¢'(0).

4r Qo e, deaare sun Y4, 1ol ¥oc> 4, %"'X)— fmbe) 44 -4 = Qi) SO.

Denc 9‘) 0y cotune, drichorany aodoont ,uu:u,,,;,*g LY i
pole Y. el b yeduh %rw&'x wae DI edrtn d:. Q) I
Mool swr wa tmag 3-), 420 ) ) e kb

2 On a Q&M‘Vu)ﬁ wur J4, 10 C or e €Tl 019 49
e %w Andvahle sun -1, 12§ o Nye 31 sl %((b)

bgty) @
5/ Gt\(svman\u %\Q,) - 2Wle)-2 =0 dumc %(0) g .

Proposition 8 (Dérivée et extremum) ‘

Soit f:I — R et a €l quin’est pas une borne de I.
Si f présente un extremum local en a et si f est dérivable en a alors f’(a) = 0.
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o Pro;;osition 9 (Théoréme de Rolle)

Soit f : [a,b] — R. On suppose que 'on a :

- f est continue sur [a, b,
- f est dérivable sur ]a, b],

- f(a) = f(b),

alors, il existe ¢ €]a, b] tel que f'(c) = 0.

r—{"Exercice de colle (E2) ,

On considére le polynéme U, (X) = (X2 — 1)" et on pose P, = Ui,
Démontrer que P, posséde n racines distinctes et qu’elles appartiennent a | — 1, 1.

ONn pmondme par cectacconee fiie  Que -

Fhe fond, U::) posLde k cactes davnde, dams TN (o mmoin) .

Tm‘\\o&:w\rw.\ pous Y - 0, &m‘%a rim‘a?a;u .

(
Bhcaivé: Dok e € Dol On mippee que U povede Y caane

dﬂhnc\‘& dams J-1,AC. On s Mol
0(0 = -\ (0(\< 4 L € +’L‘=.i(,u_\_0t\ P __,L:,,(o ys A'—;o(kn

Ua = (XS0)"2 DM ()™ dme L er— A Ay cacones de

mdkigleel” m de U, Pocemabqual, podiique Y { m-4,
Aar-d pmrcacoss do ouadbigiall moled 4 de 0
Riawt o, =4 2 oy, = 4

'Po_un 5 € [ok] om appliqu

x \-—ﬂu\ﬁx)m? onrimee A Ty, dsﬂ, d""“""’ﬂlJ“‘*"’l"‘\"ld‘#ﬂL

W U () = 0 = Un (ol Do

; 3e I, n L \@f)'\ﬁ;) = U\»}M((‘@ R

Rvs (3, R, -/ 3, 0¥ ket cacines disindi (4, ¢ e, ¢, ¢ @ Con)

e (A\:“\ - K, qu o 1o einotal
Condwmm: Lo cosalter M duve nron EOw \out e fond.
u: V pokde s disindd,
doms 3-),1C ‘

Lt deRobe wn D4, olgnl.

Emm"\hw\.w\ . Poun Y = m
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/{ Proposition 10 (Egalité des accroissement finis) )f ~
Soit f :[a,b] = R. On suppose que l'on a :
- f est continue sur [a, b],
- f est dérivable sur ]a, b]
) —
alors, il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = %ﬁ(a).
v
" . : \ >
INlustrations graphiques : J()\b) \ RN,

¢ &

¢ ¥ | % l b

o N o C 3 .
Rolle . ' Elbowl' des acc oiyyomumls %u‘w:.

Interprétation cinématique :

)

A

Un point se déplace sur I'axe des abscisse entre les instants a et b. On note z(t) sa position
a linstant ¢. La fonction z est continue et dérivable sur [a,b]. L’égalité des accroissements finis dit qu’il existe un instant

z(b) — z(a
to € [a,b] tel que 2'(tg) = %, c’est-a-dire tel que la vitesse instantannée en ¢y est égale a la vitesse moyenne sur
—a
[a, 0].

(—~ Prop051t10n 11 (Inégalité des accroissement finis) 1

Soit f [a,b] — R. On suppose que l'on a :

- f est continue sur [a, b],
- f est dérivable sur ]a, b],
- il existe m, M € R tels que Vz €]a,b[,m < f'(z) < M,

alors on a ’encadrement m < ! (b) f (a)

On peut remplacer la troisiéme condltlon par Vz e]a, b, | f ()|

’f(b) fla)

< M, la conclusion devient :

< M.

Interprétation cinématique : Avec les notations précédentes, I'inégalité des accroissements finis dit que si la vitesse

instantannée d’un point mobile est comprise entre m et M alors sa vitesse moyenne également. Evidemment, si I'aiguille du
compteur d’un véhicule ne dépasse pas 90 km /h lors d’un trajet, sa vitesse moyenne ne la dépassera pas non plus!

— Prop051t10n 12 (Theoreme de la limite de la derlvee) [

Smt f:I — R et aun élément de I. On suppose que l'on a :

- f est continue sur 7,
- f est dérivable sur I \ {a},
- f"I\{a} admet une limite finie [ en a,

alors f est dérivable en a et f’(a) = [. Par conséquent, f’ est continue en a.

Si on remplace la troisiéme condition par fl’l\ ta} tend vers oo en a, on peut dire que le graphe de f admet une
(demi-)tangente verticale en le point d’abscisse a.

Exemple 18.1. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = sin(z)
Z

stz est non nul et f(0) = 1.
On montre que f est dérivable en 0.

o i ) . . . sin(z
e Par opérations sur les fonction continues, f est continue sur R*. De plus, on a hmo )

T— T
en 0. BElle lest donc bien sur R.

=1= f(0) donc f est continue
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e Par opérations sur les fonction dérivables, f est dérivable sur R* et

vz eR*, f(z)= zcos(zl; sin(x).

o On détermine la limite de ' en 0 & aide de développements limités.

f’(x)z%—s@@: _/_‘ (n((A'&l*o(ﬂ‘\))-((x_?)‘a(ﬂ&y
2 [~

,rx‘
== :‘.)—(—L& (l.‘(— 42- 4—%) +o (’t&)»

-~ g =L yolag) —— 0

& Kao U e X3)

Par le théoréme de la limite de la dérivée, f est dérivable en 0 et f'(0) = liH(l) fl(z) = 0
z—

Remarque : cette rédaction est celle vue en premiére année. Avec le cours sur les séries entiéres, on peut directement
démontrer que la fonction f est de classe C* sur R.
On donne un exemple pour lequel le recours aux séries entiéres n’est pas possible.

ﬁ Exercice de colle (E1) }

On considére la fonction f définie sur R par f(z) = e~1/7" i 2 est non nul et f(0)=0.
Démontrer que f est de classe C* sur R.

.-%Qn)’ CDV\h»uu. JuA R‘ LQr QA\Y\ ‘RVL) = -Q\W\ Q,‘ Vx‘ ;O‘%(g? anc. %W&wz{)\‘

Hme WAo
Cothint tn O |
A ) o conbiuae e B e glues Rady duncvadde mn @ &

-\t 3 ce Cora ;
$a>o %'W): T R - e et
%€ S

‘X -0 g -
P 0 Y. e b Demite da Re dirive | § oardiwede o o V=0,

Deflws, %mv]%‘/m(&*y 100 . L 0= 00 dme 4 ol 60
Aol s T e[ § oy B

- Exercice de colle (E3) }
On considére la fonction f définie sur R par f(z) = e~1/2" §i 2 est non nul et F(0)=0.
Démontrer que f est de classe C* sur R.

o %\dlc% %W‘Y de class W A W O e o recunmce A Mque

n) | =
Yoen , 36,0, RO, $xeR*, {oo- ?%/:)) )
““/,,(

ENWS@\\«%\ g QOM e (o) ] Pl\ & Q N A__ C,GRU‘\ML(, P
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Werdddl. Sor m@ N . Supporms qu'd ecll B, Qa €/R ] K
Yo € m#’ %\n)(m) _ Pall%) b lfoct

Qw \\/fx) |
: 1 4 " w Y ®n /At
on e e gt ¥ue ® 4[4, (2 )y n Bw]e
= (_,'_ P',‘“/x)Q.\(.v’/-x)-—P,.(I/I) Q"‘(l/?() 4_“2(‘ 33 ’L“A_() >Q':’/2:t
xv s !
Qnl ) i
P«\H (A/'?() -I/lt P - _til na u3p
Q“HU/')(,) 5 T g (“Q&:Ln)+ th)

e Ctu'm poula.
‘\Nrom pon Tluurcence M M que %QM de  davne G rua R :
Pour m = 0: ,?m\fcem\rwu Jun ®* ”%1*; o = ?(o) dume )Do.\r £° o R
ok m €N, Suppdms gue § o de dasx @™ . Ao
Aoy amhwe mw R doubarle 2w R 2

G R 40 o P Ul) o (woin Compadcy)
Qa+i ( \/7(\ o~ 0 e
ol W de Vo Ymd it dowsds, QMo deveBeim 0 o PG - o

o v%w,w dodvabe v R, 4™ 05 corbivne pun RF O
el
‘Q‘lh uEudt:))():C)': %\';40\)). DU"C %\\H)ﬂ& conruee i {od ALY
Ao

Ce 1\,‘,'0“ UOLL-\.C*\'L-

hEdt s

18.1.4 Dérivées successives

~| Définition 5 |

N

Soit f : I — K une fonction numeérique.

e Si f est dérivable, sa fonction dérivée f’ peut, elle aussi, étre dérivable sur I. Dans ce cas, la dérivée de f’ est appelée
fonction dérivée seconde de f et on la note f” ou f(2).

e Par récurrence, on définit de méme les fonctions dérivées succesives de f sur I lorsqu’elles existent. Si k € N*, on note
L f®) 1a dérivée k-ieme de f sur I.

S

~| Définition 6 |

<
Soit f: I — K une fonction numérique et p € N*,

e On dit que f est de classe C* sur I si f admet une dérivée a 'ordre k sur I et si f*) est continue sur I.

uOn dit que f est de classe C* sur [ si f admet une dérivée a tout ordre sur I.
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1 Prop051t10n 13 (formule de Le1n1z)
Sment f,g : I — R deux fonctions de classe C™. Alors la fonction f.g est de classe C™ sur I et I'on a

n

o0 =32 (1) 1000

k=0

rﬂriﬂxercice de colle (E1) j

Calculer de deux fagons la dérivée n—iéme de la fonction g :  — 1.
-z

Tour d‘-'akﬁ'\-d, Jaar 9: m\l'i..J},Npo& Y\(‘): (d_:x oF M= ‘Z‘__ .
o e

\%ﬂ'»\Am\f @’bm)u’ma- (3) N y .
J{"m)-_ A Pwe 2o, IR A a - Demim b2 L
{ i=)t "’")" (4- nc)‘) (L) i
hode 4 : ,
daed, oz o OQohode: 4k aot oo e &
e T dme puw An [o\hml/. &—Labn(‘&:

Dme ¥ne N ¥ €? .
A ‘ ! »L(_L"‘\‘ Yo €D

% - T 2 if et ?mw L

> (0)d v g w)

(\ :x')(*-“ -
\"“:o n-k
- Z m" ﬁ‘,. ") \P\ k .
kze ¥ (m-i)) \\-fx)ku (\,,,x)m-ku

L S | L
Bea (l-'x)k“ ‘ h—x)“’\"*' K

On profite de ce chapitre pour revoir les dlfferentes formules de Taylor rappelées dans le chapitre Rappels et compléments sur

lintégration.

' Proposition 14 (Formule de Taylor avec reste intégrale) [

Soit f: 1 — K est de classe C"*!. Montrer que pour tout (a,z) € I? on a :

Z f(k)(a —a)F ¥ /x (z ;'ﬂn f(""'l)(t)dt.
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/«LProposmlon 15 (Inégalité de Taylor-Lagrange - 1) |

J S

Soit a,b € Ravec a <b. Si f € C"*'([a,b],K) et si M est un majorant de |f**+1)]| sur [a,b] alors on a :

o5t

(b —a)™t!
(n+1)! 7

<M

.

r“{ PropOSItlon 16 (Inégalité de Taylor-Lagrange - 2) 1

Si f € C"+1(I K) et si M est un majorant de |f"*+1| sur I alors pour tout (a,x) € I? on a :

|37 ) a|n+1

<M Wi

()a
|Ra(@)| = |f() — ‘ >—Zf (

&

On peut utiliser ces propositions par exemple pour démontrer qu’une fonction est développable en série entiére.
P p P

at ]_E’roposmlon 17 (Formule de Taylor-Young) }

Soit f i1 = Kest de classe C" et a un élément de I. Alors R,(z) = o ((z — a)™), c’est-a-dire
T—ra

Vo € 1, Zn:
k=0

f®)(a

(z—a)+ o ((z—a)").

Tr—ra

<

,—L Exerc1ce de colle (El)

/ pr—
Soit f: R — R de classe (,’2 Déterminer lim 2 (o) =1l f(O).

z—0 :z:2

‘%WAL d%(. 81'/.)4,4_ K dome pa'rQ& ?OLM\L d.LTO.LJLO.—\/our\(S (9'\0);
) = Reo + o §'(o) + o&Jg (0) + ©x*)

N0

Ve mime, gw dedame €1 W dome -
%‘Lm); e r m%"(o) +,§’}:’<)-
On & dme: )
;i(;(q%'m _%h).;—%(o\) = %L ( c}%’ﬁ)%c”.ﬁ o) sfmc:S'k‘) -(Q.m%) F}‘gl'(o)\—ob?j)i- >
=4 [Py iolxy %co) izl
] ( 5 .Q (o) o\ ) +

X

KAo A0
EFdme | Rom o0 -graafe {09
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18.1.5 Convexité

- Définition 7 |
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I et & valeurs dans R.
On dit que f est convexe si :

Y(z,y) € P, VA€ [0,1],  fOa+(1=Ny) <Af(2)+ (1= NF ().

Interprétation graphique : On remarque
que lorsque A parcourt [0,1], Az + (1 — Ny
parcourt le segment [z,y] (ou [y, z] si z > y).

y=f(x)

f(y)

Ainsi, graphiquement, une fonction est M) +(1-2/)

convexe si son graphe est en dessous de ses

sécantes (ou cordes). \\

Jx +(1-N)y)

f@)

0 x Ar+(1-Ny Y

- Proposition 18 (Caractérisation des fonctions convexes) '

Soit f: I —» R une fonction définie sur un intervalle I et a valeurs dans R.

e On suppose que f est dérivable sur I. Alors :
f est convexe <= f' est croissante

e On suppose que f est deux fois dérivable sur I. Alors :

f est convexe <> f est positive

y=f(x)
Conséquence graphique : Le graphe d’une fonc-
tion convexe et dérivable est au dessus de ses tan-
gentes.

La convexité de certaines fonctions nous permet
d’obtenir des inégalités utiles en analyse.

flx)
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Des inégalités 4 connaitre :

e la fonction exp est convexe sur R donc : o la fonction In est concave sur ]0, +oo[ donc :

( VeeR, e*>1+uzx. ] ( Vz €] —1,+00[, In(l+z)<x. ]
¥
¥
y=
y=In(1+x)
-1
| 0
I
|
I
)
l_/ :
0 : |
|
|
|
e la fonction sin est concave sur [0, 7] donc : '
[ Va € [0,7], sin(@) <. ) e On peut aussi montrer :
( Vz R, |sin(z)| < |z|. )

o

Exerc1ce de colle (E2) )
2

Démontrer que pour tous a,b €]1, 400, on a In <a di b) > /In(a) In(b). l

On conwditc R ondriam bl

bov donicede pue 31, l o S a Ry~ =4
® Gatx)
Pon opacah‘m, % B o omt pan 34, ho{ L on Pl Qs ,\)t_uﬂm.a[u.% >O)

Done %W UnVCE Vo be Trenl €D %\MH\-&)Q{A%\&)H\— ){1k)
M B L faltn(a22)) ¢ otnltie) £ (0009))

Done &V\\QM\Q_?)>>/ AKQ“\MM) e nltaln)) O pia oM dA\‘e)(POY\el\W\L:

Il “3 5, o4 Qa0 + L 0al )™ \D}_‘ ) ce g sl
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j/Exer;ice de colle (E3 - Inééalité de Jeﬁsen) }

n

Soit f : I —> R une fonction convexe, z1,..., x, des éléments de I et Aq,. .., An des réels positifs tels que Z Aip =l

S o, 4o 4 dag) € Haflod) o+ Auflan) -
[

On Qi o (aiomtme puy M4

? : or 2: Al = Az=4 .

om m=4: @afors N € To. () Leem Py ; |

Qo) = B = A Q) an»b).

Heﬂé.d*t": So& C‘\>//1 un P PP O’W.:
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/
o nrmene aw 4
ow m=4.
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A -B e ""\ A <
Pon k‘]powjac O Clawrmemen . %_' M x; ET £
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