Chapitre 15

Endomorphismes remarquables d’un espace
euclidien

Dans tout ce chapitre, E désigne un espace euclidien dont on note n € N* la dimension et ( , ) le produit scalaire.

15.1 Isométries vectorielles

Définition 1

Soit w € L(F). On dit que u est une isométrie vectorielle (ou un automorphisme orthogonal) s’il conserve la

norme :
VeeE,  |u()l =z

Proposition 1

Si u € L(E) est une isométrie vectorielle alors c’est un automorphisme.

Preuve.

Exercice de colle (E1)

Montrer qu’une symétrie orthogonale est une isométrie vectorielle.
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Remarque : On appelle réflexion toute symétrie orthogonale par rapport & un hyperplan de E. Ainsi, toute réflexion est
un automorphisme orthogonal.

;Déﬁnition 2 /}

On note O(E) l’ensemble des isométries vectorielles (ou des automorphismes orthogonaux) de E. On lappelle groupe
orthogonal de E.

On vérifie qu’il s’agit bien d’un « groupe ».

e La loi o est une loi de composition interne, c¢’est-a-dire que O(FE) est stable pour o.
En effet, si u,v € O(E) alors ils conservent la norme et donc u o v la conserve aussi, ainsi uov € O(E).
e La loi o est associative car pour toutes u,v,w on a (uowv)ow =wuo (vow)

e La loi o posséde un élément neutre dans O(E), c’est Idg qui est bien dans O(E) et qui vérifie uoldy = Idgou =u
pour toute u € O(E).

e Enfin, si u € O(E) alors u est inversible (pour la loi o), et comme elle conserve la norme, avec y = u~!(z) on obtient

lu@)ll =il = Nzl = [[u™" (@)]].
Et donc, u=! € O(E).

Finalement, O(FE) est bien un groupe pour la loi o et c’est un sous-groupe de (GL(E), o).

/—{/ Proposition 2 }

Soit u € L(F). On a les équivalences suivantes.
ueom) “EEN voe B [lu@)| =l ¢
= Vz,y) € E? (u(@)uy)) = (z,y) (2)
= L’image d'une b.o.n. donnée de E par u est une b.o.n. de E (3)
= L’image de toute b.o.n. de E par w est une b.o.n. de F (4)
Preuve.
(1) = (2):

2)= @4 =08) = 1):
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Proposition 3

Soit u € L(E) une isométrie vectorielle. Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F- est aussi stable par
u.

Preuve.(D3)
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15.2 Matrices orthogonales

r—{:Déﬁnition 3:}
Soit M € M,,(R) une matrice réelle. On dit que M est orthogonale si MT.M = I,,.

,—{ Proposition 4 }
e Toute matrice matrice orthogonale M est donc inversible et d’inverse M7,

e L’ensemble O,,(R) des matrices orthogonales est donc contenu dans GL,(R), on appelle groupe orthogonal.

Preuve. Si MT.M = I,, alors M est inversible & gauche et comme M est une matrice carrée, elle est inversible avec
M1 =MT".
Ainsi, O, (R) C GL,(R).

On vérifie que O, (R) est un groupe pour la loi x.

e La loi x est une loi de composition interne :
e La loi x est associative :

e La loi o posséde un élément neutre dans O, (R) :

e Tout élément de O, (R) posséde un inverse (symétrique) pour X :

Finalement, O,,(R) est bien un groupe pour la loi x et c’est un sous-groupe de (GL,(R), x).
On a aussi les caractérisations suivantes.

/—{\ Proposition 5}

Soit P € M,,(R). On a les équivalences suivantes.
Peco,Rr) 9fRition prp_ g (1)
= PPT=I, (2)
— P est inversible et P~1 = PT (3)
= les colonnes de P forment une b.o.n. de M, ;(R) (4)
= les lignes de P forment une b.o.n. de M ,,(R) (5)

Preuve. On a de maniére évidente : (1) < (2) < (3).
Montrons I'équivalence (1) <= (4) : Soit P € M, (R). On note Ci,...,C, les colonnes de P. Alors CT,...,CL sont les
lignes de PT. Par définition du produit matriciel, on a donc les équivalences suivantes :

les colonnes de P forment une b.o.n. de M,,1(R) <= V(i,5) € {1,...,n}?, (C;,C;) =6;;
— V(Z,j) S {1, .. .,n}27 CZTC] = (51'7j

— P'xP=1I,

Enfin, en appliquant Péquivalence (1) <= (4) & la matrice M = PT, on obtient facilement I'é¢quivalence (2) <= (5). O
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On illustre le produit matriciel de la proposition précédente.

,—[Proposition 6 (Interprétation des matrices orthogonales)} N

Soit B une base orthonormée de E. On a les propositions suivantes.

1. Pour toute base B’ de E :
B’ base orthonormée de E <= P = Pgp € O,(R).
2. Pour tout u € L(E) :
u€e O(F) <= Mpu) e O,R).

\. J

Preuve.

1.

Proposition 7

1. Si u € O(F) alors det(u) =1 ou det(u) = —1.
2. Si M € O, (R) alors det(M) =1 ou det(M) = —1.

Preuve.
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~— Proposition 8 N

L’ensemble des matrice M € O,(R) de déterminant égal & 1 est un sous-groupe de O, (R), on 'appelle groupe spécial
orthogonal et on le note

SO, (R) ={M € O,(R), det(M) = 1}.
On définit aussi le groupe des isométries vectorielles directes de E : SO(E) = {u € O(E), det(u) =1}.

\.

/—[Exercice de colle (E3)}

Soit P € O, (R) une matrice orthogonale. Montrer que si A € C est valeur propre de P alors |A\| = 1.

15.2.1 Orientation

~— Définition 4
Orienter un espace vectoriel E c’est choisir une base (orthonormée) B dont on choisit qu’elle est directe.
Soit B’ une autre base de E. On dira que B’ est directe si detg(B’) > 0 et indirecte si detg(B’) < 0.

/—EExercice de colle (E2)}

Soit F un espace euclidien et B une base orthonormée de E. On oriente E par la base B.
Montrer que pour toute autre base orthonormée directe B’, on a detg = detg: .

\.

On note usuellement Det = detg I’application déterminant en base orthonormée directe, il ne dépend de la base orthonormée
directe B choisie.
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15.3 Endomorphismes autoadjoints

15.3.1 Définitions et propriétés

:Déﬁnition 5:}
Soit u € L(E). On dit que u est un endomorphisme autoadjoint (ou symétrique) si
V(z,y) € E?,  (z,u(y)) = (u(z),y).

On note S(E) 'ensemble des endomorphismes autoadjoints de E.

Exercice de colle (E1) }

Une symétrie orthogonale est un endomorphisme autoadjoint.

Exemple 15.1. On munit E = M, (R) du produit scalaire usuel et on désigne par f Vapplication transposée
d’un endomorphisme de E et pour tout (A, B) € E?, on a

(A.f(B)) = w(ATf(B)) = wu(ATBT)
= tr((ATBT)T) = tr(BA)
— w(4B) — G(f(A).B) = (f(4),B)

Ainsi, | L’application transposée est un endomorphisme autoadjoint de M, (R). ‘

. 1l s’agit bien

/—{/Exercice de colle (E2)\}

Soit p € L(E). Démontrer I’équivalence suivante.

poep=p
p est un projecteur orthogonal <= et
p est un endomorphisme autoadjoint
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|

P

roposition 9)
Soit B une base orthonormée de F et u € L(F). On a I’équivalence suivante.

w est un endomorphisme autoadjoint <= M = Mpg(u) est symétrique <— MT =M.

Preuve.
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Exercice de colle (E2)}

Soit u € L(E) un endomorphisme autoadjoint et F' un sous-espace vectoriel de E. Montrer que si F est stable par u alors
F+ Dest aussi.

15.3.2 Reéduction des endomorphismes autoadjoint

Les valeurs propres d’un endomorphisme autoadjoint (resp. d’'une matrice symétrique réelle) sont réelles.
y Vi

Preuve.(D2)
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On a alors les propositions suivantes.

,—[Proposition 10 (Théoréme Spectral)}

Soit u € L(F) un endomorphisme autoadjoint. Alors
e F est somme directe orthogonale des sous-espaces propres de u,

e y est diagonalisable en base orthonormée, c’est-a-dire qu’il existe une base orthonormée de F formée de vecteurs
propres de u.

\.

Preuve.

/—[Proposition 11} N

Soit M € M,,(R) une matrice symétrique réelle. Alors

o M, 1(R) est somme directe orthogonale des sous-espaces propres de M,

o M est diagonalisable en base orthonormée, c’est-a-dire qu’il existe une base orthonormée de M,, ;(R) formée de
vecteurs propres de u, ou encore qu’il existe une matrice orthogonale P € O, (R) telle que

D =P 'MP= PTMP est diagonale.

\.

,—[Exercice de colle (E2)}

Soit u € L(FE) un endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien E. On note Aj,..., A, les valeurs propres de u
répétées avec multiplicités et rangées dans l'ordre croissant. Démontrer que :

Ve e B, Mlzl® < (u(2), z) < Al
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15.3.3 Endomorphisme autoadjoint (ou matrice symétrique) positif (resp. défini positif)

/—{:Déﬁnition 6:}
Soit E un espace euclidien et v € £L(E) un endomorphisme autoadjoint. On dit que :

e u est positif si pour tout z € E, on a (u(x),z) > 0.
e y est défini positif si u est positif et si :

Vo € I, (u(z),z) =0 = =z =0.

e On note ST(E) l'ensemble des endomorphisme autoadjoints positifs et ST (FE) I’ensemble des endomorphisme
autoadjoints définis positifs.

r—{\Déﬁnition 7/}
M une matrice symétrique réelle. On dit que
e M est positive si pour tout X € M, 1(R), on a XTMX > 0.
e M est définie positive si M est positive et si :

VX € M, (R), XTMX =0 = X=0.

e On note S,/ (R) I'ensemble des matrices symétriques réelles positives et S;"(R) I'ensemble des matrices symétriques
réelles définies positives.

Avec les notations précédentes, si B est une base orthonormeée de E, si M = Mp(u) et X = Mp(z), alors on a :
(u(z),z) = XTMX

La proposition suivante en découle directement.

( Proposition 12 \}

Avec les notations précédentes, si B est une base orthonormée de E, si u € S(E) et M = Mg(u) € S,,(R), alors :

u est positif (resp. défini positif) <= M est positive (resp. définie positive)
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/—[Exercice de colle (El)}

e Soit u € S(E). Montrer que : u € ST(E) <= Sp(u) CRT
e Soit A € S,(R). Montrer que : A € SF(R) <= Sp(4) CRT

\.

/—[Exercice de colle (E2)}

e Soit u € S(E). Montrer que : u € STT(F) <= Sp(u) CRf
e Soit A € S,(R). Montrer que: AeSTT(R) <= Sp(4) CRS
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T
Exemple 15.2. Pour X = | y | € M31(R), on pose q(X) = Ta? + 4y? + 42 + 4oy — 4oz — 2yz.
z
Déterminer une matrice A € S3(R) telle que ¢(X) = XTAX.
En déduire que si X # 0, alors, ¢(X) > 0.
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15.4 Espace euclidien orienté de dimension 2 ou 3

Dans ce paragraphe, E est un espace euclidien de dimension 2 ou 3, orienté par une une base orthonormée B. On sait qu’en
exprimant les vecteurs dans cette base, on est ramené a la structure euclidienne usuelle sur R? ou R3. On se placera donc
trés souvent sur R? ou sur R3 orienté par sa base canonique.

15.4.1 Orientation

On admet les deux propositions suivantes.

Proposition 13

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 2 et D une droite vectorielle de E.
Soit a un vecteur unitaire normal & D, alors il existe un unique vecteur e; de D tel que (e, a) soit une base orthonormée
directe de E. Si on oriente D par le vecteur ey, on a pour tout u; € D non nul :

(u1,a) est une b.o.n. directe de E <= (uq) est une b.o.n. directe de D
On dit qu’on a orienté D par le vecteur a.

Illustration graphique :

Proposition 14

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3 et P un plan vectoriel de E.
Soit a un vecteur unitaire normal & P, alors il existe une base (e, ez) de P tel que (eq, ez, a) soit une base orthonormée
directe de E. Si on oriente P par la base (e1, e3), pour toute base (u1,us) de P, on a :

Uy, U o .0.1. cte U1, U2 ool .0.11. directe ] 1
5 7(1 est une b n dll@ te dE‘ l; <~ 5 est une b n d ecte d?
()n dlt quon a orienté 1 par le vecteur a.

Illustration graphique :

15.4.2 Déterminant dans une base orthonormeée directe

Proposition 15

Soit F un espace euclidien orienté de dimension n et I3 une base orthonormée directe de E.
Alors pour tout (u1,...,u,) € E™, detg(uy,...,u,) ne dépend pas de B. On l'appelle produit mixte de (uy,...,un).
On le note :

e Det(uq,...,uy) dans le cas général,

e Det(uy,uz) = [u1, u] en dimension 2, et dans R?, ’[ul,uﬂ’ est laire du parallélogramme formé par u; et ug,

e Det(u1,uz,u3) = [u1,uz,us] en dimension 3, et dans R3,

[u1, us, U3]‘ est le volume du parallélépipéde formé par uq, us
et us.
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Preuve. (voir (E2) précédent)

O
15.4.3 Produit vectoriel
Proposition 16
Soit. F un espace euclidien orienté de dimension 3 et uy,us deux vecteurs de E.
Il existe un unique v € E tel que Vw € E, [u1,us,w] = (w,v).
v s’appelle le produit vectoriel de u; et us, on le note v = uy A us.
Preuve.
O
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On admet que le produit vectoriel vérifie les propriétés suivantes.

f—{/ Proposition 17 \}

(u,v) — u A v est bilinéaire et antisymétrique (v Au = —u Av)
u,v colinéaires <= wuwuAv=0
Si u et v sont orthogonaux alors ||u A v| = |Jul|.||v]]

Si (u,v) et orthonormée alors (u,v,u A v) est une base orthonormée directe de E

=P E

Si (i, j, k) est une base orthonormée directe de E alors

iNj=k,  jAk=i et kAi=j.

Illustration graphique :

On donne enfin I'expression analytique du produit vectoriel.

( Proposition 18 \}

Si B = (i,4, k) est une base orthonormée directe de E et si u = (z,y,2)p et v = (2/,y’, 2’)g sont deux vecteurs de E on
a¥:

! / /
_ly v . . T
UuNv = A [ _]-l-'y of k.
Meéthode de calcul :
x ' x x!
y | Al Y = y | A Y | =
z 2 z 2

Exemple 15.3. Dans R® muni du produit du produit scalaire usuel et orienté par la base canonique, on considére F = Vect(u, v)
avec u=(1,2,1) et v=(0,1,—1).

e Déterminer une équation de F.

e Soit w = (x,y, z). Déterminer d(w, F') et interpréter géométriqguement.
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Exercice de colle (El)}

Diagonaliser en base orthonormée la matrice A =

== W
— W
W =
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15.5 Isométries vectorielles d’un plan euclidien

15.5.1 Description de O(2)

Proposition 19

Soit M € M3(R). On a les équivalences suivantes.

MeoR < BeRIef-n, M= o) D),

MeS0?2) 3 eR, M:(C;;gg; —jgggg;).

Preuve.
a c
b d

e (D1) Soit M = ( ) € SO(2), les relations sur les colonnes donnent :

a2+ =1, +d*>=1, ac+bd=0 et det(M)=ad—bc=1.

Les deux premiéres égalités donnent l'existence de 6 € R et a € R tels que

(oo {om

Les deux derniéres relations se traduisent alors par cos(§ —a) =0 et sin(a —0) = 1.

T
On en déduit que o — 6 = 5[27r]. En particulier, on obtient

¢ = cos (0 + g) = —sin(d) et d=sin (0 + g) = cos(h),

d’ou I'écriture de M désirée.
e Pour finir, si M € O(2) \ SO(2) alors det(M) = —1.
1 0

Fin de (D1).

Soit P = . Alors P est une matrice orthogonale de déterminant —1. Donc M P est une matrice orthogonale

0 -1
de déterminant (—1) x (=1) = 1. D’aprés ce qui précéde, on peut trouver 6 € R tel que

ur= (50 ) ):

On obtient alors M = (MP)P~! = (MP)'P = < cos(0) - —sin(6) ) X ( (1) _0 )

sin(d)  cos(f) 1
e on a M — cos(6) sin(#)
Et do M < sin(f) —cos(6) ) ’

Proposition 20

Pour tout 6§ € R, on note R(0) = ( Z?sgzg _CS;EEZ; )

L’application § — R(6) vérifie :
V(0,¢) €R?, R(0+¢) = R(0)R(p).

Preuve. Cela s’obtient facilement en effectuant le produit des matrices et en utilisant les formules trigonométriques. o

Remarque : Les éléments de SO(2) commutent deux a deux et ’on a

Vo € R, R(0)"'= R(-0).
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15.5.2 Rotations d’un plan euclidien

Dans ce paragraphe, E désigne un espace euclidien orienté de dimension 2, c’est-a-dire un plan euclidien muni d’une base
dont on décide qu’elle est directe.

/—{ Définition 8 }

On appelle rotation vectorielle du plan E tout élément de SO(F) c’est-a-dire toute isométrie vectorielle directe.

,—{ Proposition 21

Sl feSOER). Alors il existe 6 € R tel que pour toute base orthonormale directe B, la matrice de f dans B est égale a :
B [ cos(§) —sin(9)
Ms(f) = R(9) = ( sin(f)  cos(0) )°

Le réel 0 est unique modulo 27 et est appelé mesure de ’angle de la rotation ou plus simplement angle de la
rotation.

Preuve. Soit f € SO(E), et soit B une base orthonormale directe.
Alors on sait que M = Mpg(f) € SO(2), c’est-a-dire qu’il existe 0 € R tel que M = R(6).

Si B’ est une autre base orthonormale directe, on note P = P g/ la matrice de passage de la base B & 5. La matrice P étant
une matrice de passage de base orthonormale & une base orthonormale, on a P € O(2). Comme on passe d’une base directe
& une base directe, det(P) > 0. On en déduit que P € SO(2). 1l existe donc « € R tel que P = R(«).

Mg (f) = PIMP = R(~a)R()R(a) = R(—a + 0 + a) = R(6).

O
Pr0p051t10n 22
Smt feSO(E) est une rotation vectorielle, on note # une mesure de son angle. Alors pour tout vecteur unitaire a :
1) cos(f) = (alf(a))
2) Pour tout base orthonormale directe B on a sin(f) = detg(a, f(a)).
Preuve. Soit a un vecteur unitaire, il existe une unique base orthonormale directe de la forme B, = (a, b).
. _ cos(9) —sin(6)
On obtient alors Mg, (f) = < sin(0)  cos(f)
En particulier, on a f(a) = acos(f) + bsin(f) et donc :
(alf(a)) = cos(8)(ala) + sin(8)(alb) = cos(H).
De plus, on obtient que
|1 cos(@) | . _
detg, (a, f(a)) = ’ 0 sin(d) |~ sin(f) = detg(a, f(a)),
car ce déterminant ne dépend pas de la base orthonormée directe choisie. -
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15.5.3 Isométries vectorielles indirectes d’un plan euclidien

Proposition 23

Les isométries indirectes du plan euclidien E sont les réflexions de E c’est-a-dire les symétries orthogonales par rapport
a une droite.

Preuve. Soit f € O(E) N SO(E) et soit B = (e1, e2) une base orthonormé directe de E. La matrice de f dans cette base est
_( cos(6) sin(9)

de la forme A = ( sin(6) —cos(8) )

Alors le polynome caractéristique de A est, :

xa(A\) = (cos(f) — N)(—cos(h) — \) — sin?(0) = A% — 1.

La matrice A posséde donc deux valeurs propres de multiplicité 1 : ce sont 1 et —1. De plus A est symétrique et B est ortho-
normée donc f est un endomorphisme symétrique. Par conséquent, ses sous-espaces propres sont deux-a-deux orthogonaux.
Ainsi on a Fy 1 E_4 et donc f est la symétrie orthogonale par rapport & Fj. O

15.6 Isométries vectorielles directes d’un espace euclidien de dimension 3

Dans ce paragraphe, F désigne un espace euclidien orienté de dimension 3, c’est-a-dire muni d’une base dont on choisit qu’elle
est directe.

On connait déja certaines isométries vectorielles : les symétries orthogonales. Si s est une symétrie orthogonale, on peut écrire
sa matrice S dans une base orthonormée adaptée a la somme directe £ = Ker(s — Idg) @ Ker(s + Idg). Quatre cas sont
possibles, on précise pour chacun de ses cas, s’il s’agit d’'une isométrie vectorielle directe ou indirecte.

1 0 0 1 0 0 1 0 0 -1 0 0
S = 01 0 S = 01 0 S = 0 -1 0 S = 0O -1 o0
0 0 1 0 0 -1 0o 0 -1 0 0 -1

s =1Idg et det(s) =1 det(s) = -1 det(s) =1 s = —Idg et det(s) = —1
isométrie directe isomeétrie indirecte isométrie directe isométrie indirecte

L’objectif de ce paragraphe est de décrire toutes les isométries vectorielles directes d’un espace euclidien de dimension 3.
Parmi elles, on compte donc déja I’endomorphisme identité et les symétries orthonales par rapport & une droite.

Lemme

Toute isométrie vectorielle d'un espace euclidien de dimension 3 admet au moins 1 ou —1 comme valeur propre.

Preuve. Soit s une isométrie vectorielle de E. Comme le polynome caractéristique de s est de degré 3 = dim(FE), par le
théoréme des valeurs intermédiaires, il admet au moins une racine réelle (continuité et limites en 4+o00). Donc s admet au
moins une valeur propre réelle .

Et on a vu en exercice de colle (E3) que A est nécessairement de module 1. Par conséquent, s admet au moins 1 ou —1

comme valeur propre.
O

Lemme

Soit f € SO(FE) une isométrie vectorielle directe de 'espace E. Alors 1 est valeur propre de f et deux cas se présentent :

e dim(E;(f)) =3, dans ce cas f =Idg

ou

e mi(f) =1et dim(F1(f)) =1, on dit dans ce cas que f est une rotation vectorielle d’axe A = F;(f).
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Preuve. Soit f in isométrie vectorielle directe telle que f # Idg.
D’aprés le lemme précédent, on sait que 1 et/ou —1 est valeur propre de f.

e Supposons que 1 ne soit pas valeur propre de f, alors —1 ’est et donc il existe e € F non nul tel que f(e) = —e. C’est un
vecteur propre associé & 1 donc A = Vect(e) est une droite vectorielle stable par f. Comme f € O(E), le plan P = A~ est
aussi stable par f.

On note f I’endomorphisme induit par f sur P, il conserve aussi la norme, donc f est une isométrie de P.

1
Et dans une base orthonormeée B = (e, e2,e3) adaptée & F = A @ P, la matrice de f est :

-1 0 0

MB(f) - 8 M(€2,63)(f:)

Un calcul de déterminant par blocs donne det(f) = Mp(f)=—-1=1x M(62783)(f) donc det(f) = M(e%e?’)(f) = —1. Ainsi,
f est une isométrie indirecte de P. D’aprés le paragraphe précédent, f est une symétrie orthogonale et dim(El(f)) =1. Et
donc 1 est valeur propre de f, a fortiori 1 est valeur propre de f...

Contradiction

e Ainsi 1 est bien valeur propre de f, et donc il existe e € E non nul tel que f(e) = e. C’est un vecteur propre associé a 1
donc A = Vect(e) est une droite vectorielle stable par f. Comme f € O(E), le plan P = AL est aussi stable par f.
On note f ’endomorphisme induit par f sur P, il conserve aussi la norme, donc f est une isométrie de P.

L
Et dans une base orthonormée B = (e1, e2,e3) adaptée & F = A @ P, la matrice de f est :
1 0 0

Mg(f) = 8 M(e2,@3)(f)

Un calcul de déterminant par blocs donne det(f) = Mg(f) =1=1x M(ez,eg)(f) donc det(f) = ./\/1(52763)(]?) = 1. Ainsi, f

est une isométrie directe de P , d’apres le paragraphe précédent, f est une rotation différente de I'identité (sinon, on aurait

f=1dg), donc f n’a aucune valeur propre réelle. Comme x;(X) = (X — 1)x7(X) on a bien mi(f) =1 et dim(E1(f)) = 1.
O

On reprend les notations de la preuve précédente. On rappelle qu’on peut orienter le plan P en choisissant un vecteur
orthogonal unitaire @ : une base (é1,€3) de P est directe (resp. indirecte) si la base (€7, €3, @) est directe (resp. indirecte).

On définit alors la notion d’angle pour une rotation vectorielle.

Définition 9

Soit f une rotation de E d’axe A dirigé par le vecteur unitaire @ et P = A'l. Si le plan P est orienté par @, la mesure
0 de angle de la rotation f|p est appelée mesure de 1’angle de la rotation f lorsque l’axe est orienté par @ ou
plus simplement ’angle de la rotation.

Attention : La mesure de I’angle d’une rotation f de E dépend donc de l'orientation de E et de l'orientation de 'axe de

cette rotation.

Illustration graphique :
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Proposition 24

Soit f la rotation d’axe A orienté par le vecteur unitaire d et d’angle de mesure 6. Alors

e Pour toute base orthonormale directe B de la forme (€7;€3; @), la matrice de f dans B est
cos(f) —sin(0)

0
Mp(f)=1 sin(d) cos(@) 0
0 0 1

e Pour tout vecteur unitaire © € E orthogonal a I’axe, on a :
f(z) = cos(0)Z + sin(6)(d A Z).

En particulier, on a : @If(@) = cos(8) et A f(F) = sin(0)a.
e Le réel 0 est défini modulo 27 par :
* tr(f) =14 2cos(d)

* le signe de sin(#), qui est égal a celui de detp(@, f(@), @) pour tout vecteur @ n’appartenant pas a I'axe et toute base
orthonormée directe B.

Preuve.

e Le plan P = A' étant orienté par son vecteur normal @, (€7, €5) est une base orthonormale directe de ce plan. Le résultat
cos(f) —sin(6)

sin(@)  cos(f) /-

e La base (¥,d A %, d) est une base orthonormale directe, donc (Z,d A Z) est une base orthonormale directe du plan P, ce qui

entraine que f(%) = cos(0)Z + sin(0)(@ A ). Les deux égalités en découlent immédiatement.

découle alors directement du fait que la matrice de f|p est (

e L'égalité tr(f) = 1+ 2cos(f) est claire par la premiére partie de la proposition. Donc pour caractériser 6, il suffit de
connaitre le signe de sin(f). Soit # un vecteur n’appartenant pas & A, on peut écrire @ = 1 + 7@ avec u3 € AL\ {0} et
Ul i

v €R. On pose v =dA T alors la base By = (ﬁ, ¥, d@) est une base orthonormale directe de E. En utilisant la premiére

partie de la proposition et la matrice f dans cette base, on a

F(@) = F0i) + 7@ = |l ] (eosw)'Z;” n sinw)ﬁ) T

Pour toute base orthonormale directe B, on a alors :

|[ail|  [|ui]|cos(6) O
dets(t, f(4),d) = detp, (@, f(@),d) =| 0  [[uil[sin(0) O | = [[ui][*sin(6).
v Y 1
Ceci achéve la démonstration. O

390



Mathématiques PSI S. Dion

Exercice de colle (El)}

On oriente ’espace euclidien R? par sa base canonique B orthonormée. Caractériser 'endomorphisme f de E défini par

sa matrice dans la base B. 1 2 2
1

F=Mzp(f)= 3 2 1 -2

|
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