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Lycée Chatelet

Devoir surveillé 7 - Correction

Exercice

1. Les colonnes de Mp(f) forment une base orthonormée de M,, ;(R) muni de son produit scalaire usuel donc Mp(f)
est une matrice orthogonale.
De plus B est une base orthonormée de F donc :

‘ f est un automorphisme orthogonal de F. ‘

2. On a det(f) = det(Mp(f)) =1 et f # Id, donc f est une rotation dont on détermine I’axe.
Le calcul donne Ei(f) = {(z,y,2) € E, f(x,y,2) = (z,y,2)} =Vect{(1,1,0)} donc f est une rotation d’axe
D =Vect{(1,1,0)}. On oriente D par le vecteur u = (1,1,0) et on détermine 'angle 6 de la rotation.

e D’une part, dans une base adaptée, la matrice de f est de la forme :

cos(f) —sin(f) 0
sin(#)  cos(f) O
0 01
. 1 1
Ainsi 1+ 2cos(0) = tr(f) = 5(1 +1—1) donc cos(f) = -3
e D’autre part, le signe de sin(f) est aussi celui de detg(eq, f(e1),u).
1 b1 2 1
Or, detp(e1, f(e1),u) == 0 2 1|==>0etdonch= +Arccos<—> .
310 2 o 3 3

1
f est la rotation d’axe orienté par u = (1,1,0) et d’angle § = +Arccos (—3) .

Probleme 1
CCINP PSI 2022 (extrait)

a partir d’une correction de B. Winckler
Partie I — Matrices de rang 1

I.1 — Une expression des matrices de rang 1

1. Puisque A est de rang 1, toutes ses colonnes C1,...,C, sont proportionnelles & un méme vecteur colonne non nul,
I Y1
T2 _ . : Y2 .
qu'on note X = | . |. Solent yi,...,y, tels que pour tout i € [1,n] on ait C; =y; X et Y = | | |. Ainsi:
Tn Yn
Y1ir1  Y2x1 - YnTi
Y1z Y2x2 - Ypd2
e B (%)
Y1Tn Y2Xn - Yndn

On reconnait, suivant les regles de calcul matriciel : A = XY et de plus et Y n’est pas nul non plus (sinon ’égalité
précédente impliquerait : A = Oy, (), ce qui est impossible pour une matrice rang non nul). D’ou le résultat.



2. On reprend les notations X = . et Y =] . |. Le méme calcul que dans la question précédente montre que

Tn Yn
toutes les colonnes de XY sont proportionnelles & X ; 'espace vectoriel engendré par les colonnes de XY 7 est donc
inclus dans Vectg (X), et comme le rang de XY 7 est la dimension de l’espace vectoriel engendré par ses colonnes, on
en déduit : rang (XY7T) < dim (Vectr (X)) = 1.
Mais comme X et Y sont non nuls, il existe i et j tels que z; # 0 et y; # 0 et donc z;y; = a;; # 0. Ainsi A = XY7T
n’est pas la matrice nulle.
Ainsi rang (XYT) < 1 et rang (XYT) # 0, donc nécessairement : rang (XYT) =1.

1.2 — Quelques propriétés

3. Comme A est de rang 1, d’aprés la question 1 il existe X,Y € M, 1(R) non nuls tels que : A = XY On reprend les
mémes notations que dans les questions précédentes, pour les coordonnées de X et Y (la matrice A a donc I'expression
en (x)). Alors, par associativité du produit matriciel :

A2 = (xy")(xy?h) =xyTx)vT,

et on reconnait le produit scalaire usuel de X et Y, qui est égal a :
~®
YIX =(V,X) =)y = tr(A),
i=1

puisqu’on reconnait 1a la somme des coefficients diagonaux de A. On a donc montré :

A2 =X -tr(A) YT =tr(A)XYT = tr(A)A,
R
€

ce qu’il fallait démontrer.

4. Apres multiplication par A¥~!, 1'égalité de la question précédente donne : Yk € N\ {0}, A¥*! = tr(A4)A*. Si I'on
raisonne comme dans le cas des suites numériques, cela semble indiquer que (A";)k)1 est une suite géométrique dont
la raison serait tr(A), et on en déduirait : Vk € N\ {0}, A¥ = (tr(A))*~'A. Nous allons démontrer cette conjecture
par récurrence sur k.

L’initialisation est évidente, puisque pour k = 1 cette égalité équivaut & A = A. Montrons donc I’hérédité : soit
k€ N\ {0} tel qu'on ait : A* = (tr(A))*~' A. En multipliant par A cette égalité, on a :
AR = (A1 A% B (br(A)F T r(A) A = (tr(A)) R4,
d’ou la propriété au rang k + 1, ce qui démontre qu’elle est héréditaire.
Ainsi, par principe de récurrence, on a montré :

Vk e N\ {0}, A% = (tr(4))* 1A

5. Soit k € N\ {0}. Rappelons que A est non nulle, puisque de rang 1 # 0. Par la question précédente, on a donc
clairement :
AP =0y, v) = (t1(A)F T =0 <=k >2et : tr(A) = 0.

Ainsi A est nilpotente si et seulement si tr(A) = 0, et dans ce cas I'indice de nilpotence (c’est-a-dire : le plus petit
exposant a donner une puissance nulle) est k = 2.

6. La question 3 montre que X2 —tr(A4)X = X (X —tr(A)) est un polynéme annulateur de A. C’est un polynome scindé,
et si tr(A) # 0 alors il est & racines simples d’apres la factorisation qui précede, donc d’apres le critére polynomial de
diagonalisation A est diagonalisable dans ce cas-la.

Ainsi une condition suffisante pour que A soit diagonalisable, est que tr(A) # 0. Nous allons démontrer que cette
condition est nécessaire : supposons A diagonalisable. Alors, d’apres le critere de diagonalisation, x4 est scindé, et
pour toute valeur propre de A, son ordre de multiplicité est égal a la dimension du sous-espace propre associé. Or



A est de rang 1, donc d’apres le théoreme du rang on a : dim(ker(A)) = n — 1. Comme n > 2 par hypothese,
on a dim(ker(A)) > 0, donc 0 est valeur propre de A, d’ordre de multiplicité exactement n — 1. Comme A admet
exactement n valeurs propres en comptant les multiplicités, il existe une autre valeur propre A # 0, qui doit étre
d’ordre de multiplicité 1 vu que 0 est déja d’ordre de multiplicité n — 1. Alors, comme la trace d’une matrice réelle
est la somme de ses valeurs propres (complexes) comptées avec multiplicités, on a :

tr(A) =(n—1)x0+1xA=X#0,

d’ou le résultat : si A est diagonalisable, alors tr(A) # 0.
Une condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable est donc : tr(A4) # 0.

Partie IT — Matrices de Householder

I1.1 — Un exemple

7. Dans cette question, et la suivante, je vais illustrer comment la géométrie permet d’abréger la partie calculatoire de
I’étude, par anticipation sur la partie II1.2.
On note que les colonnes de A forment une base orthonormée de Mz 1 (R) pour le produit scalaire usuel (ne pas oublier
le % en facteur, qui assure que les colonnes sont de norme 1). On en déduit que A est une matrice orthogonale, et
donc : AT A =13. Or A est clairement symétrique, donc 1’égalité précédente devient : A% = I3. On a montré :

A? = Is,

et donc X? — 1 est un polynéme annulateur de A.

8. Rédaction 1 (un peu longue mais qui permet peut-étre de mieux comprendre) : La question précédente
veut peut-étre nous inciter & utiliser le fait que X2 — 1 soit un polynéme annulateur de A, pour en déduire que les
valeurs propres sont éventuellement 1 et —1. Mais nul besoin de ce surcroit de théorie : contentons-nous de remarquer
qu’on a montré, dans la question précédente, que : A% = I3. Ainsi A est une matrice de symétrie, or on sait qu’une
telle matrice est diagonalisable et a pour valeurs propres éventuelles 1 et —1. Donc :

Spr(4) € {1,-1}.

On peut montrer que 1 et —1 sont effectivement valeurs propres, et méme déterminer leurs ordres de multiplicité,
grace a la trace. En effet, si 'on note a et b leurs ordres de multiplicité (qu’on pose comme étant nuls si ce ne sont
pas effectivement des valeurs propres), alors le critere de diagonalisation implique : a + b = 3 (degré du polynéme
caractéristique). Mais on a aussi, en examinant la trace, qui est la somme des coefficients diagonaux mais aussi la
somme des valeurs propres comptées avec multiplicités : tr(4) =1 =a — b. Ainsi :

a +b = 3 — a +b = 3
a —b =1 2a = 4 (L2<—L2+L1)

et on en déduit : @ = 2, b = 1. Ainsi 1 est valeur propre double (car son ordre de multiplicité est a = 2), et —1 est
valeur propre simple. Je vais d’abord déterminer le sous-espace propre associé & —1 (c’est en principe plus facile, vu
qu’il est de dimension 1 : trouver un seul vecteur propre non nul suffit a ’engendrer) : comme A est une matrice
symétrique réelle, on sait que ses sous-espaces propres sont orthogonaux. On en déduira alors le sous-espace propre
associé a 1 en considérant le supplémentaire orthogonal du premier sous-espace propre. Or on a :

1 4 -2 2
A+13= 3 -2 4 2],
2 2 4
1
et la relation Cy 4+ Cs = C3 montre que le vecteur | 1 | appartient au noyau de A +I3. Par argument dimensionnel
-1
ci-dessus on a donc :
1
ker(A + 13) = Vectr 1
-1



Par ’'argument d’orthogonalité évoqué, on en déduit :

1\\ 7 1

ker(A — I3) = Vectr 1 = Vectgr -1,
—1 0 1

= O

Rédaction 2 (plus rapide) : On remarque que A est symétrique réelle, donc par le théoreme spectral, elle est
diagnalisable. Ses valeurs propres sont toutes réelles et ses sous-espaces propres sont deux a deux orthogonaux.
P(X)=X?—-1= (X —1)(X +1) est un polynéme annulateur de A.

Les valeurs propres de A sont donc racines de P. Ainsi Sp(A) C {—1,1}.

On calcule (attention a bien distribuer le 1/3) A — I3 et A + I3.

-2 =2 2
1
On remarque que A — I3 = 3 —2 —2 2| est derang 1 et donc 1 €Sp(A) et comme A est diagonalisable :
2 2 2

Ainsi, —1 est aussi valeur propre et sa multiplicité est 1 (car m; +m_; = 3). Finalement :

E1(A) est le plan d’équation x +y — z =0 et E_1(A) = E1(A)* = Vect 1

9. La matrice A est symétrique réelle, donc ses sous-espaces propres sont orthogonaux....

10. II s’agit de diagonaliser A, en prenant une matrice de passage orthogonale : pour cela, il suffit de prendre une
matrice de passage entre deux bases orthonormées, en I'occurrence la base canonique By, et une base orthonormée
de vecteurs propres.

Faire un dessin... on y représente un vecteur unitaire X3 de E_1(A), un vecteur unitaire X; de Ej(A) et le produite
vectoriel Xo = X3 A X;. Le dessin suffit au raisonnement.

Application numérique :

1 1 1 -1 1
— - - — L

X37\/§ j , X1 \/§ 1 6‘6)(2—)(3/\)(1—\/é 1

1 0 2
1 1 1
V2o

Etdonce P=| 5 5 5 € O3(R) par construction et on a bien :

2 1
0 %

10 0
PlAP=P*AP=D=|0 1 0
00 -1

11. Les questions précédentes montrent que A est une matrice symétrique (réelle), et une matrice de symétrie. Comme
les sous-espace propres sont orthogonaux, c’est donc une matrice de symétrie orthogonale, par rapport & ker(A —I3)

1 0
que nous avons déterminé, et qui est égal au plan Vecty -11],11
0 1



I1.2 — Matrices de Householder

Cet exercice a été traité en TD la veille... Mais ici, on pouvait s’aider des résultats de la partie I (matrices de rang 1).

12. En appliquant les résultats de la partie I.1 avec X = Y = WlHV (qui est non nul par hypothese), on voit
immédiatement que Py = WVVT est une matrice de rang 1 : son image est donc de dimension 1, et un seul
vecteur non nul suffit a 'engendrer. Par exemple Y = PyV est dans im(Py ) et :

1 1
VTV = sV VP =,

PV =
VP Nals

donc:Y =V = PyV € im(Py). V est non nul, et comme im(Py ) est de dimension 1, on aon a : ‘ im(Py) = Vect(V). ‘

Soit maintenant X € M, 1(R). On a les équivalences suivantes.

1
X cker(Py) <= PyX=0 — —_V.VI'X=0
Vi ==
scalaire
vTx

—— V=0 < VIx=0 car V #0
IV

— (X, V)=0 < X1V

On en déduit que : | ker(Py) = Vect(V)* = im(Py)*.

1
13. OnaP:= —v.viv.yl= v.vT = py.
G
Donc Py est la matrice d’'une projection sur im(Py ) dans la direction de ker(Py) dont on vient de démontrer qu’ils

sont orthogonaux.

‘ Py est donc la projection orthogonale sur Vect(V'). ‘

Et on a:
rang(Py) = tr(Py) = 1.

14. On montre facilement en calculant sa transposée, que Py est symétrique. De plus I,, est aussi une matrice symétrique,
donc Qy également en tant que combinaison linéaire de matrices symétriques. Montrons qu’elle est orthogonale. On
a:

2
Qv Qv =QF = (I, — 2Py)?,

et comme I,, et P,y commutent, on en déduit :
QlQv =1,—-2-2Py + (2Py)*> =1, — 4Py + 4P%.
Or P2 = Py d’apres la question précédente, donc finalement :
QLQv =1, — 4Py + 4Py =1,,

ce qui montre que Qv est orthogonale : d’ou le résultat.

15. La question précédente montre que Q%/ =1, et QL = Qv : c’est donc une matrice de symétrie, et une matrice
symétrique : c’est une matrice de symétrie orthogonale. Pour déterminer ses caractéristiques géométriques, il suffit
de déterminer ker(Qy —1I,). Or, si X € M,,1(R), on a :

X e ker(QV - In) = QX =X <= (In - 2P\/) X=X 2P/X = OMn,l(R) — X € ker(PV),

donc : ker(Qy — I,) = ker(Py), et ce noyau est égal & Vect(V)L d’apres la question 12. Ainsi Qv est la symétrie
orthogonale par rapport & Vect(V)+.

Remarque. C’est un fait classique que si P est une matrice carrée, alors P est une matrice de projecteur si et
seulement si S = 2P — I, est une matrice de symétrie, avec les mémes caractéristiques géométriques. Cela donne
directement ce qu’on veut dans les deux questions précédentes, si 'on prend P = Py et S = —Qy (noter que S et
—S ont des caractéristiques géométriques < opposées > ).



Partie III — Factorisation QR

ITI.1 — Un résultat préliminaire
16. Soit X € M, 1(R). On a :

X -Ul =X -V[l<= X -U|? =X -V|?
= | X|? = 2(X,U) + [U]” = | XI]” = 2(X, V) + |[V||?
= (X, U)=(X,V) (car [U] = [IV]])
— (X, U-V)=0
= X1U-V
<~ X € D*,
d’ou le résultat.
Remarque. Noter la similitude entre le résultat démontré, et ce fait bien connu des jeunes géometres : la médiatrice
d’'un segment (i.e. la droite perpendiculaire & ce segment qui passe par son milieu) est I’ensemble des points a

équidistance de ses extrémités.
17. On remarque que X = U + V vérifie bien : | X — U|| = || X — V|, puisque en effet :

[U+V)=Ul=IVI=IIUl=I(U+V)=V].
Donc, d’apres la question précédente : U + V' € D*. 11 suffit donc d’écrire :

1 1
U=g(U-V)+5U+V)

€D eDL1

pour avoir la décomposition demandée dans la somme directe M, 1 (R) = D & D+.

18. Comme U et V ne sont pas colinéaires, U — V' est non nul en particulier, et on peut donc bien appliquer les résultats
de la partie I1.2 avec U — V au lieu de V.
On rappelle que Qp_y est la symétrie orthogonale par rapport & Vect(U — V)+ = D+ (et donc, implicitement :
parallelement & Vect(U — V') = D). On a donc :

VXeD, QuvX=-X, et: VXeD' Qu.yX=X.
OrU—V €DetU+V € Dt d’apres la question précédente, donc :
Qu-v(U—-V)==-U-V), Qu-v(U+V)=U+V.

On en déduit, en écrivant U = (U - V) + (U + V) :

QuvU =3 Quv(U V) + Quy(U+V)) = 5 (~(U~V) + (U +V)) = V.

19. 11 y a une erreur d’énoncé : si U # O, ,(r) €t V= O, 1 (), alors QU ne peut pas étre colinéaire & V. En effet, si
QU est colinéaire a V' = Oy, ,(r), alors QU = Oy, ,(r)- Or une matrice orthogonale est inversible, et son noyau est
en particulier trivial, donc QU # O, 1 () des que U + O, 1 (r) : 00 & donc une absurdité. A mon avis, I’énoncé nous
demande de considérer V' € N{nJ(R) non nul. C’est en tout cas ce que je suppose ci-dessous. . .

Soient U, V' € M,, 1(R), avec V' non nul. S’ils sont colinéaires, le résultat demandé est évident : si U = AV avec A € R
(sous ces hypotheses, on peut toujours se ramener :2:1 une relation de d~épen(~1ance linéaire de cette forme), alors en
prenant @ = I,, (qui est orthogonale), on a bien : QU = AV, et donc QU et V sont colinéaires.

Traitons & présent le cas ot ils ne sont pas colinéaires (en particulier, U est non nul également), et posons : U = mf] ,
et : V = ”7l”17 Alors : [|U|| =1, ||[V] = 1, donc U et V sont de méme norme, et ils ne sont pas colinéaires car U et

V ne le sont pas. Alors, d’aprés la question précédente, on a : Qu_yU = V, donc :

3 3 . 3 1 -
Qu-vU = |U||Qu-vU = |[U||V =||U] - mv-



En posant : A = ”%H, on a alors : Qu_yU = AV. Dot le résultat avec Q = Qu_y'.

Dans tous les cas, on a montré I'existence d’une matrice orthogonale @ telle que QU soit colinéaire & V.
IT1.2 — Factorisation QR

20. Soit (Ey, ..., E,) la base canonique de My, 1(R). On applique la question précédente avec U=AE etV =E, (qui
est bien non nul). Il existe alors une matrice orthogonale Qi telle que @Q1(AE7) soit colinéaire & Ej ; soit o € R tel
que : Q1AFE; = aF;. Comme Q1 AFE; est la premiere colonne de Q1 A4, le fait que Q1 AFE; soit égal a aF1 nous donne
bien :

a ke %
Q1A "
1A= 1.
: C1 ’
0
avec C1 € M,,_1(R) (les n — 1 dernieres colonnes sont les images par Q1A des vecteurs Fs, ..., E,, dont I'expression

est inutile pour répondre a cette question), ce qu'’il fallait démontrer.
21. Conformément a l'indication de I’énoncé, nous allons montrer que la proposition suivante est vraie pour tout entier
n>=2:

P, : < pour toute matrice A € M, (R), il existe @ € O, (R) telle que QA soit triangulaire supérieure. >

par récurrence sur n.
L’initialisation découle directement de la question précédente : si n = 2 et si A € May(R), alors d’apres la question

précédente il existe Q1 € O2(R) telle que : Q1A = <((J;

:), avec o € R et ¢ € R. C’est effectivement une matrice
1

triangulaire supérieure, d’ou Ps.

A présent, soit n € N\ {0,1} tel quon ait P,. Soit A € M,+1(R). On applique la question précédente. Il existe

Q1 € 0,11(R), a e Ret C7 € M, (R) tels que :

o 0

QA=
1 %)

0
On peut appliquer ’hypothese de récurrence a C1, qui est d’ordre n. Il existe donc Q2 € O, (R) telle que T' = Q2C1
soit triangulaire supérieure. Alors :

10 0 o ok e % ok *
0 0 0
( ! OML"(R)>XQ1A= . : =1.
OMn,l(R) Q2 : Q2 : & : Q2C1
0 0
ok *
0
N E T
0

C’est une matrice triangulaire supérieure, car T I’est. On en déduit que si ’on pose :

Q _ ( 1 OMé?,,;(R)) % Ql,

OM,, 1 (R)

qui est bien orthogonale en tant que produit de matrices orthogonales (car Q1 et Q2 le sont ; nous laissons le lecteur
1 OMl,n(R)

Om,, (®) @2

proposition au rang n + 1. D’ou I'hérédité.

Par principe de récurrence, on a montré que pour toute matrice A € M,,(R), il existe une matrice @) orthogonale telle

que QA soit triangulaire supérieure.

se convaincre que ( ) Pest également), alors QA est triangulaire supérieure, ce qui démontre la



Probleme 2
CCINP PSI 2023 (extrait)

Une correction de I. Bigeard et S. Dion

Partie I - Diagonalisation et puissances d’une matrice particuliere

1. Lorsque a et b sont réels, la matrice M (a, b) est symétrique réelle, donc, par le théoreme spectral, elle est diagonalisable.
2. Le calcul matriciel donne M(a,b)V = (b+ (n — 1)a)V. Et comme V n’est pas le vecteur nul, par définition :

‘ V' est un vecteur propre de M (a,b) associé a la valeur propre b+ (n — 1)a. ‘

3. M(1,0) est unitaire et de degré n donc il est complétement défini si 'on connait ses racines (complexes) et leurs
multiplicités respectives.

e On remarque que la matrice M(1,0)+ 1, est de rang 1 < n (tous les coefficients sont égaux a 1 et donc Im(M (1,0)+
I,) = Vect{V}).

Par la formule du rang, dim(Ker(M(1,0) + I,,)) = n—1 > 0, ainsi, —1 est valeur propre de M(1,0) et sa multiplicité
m—_1 est au moins égale a n — 1.

e Par la question précédente, b+ (n—1)a = n —1 est aussi valeur propre de My et elle est distincte de —1 car n > 0.
Comme la somme des multiplicité de valeurs propres de M(1,0) est égale a n, celle de n — 1 ne peut excéder 1, elle
est donc égale a 1 et il n’y a pas d’autre valeur propre.

PoX)=X-(n-1)™ 1 (X+D)" ' =X -(n-1)(X +1)""

4. On suppose que a # 0. Par définition du polynéme caractéristique, et par propriétés du déterminant, on a les égalités
suivantes.

Pun(X) = det(XTn— M(a,b)) = det(XTn—bI, —aM(1,0)) = det <a (XG_bIn M, 0))>

= a"det (X_bln — M(1, 0)>
a

a

X—-b
Et donc | P,,(X) = a"Pi < ) )

Le résultat de la question précédente donne alors :

a a

Pup(X) = a <X LA 1)) (X L 1>n_1 (X = (b+aln—1)) (X — (b—a)"".

De plus, b —a = (b+ (n

e Sia#0:Sp(Ma,b)

e Sia=0:Sp(M(0,0b)= {b} avec mp = n.
5. On définit Q,,(X) = (X a))(X — (b+ (n—1)a)).

La matrice M(a,b) — (b — a)I est la matrice dont tous les coefficients sont égaux a b donc son image est contenue
dans Vect{V'}. De plus, d’apres la question (Q19), on a :

—1)a) <= na=0 <= a=0 (car n > 0), on distingue donc deux cas :

)=1{b—a,(b+ (n—1)a)} avec mp,qn—1) =1 et mp_q =n—1.

Vect{V'} C Epy(n-1)a)(M(a,b)) = Ker(M(a,b) — (b + (n — 1)a)l,).

On a donc
Im(M(a,b) — (b —a)l,) C Ker(M(a,b) — (b+ (n — 1)a)l,)

Et par conséquent (M (a,b) — (b —a)l,)(M(a,b) — (b+ (n — 1)a)l,) = Qap(M(a,b)) = 0.



Qq.p est un polynome annulateur de M (a, b).

Remarque :
on peut aussi calculer directement. En notant J la matrice dont tous les coefficients valent 1, on a :

Qa,b(M(av b))

(M(a,b) — (b—a)l,) x (M(a,b) — (b+ (n—1)a)l,)
= (a(M(1,0) + I,,)) x (a(M(1,0) — (n — 1)I,,))

a? J x (M(1,0) — (n — 1)1,,)

a? (JM(1,0) — (n—1)J) =0

Deplus,b—a=(b+(n—1)a) <= na=0 <= a =0 (car n > 0), comme précédemment, on distingue donc deux
cas :

e Sia#0: Qg est un polynome annulateur de M (a,b) et il est scindé & racines simples donc M (a,b) est diagonali-
sable.

e Sia=0:alors M(a,b) = bl, est diagonale, a fortiori diagonalisable.

On a donc démontré : | Pour tout (a,b) € C?, la matrice M (a,b) est diagonalisable.

6. On suppose que a # 0. Le polynome @, n'est pas le polynome nul, on peut donc effectuer la division euclidienne de
X* par Qqp- Pour tout £ € N, on a :

3P, € C[X], 3Ry, € C[X], X¥ = P(X)Qup(X) + Ri(X) et deg(Ry) < deg(Qy) = 2.

Ainsi, il existe des complexes «ay, et B tels que : Ri(X) = ap X + B.
On évalue cette égalité polynomiale aux racines (distinctes) de Q4. On obtient :

(b—a)k = ag(b—a) + By,
(b+ (n—1a)k =ap(b+ (n—1)a) + Bs.
Puisque a # 0, ce systéme a une unique solution (ay, B;). Apres calculs, on trouve :
o = ((b+ (n—1)a)* — (b— a)k> o B = — ((b —a)*(b+ (n—1)a) — (b+ (n— 1)a)* (b - a)).

na na

Pour k € N, le reste de la division euclidienne de X* par Q,4(X) est :

Ri(X) = % (((b +(n—1)a)" - (b— a)k) X + ((b —a)*b+ (n—1)a) — (b+ (n— 1)a) (b - a))) .
Puisque X* = Pi(X)Qap(X) + Rr(X) on a :
M(a,b)* = Py(M(a,b))Qup(M(a,b)) + Ry(M(a,b)) = Ri(M(a,b)) car Qqp(M(a,b)) =0
Et donc :
1

M(a,b)* = %( <(b +(n—1)a)k — (b— a)k> M(a,b) + ((b — @)k + (n—1)a) — (b+ (n— Da)(b— a)) In)

Q24. Si|b—al<letsi|(b+(n—1)al <1lalors lim (b—a)*= lim (b+ (n—1)a)* =0 et donc :

k——+o0 k——+o0

[(®+ (0= 1))k — b —a)f) M(@.b)]| = [(b+(n—Da) — (b—a)| [M(a.b)]

< (Ib+(n=Dal* + b= al") [M(a,0)]  — 0

Donc par encadrement, lim ((b + (n—1)a)* — (b - a)k> M(a,b) = 0.

k——+o0

De méme, on montrerait que lim <(b —a)f(b+ (n—1)a) — (b4 (n —1)a)*(b - a)> I, =0.

k—+o0

Et par opérations sur les limites : | Si [b—a| < 1etsi|(b+ (n—1)a| <1 alors klim M(a,b)k = 0.
——+o00




Partie II - Limite des puissances d’une matrice

7. T est la matrice de u dans la base B, sa premiere colonne donne l'image de e; : u(e1) = Ae;.
Par une récurrence immédiate, on montrerait que pour tout k € N, u¥(e;) = AMe;. Et puisque [A\1| < 1, on a :

[t (en)ll = Afer = al*fleall, — 0.
—+00

Et de maniére immédiate lim wuf(e;) = 0.
k—4-o00

8. La i 4+ 1-eme colonne de T donne I'image de e;41 par u. Plus précisément :

u(eir1) = Tiiprer + -+ Tiip1€i +Aiv1€i41.

=T

On a bien trouvé x € Vect{ey,...,e;} tel que ‘ u(eir1) = Niy1€i41 + . ‘

On pourrait démontrer le résultat demandé par récurrence. On choisit ici de faire apparaitre une série télescopique.

esi N1 #0:onau(er1)=Nt1€i+1 + = et comme u™ est linéaire :
vm € N, v (ei41) — Aip1u™(eir1) = u™(z).

u™ o) u™(eir1) _ u™(2)
1 1
N N A

On divise par Aﬁfll #0: On ajoute ces égalités pour m =0, ...,k — 1. La somme

est télescopique, il reste :

uF(eiy1)  ul €z+1 Ly m
A\F - Z)\Hl )

i+1
En multipliant par /\,’f ', 1, on obtient le résultat demandé.

e si \ir1 =0 : alors d'une part, u(ej+1) = A\iy1€i41 + 2 = = donc u¥(e;11) = uF ().
Et d’autre part, dans la somme suivante, tous les termes sont nuls sauf un, celui pour m =k — 1 :

k—1
SN @) = uF N (2) = uF(ei).
m=0
k—1
Dans les deux cas, on a bien démontré que | Vk € N*, uF(e;11) = Z )\fﬂm Lum(z).
m=0
9. On a x € Vect{ey,...,e;} donc il existe des complexes z1,...,z; tels que x = Z:Uiei.
j=1
Par linéarité de u, u” Z TiU . On on a supposé que pour tout j € [1,1], hm uk(ei) =0.
—+00
Par opérations sur les hmltes on a donc aussi :
lim u*(z) = O.
k—+4o0

Une premiére conséquence est que la suite (u*(x))ren est bornée : AM > 0, Vk € N, |[u”(z)|| < M.
On montre le résultat demandé en revenant a la définion de limite.

Soit € > 0 fixé : on a les majorations suivantes (inégalité triangulaire).

k—m—1 m
Z/\H-l

k—1

< 3 P @)

m=0
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Or, lim «™(x) =0 donc, il existe un rang N € N tel que :

m——+o0
Vk > N, [[u™(z)] <e.

Pour £ > N, on coupe la somme en 2. On sait que |A\;+1] < 1 donc la série Z |Ait1]™ converge et a pour somme

neN
1
1—[Aipa]’
k—1 N-1 k-1
it @) = D T e @)+ D il ™ (@)
m=0 m=0 m=N
<M <e
N-1
< MY i/ e Z i [F7m
m=0 m=N
< M Z i +sZ|Az+1l
n=k—N
M 1
< NV e
1—!/\i+1\| as L —[Xig1]
Or khm IAir1]*™Y =0 donc il existe N’ > N tel que pour tout k > N’, on ait [A\j41|F N <e.
—+

En reportant dans la majoration précédente, on a trouvé N’ tel que pour tout entier &k > N’, on ait :

k—1 k—1
e M+1
Do @)|| < Y P [T e (@) < ep i = Ce.
1 —[Aiga]
m=0 m=0
Quitte & reprendre le raisonnement avec & = ol on a bien démontré que :
k—1
. k—m—1
kgrfm Z N u™ (@) || = 0.
On a alors, en utilisant la question 9 et [Aj11] < 1:
k-1
k—m—1 k—m—1
i (ei1)] Z Nt @) < il leisall + Zomlm u"(@)|| —> 0,
m=

et par le théoreme d’encadrement | lim u*(e;11) = 0.
k—-+o0

Q28. Pour i € {1,...,n} on note P; la propriété : lim u¥(e;) = 0.
koo

En question (Q25), on a montré que P; est vraie. Dans les deux questions suivantes, on a montré que, pour tout
1€{l,...,n—1}si Pq,...,P; sont vraies, alors P;y; est vraie.
Par le principe de récurrence forte, P; est vraie pour tout i € {1,...,n}.

k)

On note come dans 1’énoncé, Ti( i les coefficients de T*. Puisque T* est la matrice de u* dans la base B, on a :

VJ € {15 e .,Tl}, uk(ej) = Z]jl(vlj)ez
1=1

Et comme lim u¥(e;) = 0, ses suites coordonnées dans la base B tendent aussi vers 0.
k—+o00

Et finalement :
V(i,j) € {1,...,n}%, lim T® =o.

k——+oo "/
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Et par conséquent, | lim TF = 0.

k—+o00
10. On suppose juste que A € M,,(C) et que : VA € Sp(4), |\ < 1.
On note Aq,..., A\, les valeurs propres de A répétées avec multiplicité. Puisque K = C, le polynéme caractérisque de
A est scindé et donc A est trigonalisable. Plus précisement, il existe une matrice tringulaire supérieure 1" dont les
coefficients diagonaux sont Aq,..., A,, et une matrice inversible P telles que :

A= PTP !

e D’aprés les questions précédentes, on a lim 7% = 0.
k—4o00

e De plus, A* = (PTP~ Yk = PTP-L.PTP~'...PTP~! = PT*P~1.

e Enfin, I'application ¢ : M s PMP~! est linéaire sur M, (C), comme M, (C) est de dimension finie, elle est
continue, en particulier continue en 0. Puisque klim T% =0, on a donc :
——+o00

lim o(T*) = ¢(0) = 0.

k—+4o00

Ce qui s’écrit | lim A% = 0.
k—4o00
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