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Devoir surveillé 6 - Correction

Exercice
EDHEC 2004 fili¢re S

1. Une premiere inégalité.

(a)

(b)

D’apres le cours X? est d’espérance finie, donc on peut appliquer l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

V(X) A

Ve>0, P(X-Nz2e)<—57=5

1
Avec e = A > 0, on obtient : | P(|X —A| > \) < X
De plus on a I’égalité d’ensembles : (| X — A > A) =

(X >2\) U (X <0).

Donc (X > 2X) C (]X — A| > A). Et par croissance de P, on trouve : | P(X >2\) < P(|X — A > \) <

> =

Remarque : I'événement (X < 0) n’est pas impossible.

2. Premiere amélioration de 'inégalité (x).

(a)

(b)

(d)

C’est la premiere inégalité de Markov, pour lesquelles les hypotheéses sont bien réunies : Y est une variable
aléatoire réelle discrete d’espérance finie.

Il s’agit ici d’une question de cours, il faut donc réécrire 'une des deux démonstrations de ce résultat (cf cours).
On considere une variable aléatoire discrete Z, d’espérance nulle et de variance o2.

Soit (a, ) €]0, +00[xR™ :

Soit w € Q. Si Z(w) > a, alors Z(w) +x > a+ 2 > 0 et comme t — t? est croissante sur [0, +oo[, on a
(Z(w) +2)* = (a+ ).

On vient donc de démontrer que : (Z >a) C (Z+z > a+ ).

Et par croissance de P, on a bien : | P(Z > a) < P((Z + )2 > (a+ :c)2>

On applique 'inégalité obtenue en 2(a) & la variable aléatoire (Z + z)? qui est bien positive et d’espérance finie
(puisque Z admet une variance par hypotheése). On obtient :

E(Z 2
Va0, Y20, P((Z+2P>(a+)?) < E(Z+2)”
(at2)?
Par linéarité de I'espérance, et sachant que E(Z) = 0 et V(Z) = o2, on trouve :

E(Z + ) = E(Z*) +22E(Z) + 2> = V(Z) + B(Z)? + 2° = 0* + 22

Et en utilisant la majoration obtenue en 2(b), on obtient finalement :

2 2
Va>0, Ve>0, P(Z>a)< I t%
(a+z)?

Comme la réponse était donnée, il fallait rédiger le raisonnement avec précision. La moitié des points portaient
sur la vérification des hypotheses requises.

2, .2
On étudie sur [0, +oo[ la fonction f: z — P"F T Blle est dérivable et
(a+x)?
27(a + )2 — 2(a + x)(0? + 2?) 2a o?
v E 07 5 ! - = _ — .
z € [0, +o0f, f(x) CEL TE A



o A o? . o?
Ainsi, f est décroissante sur |0, — | et croissante sur | —, 400/ .
a a

0,2

L’inégalité obtenue dans la question précédente est valable pour tout > 0 et donc en particulier en x,, = —,
a

c’est méme la qu’elle est optimale !

2 2

et donc : Va >0, P(Z>a)<

o
0%+ a? o2+ a?

(e) On applique ce qui précede avec Z = X — A qui est bien une variable aléatoire réelle discrete avec E(Z) = 0 et
V(Z)=V(X)=Xeta=\>0.

2

A 1
On trouve P(X — A > \) < SCFvR Et apres simplifications : | P(X > 2)\) < SR

Remarque : on ne pouvait pas appliquer ce qui précede a X car X n’est pas d’espérance nulle.

Apres calculs, on a f(zy,) =

3. Deuxiéme amélioration de I'inégalité (x).

+00
Pour tout réel ¢, on pose Gx(t) = Z P(X = k)tk.
k=0

(a) C’est encore une question de cours... | V¢t € R, Gx(t) = e =,

(b) Comme t > 1, 'application z — t* est strictement croissante sur ]0, +oo[ et donc (X > a) = (tX > t9).
En appliquant I'inégalité 2(a) (Markov) & tX qui est d’espérance finie, puisque t* > 0, on obtient :

E(X) _ Gx(1)

Vt e [1,400[, Va>0, P(X>a)=P{t* >t <

- te te
. Jo] Vi (t - 2)et_1 . ..
(c) La fonction g est dérivable sur [1,+oo[ et ¢'(t) = s La fonction g est minimale en t = 2.
t—1
Le minimum sur [1, 400 de la fonction g : t — e est g(2) = Z.
G t )\(tfl)
(d) D’apres 3(b), on a Vt € [1,400[, P(X >2\)< ;;)(‘ ) _° e (g(t).
En particulier, en t = 2, on obtient :
A
P(X >2)) < (Z) .
1 1 e\ 1 s P . X .
4. On a S NN et (1) = 0 — | donc la derniere amélioration est meilleure que celle obtenue a la question
——+o0 —+00

2(e) deés que A prend des valeur assez grandes.

Probléeme 1
CCINP PC 2020 (extrait)

A partir d’un corrigé de L. Carrot

Partie I - Calcul de p,
1. Pour n =0, So =0. Pour n =1, S1(w) =1si X1(w) =1, et S1(w) = —1si X;(w) = —1.
A chaque étape, on ajoute a S, la valeur du déplacement X,,; 1. Et donc :

n
Sn = Z X modélise la positition du pion apres n déplacements.
k=1




2. | po=P(Sp=0)=1|
Comme S1(2) = X;(Q) = {£1}, on a’ p1 = P(S1 =0) =0. ‘
Enfin, ps = P(S2 =0) = P(X; + X2 = 0).
Or (X1 + X, =0) = (X1 = )N (X2 = -1)) U ((X1 = ~1) N (Xe = 1)).
Comme 'union est disjointe, par définition de probabilité :
p2=PX1+Xo=0)=P((X1 =1)N(Xa=-1)) + P((Xg = -1) N (X1 = 1))
P(X1=1)P(Xe=-1)4+P(X; =-1)P(Xy=1) (car X; et X2 sont indépendantes)

_ 1111
22 0 227
. 1
On obtient | pg = P(Sp =0) = 7

n

3. Si n est impair, alors pour tout w € €2, Sy, (w) = Z Xk (w) est la somme d’un nombre impair de nombres impairs,
—
k=1 i1y
donc est impair.

Par suite, p,, = P(S, = 0) = 0, car I’événement (S, = 0) est impossible (car 0 est un nombre pair).
Ou encore, si on note g le nombre de 1 dans la somme, alors, n — ¢ est le nombre de —1. Et donc :

Sp(w)=g¢x1+(n—q)x(=1)=2¢—n
(Sh

Comme n est impair, 2¢ — n n’est jamais nul et donc ’événement = 0) est impossible :

Sl n est impair, alors p, = P(S, =0) = 0. ‘

N OnaYk(Q):(Xk+1> {1+1 —1+1

} = {0,1}, donc Y} suit une loi de Bernoulli.

2 2
5. Il fallait un minimum de rédaction pour cette question. Le vocabulaire utilisé est souvent incorrect : < Z,, est une
succession d’événements... >non... Z, est une variable aléatoire donc il faut au moins dire ce qu’elle représente.

X 1 1
De plus, P(Y, =1)=P ( Ll 1> P(Xy =1) = —, donc| Y} suit une loi de Bernoulli de parametre 5

e Les variables (Y )ren+ suivent toutes une loi de Bernoulli (c¢’est-a-dire une loi binomiale de parametres 1, p = %)et

sont mutuellement indépendantes, donc, d’apres le cours, pour tout n > 0, Z,, = ZYZ suit une loi binomiale de
i=1

1
parametres 1 +---+1=mn et 3 Par suite :

Zo(Q) = [0,n] et Vke[0,n], P(Zn=k) = (Z) (;)k <;)H - (Z) <;)n

n n

1 1 1 — n  Sp,+n
n
Z":Z”:Z(zXﬁz):zZX”z: 5
=1 =1 =

e De plus,

donc | S,, =27, —n.

6. Pour tout m € N*, 2m > 0, donc, d’apres la question précédente,

Pom = P(Sam = 0) = P(2Zap — 2m = 0) = P(Zay, = m)
2m
-()G) -G

0\ 1
Comme < 0> o= 1 = pg, ce résultat est encore valable pour m = 0.




Partie II - Fonction génératrice de la suite (p,)nen

Attention : il s’agissait de fonctions génératrices de suites... ce ne sont pas toujours des fonctions génératrices associées
a des variables aléatoires.

7. Rédaction 1 : Pour tout n € N, |p,| = P(S,, = 0) < 1, donc, par les théorémes de comparaison pour les séries

entieres, le rayon de convergence de g ppx” est supérieur ou égal au rayon de convergence de E 12™ qui vaut 1.
n>0 n>0

Rédaction 2 : En x = 1, on obtient la série : ZP(Sn = 0). Or les événements (S, = 0)pen sont deux-a-deux

disjoints, donc par définition de probabilité, la série Z P(S,=0)= Z P(S,, = 0)1" converge. Par caractérisation
du rayon de convergence, on trouve I, > 1.

Dans les deux cas, on a bien montré : | R, > 1.

8. On part du membre de droite. Pour tout m € N* on a :

SFI (e - TT (el - S e ()

k=1

1 1x2x3x---x(2m—1)x (2m)
ml2m 2x4x---x(2m)

I (2m)!  (@2m) 1

ml2m 2mm! — mlm! 2m2m
, § om\ 1 (=)™ &/ 1
On a bien | Vm € N¥, p2m:<m>4m: — kl:Il<2k+1>'

9. D’apres le cours, pour tout « € R, pour tout z €] — 1, 1],

+00 +00 n
o« ala—1)..(a=n+1) , 1 n
(1+2) —1—1—2 oy x —1+Za (o —k+1)z".
n=1 n=1 k=1
Par suite, pour tout = €] — 1, 1], comme (—22) €] — 1,1[, on a
) SERS ) N~ D 2
a _ _ . no__ . n
(1—2?) f1+ZmH(a k+1)(—a?)" =1+ — [ =k + 1)z
n=1 k=1 n=1 k=1
Par ailleurs, avec les expressions trouvées pour p, dans la partie précédente, on a, pour tout z €] — 1,1[ (on a
RP Z 1)5
+00 “+oo +oo
f(.T) = anxn =po+ sznl‘% + Zp2n+1 g2t
— — — \’-/
n=0 n=1 n=0 0
+oo
=1+ ZanxQn
n=1
- ()" 1 - o
D’ou, pour = —1/2, comme py,, = ' H(a — k + 1) pour tout n > 1 d’apres la question précédente, on a :
n!
k=1

Vo el — 1,1, f(z) =1 —2?)"1/2




Partie III - Loi de la variable aléatoire T

10.

11.

12.

13.

e Pour tout n € N*, et tout w € Q : T'(w) =n = S, (w) =0, donc (T =n) C (S, = 0), donc, par croissance de P,
P(T =n) < P(S, = 0).
Or, pour tout n impair, P(S,, = 0) = 0, donc, pour tout n impair, ¢, = P(T =n) = 0.

En particulier, pour n = 1,

e (51 = 0) est impossible, donc, par définition de 7', on a (T'=2) = (S2 = 0).
Donc | go = P(T =2) = P(S; =0) = py = 3.
e Pour tout z € [—1, 1],

|9n (%) = [gne”| = P(T = n)|z|* < P(T = n),
~1,1
done [lgals" = sup g (@) < P(T'=n).
z€[—1,1]
Or, par définition de probabilité, Z P(T = n) converge puisque les événements (T = n) sont deux-a-deux disjoints
n>0
(la somme vaut 1 — P(T = +o0) car T(Q2) = NU {+o0}), donc, par comparaison, Z llgn]|S™Y converge, donc
n>0

la série de fonctions g gn converge normalement sur [—1,1].
n>0

e Comme Z gn converge normalement sur [—1, 1], Z gn converge simplement sur [—1, 1], et par caractérisation

n>0 n>0
du rayon de convergence :
f et g sont deux fonctions développables en série entiere au moins sur | — 1, 1], donc, par produit de Cauchy, fg

est développable en série entiere au moins sur | — 1, 1] et, pour tout = €] — 1, 1],

400 +00 +o0 n 0 +oo n
- (zpnmn) (z q) 3 (zpkan> . (zpkan) NS (zpkqm> o
n=0 n=>0 n=0 \k=0 k=0 n=1 \k=0

+o0o
= poqo + Z prx”  (d’apres la relation admise pour tout n € N*)
n=1
+o0 +oo o]
=0+ pua” = —1+px’ + ) pua” = =14 puz” = —1+ f(x).
n=1 n=1 =

e Comme, pour tout z €] — 1,1[, f(z) = (1 — 22)~%/2 (d’apres la question 9), la relation obtenue & la question
précédente devient :
Veel - 1,1, (1 —a2?)"Y2(x) =1 -2 -1,

donc, en multipliant de part et d’autre par V1 — 22 = (1 — =z )1/2 on a bien :

Ve el — 1,1, g(z)=1—-+V1—2a2

e Pour tout z €] — 1,1[, on a (1 + z)® —1+Z Ha—k—i—l
n= 1

Donc, pour a = 1/2, on a , pour tout x €] — 1, 1], comme (—2?) €] — 1,1],

1—w2—1+2 ,H(—k+1>< ok —1+§(‘$)"ﬁ<;_k+1>x%,

n+l n 1
donc| g(z)=1—-V1—2a?= Z H(—l{:—|—1>x2” (R=1)

2
k=1




+00 +o0 (_1)n+1 n 1
14. Pour tout = €] — 1, 1], g(x) = E Gnx" = E — H <2 —k+ 1) 22", donc, par unicité du développement
n!
n=0 n=1 k=1

en série entiere sur | — 1,1[, on a :

=0 Vn € N* _ D (L E+1 Vn € N =0
qo = U, nec 7Q2n—n!kl:[1 5 + et (nG , @2nt1 = )

15. o Comme T'(2) = NU {400}, on a

+00 +oo +oo
P(T=400)=1-Y PT=n)=1-Y g.=1-Y gul"=1-g(1).
n=0 n=0 n=0
e Or, comme pour tout n € N, g, est continue sur [—1,1] et Z gn converge normalement, donc uniformément,
n>0
“+oo
sur [—1,1] (d’apres la questin 11), la fonction g = Z gn est continue sur [—1,1].
n=0

En particulier, elle est continue en 1, donc

g(1) = lim g(z) = lim (1 —V1- m2> (d’apres Pexpression trouvée en 13)

z—1- r—1—

=1-0=1.

e On a donc P(T = +00) =1 —g(1) = 0, donc I’événement T' = +o00 est quasi impossible, donc on est quasi
certain que le pion reviendra a ’origine & un instant donné.

16. Puisque P(T' = +o0) = 1—g(1) = 0,, on peut considérer que T'(€2) = N. Cela ne change pas la notion d’espérance,
de variance ou de fonction génératrice pour 7.

“+o0o “+o0o
gz Z gna" = Z 2" P(T = n) est la série génératrice de T.
n=0 n=0

D’apres le cours, T' admet une espérance si et seulement si g est dérivable en 1. Or, pour tout z €] — 1,1],
g(x) =1—+/1—22, donc g est dérivable sur | — 1, 1] et, pour tout x €] — 1, 1],

(@) 2x z oy

€Tr) = = Q.

J 2V1—a?  V1—2? a1

g est continue sur [—1, 1], dérivable sur | — 1,1[ et lim,_,;- ¢’(x) = 400, donc, d’apres le théoreme de la limite de

la dérivée, g n’est pas dérivable en 1, et, par suite, ’ T n’admet pas d’espérance.

Probleme 2
CCINP PSI 2024 (extrait)

un corrigé de 1. Bigeard et E. Auclair
Partie I - Temps d’arrivée du n-iéme client
Q1. Rapport de jury : La plupart des candidats ont reconnu une loi géométrique mais ont paraphrasé
I’énoncé sans fournir de démonstration rigoureuse. Beaucoup de candidats ont eu du mal & modéliser
proprement la situation décrite dans 1’énoncé. L’indépendance des événements a souvent été oubliée.
Par définition, T correspond au rang du premier succes dans une suite illimitée d’épreuves de Bernoulli indépendantes
et de méme parametre p.
Donc T suit une loi géométrique de parametre p, ce qui correspond au résultat attendu.
De maniere plus élémentaire, soit k& € N* fixé. Alors :

n—1
{(Ty =k} = <ﬂ{X,:0}> N{X,=1}.

6



Q2.

Q3.

Q4.

Donc, par indépendance des variables aléatoires (X, )n>1,

P(Ty = k) = (HIP ) xP(Xp=1)=(1-p)F1p.

Finalement, |Vk € N*, P(Ty = k) = (1 —p)*!p. ‘

Rapport de jury : La bonne expression de ’événement A (ou A) avec les événements (X; = k) est
rarement donnée. Certains tentent de calculer la probabilité de A par des arguments de continuité
monotone, d’autres utilisent a tort ’indépendance des événements (T} = k) pour tenter de conclure.

L’événement A est réalisé si et seulement si aucun des événements {77 = k} n’est réalisé :

+o0 +oo
A= ({Tv =k} =Q)\ <|_|{T1:k}>.
k=1 k=0

Or, par o-additivité de P,

—+00

+00
]P’<|_|{T1:k}> Z]P’Tl_k; Ya- )’szﬁ:L
k=0

k=1

Donc |[P(A) =0| et ’presque siirement, un nouveau client doir arriver dans la file. ‘

Rapport de jury : Bien que cette question soit en grande partie basée sur des connaissances de
cours, de nombreux candidats ont commis des erreurs dans le calcul de la somme. Certains ont
correctement identifié le rayon de convergence mais ont mal calculé la fonction génératrice. Il y a
eu une tendance a oublier de justifier les étapes du calcul.

Pour tout k& € N*, on note a, = P(T} = k) = p(1 — p)*~' > 0. Alors :

V=1, B _p 5 1o

ag k—+o00
Donc, par le critere de d’Alembert appliqué aux séries entieres, | R = T—5-
-p
Soit t €] — R, R[. Alors
+00 pt
G p)FHR = pt l-—pt)itl=_ "
T (t Zp p Z(( p)t) )
Finalement, |V¢ €] — R, R[, G, (¢) Pt
inalemen —R,RJ, =
’ i 1+ (p— 1)t

Rapport de jury : La plupart des candidats ont pu calculer I’espérance correctement, mais ont eu des
difficultés avec la variance. Les justifications pour les dérivées nécessaires pour trouver ’espérance
et la variance ont souvent été manquantes ou incorrectes.

Comme R > 1, la fonction G, est de classe C? en 1, donc T} est de variance finie.

De plus, apres calcul,

vt €] = R,R[,GT,(t) = w ot GU (1) = _W—i)

1
On en déduit tout d’abord que | E(Ty) = G7, (1) = .




Q5.

Q6.

De plus, par la formule de transfert,

1) = Jiok(k —1)P(Ty = k) = B(Ty(T1 — 1)).
k=1

Cela entraine, par la formule de Koenig-Huygens et par linéarité de I’espérance :

2(1 — 1
-p) 11
p

V(Ty) = B(T}) - (E(T))* = G}, (1) + E(Th) — (BE(T1))* = Pht

1—p

Finalement, | V(T1) = —
p

Rapport de jury : Il y a eu une confusion fréquente entre la somme et le produit des fonctions
génératrices. Les candidats ont eu tendance a négliger les justifications nécessaires pour les pro-
priétés de linéarité de I’espérance et la variance.

Par linéarité de I’espérance,

TL

n
ZE Ty) = nE(T)) =
k=1

De plus, comme les variables aléatoires (7}) sont indépendantes (deux a deux),

- n(l —
V(D) =Y V(Ti) =nV(T}) = ¥ .
k=1 p
Enfin, par indépendance des variables (T%),
pt "
Vte] - R, R[,Gp,(t HGTk 7, (t) = (1_’_(1)_1)]5) :

Rapport de jury : La plupart des candidats se sont contentés de répondre a la question de cours.
Peu de candidats ont bien appliqué le développement en série entiére, et ceux qui ’ont tenté ont
souvent manqué de rigueur dans leur démonstration. La transition entre le développement en série
entiere et I’application aux fonctions génératrices a été mal gérée.

Le développement en série entiere de (1 + x)® au voisinage de 0 est donné par :

1—-%
(OH‘ )xk_

Vel —1,1[, (1+x)* _1+Z

Soit n € N*, et soit t €] — R, R[. Alors, |(p — 1)t| < 1 donc, par ce qui précede,

+00 400
Gp,(t) =p"t"(1+ (p— D) " =p™" Y crlp— D" =D epp™(p — DM
k=0 k=0
R -n(-n—-1)...(—n+1—-k k+n—1
ol ¢ = ( ) k'( ):(_1)k( L >
Finalement,
+00 +oo /.
-1 -1 o
VtE]—R,R GDn Z<k+n > n(l_p)ktn—l-k:z(j_n)pn(l_p)j—ntj'
k=0 j=n




Alors, par unicité du développement en série entiere, sachant que Pp, ( Z P(D

(ki) € (N2, B(D, =) =~ )=

avec, par convention, <k > =0sik <n.

Partie II - Etude du comportement de la file

I1.1 - Une suite récurrente
Cette partie a été donnée en début d’année.
I1.2 - Groupes de clients

Q7. Rapport de jury : Interprétation souvent incorrecte, avec beaucoup de réponses fantaisistes. Il se

Qs.

cache souvent, derriére le raisonnement des candidats, une confusion entre le OU et le ET.

L’événement Z se réalise s’il existe un entier n > 1 tel que V,, = 0, c’est-a-dire si un groupe est passé au
guichet sans qu’aucun nouveau client n’arrive entretemps. Donc I'événement Z correspond a la situation ou
‘51 un moment donné, le guichet s’est libéré sans aucun nouveau client a servir. ‘

Rapport de jury : Confusion assez fréquente entre la loi binomiale et la loi uniforme.

La variable aléatoire N,, correspond au nombre de succes lors de la succession de n expériences de Bernoulli
indépendantes et de méme parametre p. Donc N, suit une loi binomiale B(n,p) :

Vk € [0,n], P(N, =k) = <Z>pk(1 —p)k,

. Rapport de jury : Question visiblement classique pour un bon nombre de candidats, bien que

certains n’aient pas réussi a aller jusqu’a la démonstration compléete. Les justifications utilisant le
systeme complet d’événements ont souvent été incomplétes.

Soit (k,n) € N2. Par définition, V; est le nombre de clients arrivés dans la file d’attente dans l'intervalle de temps
[1, S]. Donc, avec les notations précédentes, Vi = Ng. On en déduit :

P(Vi = kIS = n) = P(Ny = ) = (Z)pku —pt

Soit k € N. Alors, par la formule des probabilités totales, en utilisant que ({S = n}), cy forme un systeme complet
d’événements,

™= n k —)\>‘
P(Vi=k) => PVi=kS=n)P(S =n)= Z() n!

n=0
B i X! L Ak
k AZ() kn! (k' )\Z k _k)

Finalement, apres simplification,

Ap)F A
VkeN, P(Vy =k) = ( kp') oA 1=PIA _ = 5) ’

donc | V7 suit une loi de Poisson de parametre Ap. ‘




Q1o0.

Q11.

Q12.

Q13.

Rapport de jury : Question peu traitée mais généralement de maniére plutét satisfaisante

Soit n € N*. Alors {V,, = 0} C {V,+1 = 0}. Donc, par continuité croissante de P,

lim P({V, = 0}) = (U (Vo = 0}> P(Z).

n—+00

Cela signifie que ‘ (zn) converge et lim, 4o 2, = P(Z). ‘

Rapport de jury : Question difficile, souvent mal abordée, excepté le cas j = 0.
Soit j € N.
ler cas : j = 0. Alors, pour tout n > 1, P(V,, 41 = 0|V} =0) =1 = P(V,, = 0)°.

2éme cas : j > 1. Supposons que V] = j. Alors le premier groupe est composé des clients de 1 a j.
Par analogie avec les groupes de clients définis dans ’énoncé, pour tout client d’indice 1 < i < j,

on note Ggi) I’ensemble des clients du deuxieme groupe qui sont arrivés pendant que ¢ est servi.

Puis, récursivement, pour tout £ > 2, on note G,(j) I'ensemble des clients du (k + 1)-iéme groupe arrivés pendant

i)

que les clients de G,(%l sont servis.

Alors, par construction, le (k + 1)-iéme groupe est I'union disjointe des (Gl(j))lgigj , donc

j .
Vk)-f—l = Z Vk(Z) ,
i=1
ou Vk(i) représente le nombre de clients de G,(j).

Or, pour tout ¢, la variable Vk,(i) suit un processus identique a celui de la variable Vj en ne considérant que les
temps de passage des clients appartenant aux groupes issus du client 3.
On en déduit que Vk(z) suit la méme loi que Vj et, faute de preuve rigoureuse, il est intuitivement raisonnable de

considérer que les variables <Vk(i)> ) sont indépendantes.
<i<y

Soit n € N*. Alors, par positivité des variables VTSi),

(Vo1 =0} = (V1Y = 0}

i=1
donc, par indépendance,
J
P (Vi1 = 0[Vi = j) = [[ P (Vn@ - o) — P(V,, = 0)/.
i=1
Finalement, |Vj € N,¥n € N*, P (V,,,1 = 0|V} = j) = P(V,, = 0).

Soit n € N*. Alors, par la formule des probabilités totales, en utilisant que ({V; = j}) jeN forme un systéme complet
d’événements,

—+00

o (AD) _ (A zn
i1 =3 PV =0Vi = j) P(Vi =) = Z:]P> xw (AP)! p Apz p
J=0 =0

Finalement, |Vn € N*, z,.1 = e e’ = exp(Ap(z, — 1)).

D’apres la question précédente, la suite (z,) vérifie toutes les hypotheses de la partie IL.1. avec a = Ap.

Donc, d’apres la question Q10, |si Ap < 1, alors lim 2z, = 1.

n—-+00

De plus, d’apres si Ap > 1, alors (z,) converge vers un réel a < 1.
P P ) P g
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