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Devoir surveillé 5 - Correction

Exercice 1
CCINP PSI 2018 (extrait)

un corrigé de B. Winckler

1. Soit Y anz™ une série entiere. L’ensemble {p € Ry | (anp™)nen est bornée} est un sous-ensemble de R non vide
n=0

puisqu’il contient 0. Le rayon de convergence de ) a,z" est, par définition, la borne supérieure de cet ensemble s’il
n=0
est majoré, et +o00 sinon.
2. On a directement Jy(0) = ¢p = 1 (terme constant).

3. Pour tout x €] — R, R[, on a :

+oo +oo +oo
Jo(z) = Z ca®,  Jh(z) = Z kepzt ™t Tl (x) = Z k(k —1)cpz=2.
k=0 k=1 k=2
Alors, Jy vérifie :
Vo €] = R, R[, 2’y"(z) +ay'(2) +2’y(z) =0, (1)

si et seulement si :

“+o00o +oo +00
Vel RR[ > k(k— Dot + 3 kepa® + 3 epa? =0
k=2 k=1 k—0

+o0 +o0 +o0
<=V €] — R, R|, Z k(k — 1)ckxk + (Z kepr® + c1$> + ch_ka =0
k=2 k=2 k=2

+oo
<Vz €] — R, R|, Z (k:zck + Ck_g) zF 4+ 1z = 0.
k=2

De l'unicité des coefficients d’une somme de série entiere sur un voisinage de 0, on déduit :

-1
{ Vk > 2, k*c + cp_2 =0, — Vk 22, ¢ = 72 Ch-2,
cl1 = 0. c1 = 0.

De la premiere relation on déduit par récurrence, en distinguant la parité des indices :

-1 -1 -1 —1 —1 -1
keN = —— = = Cee X ——
(=" :
c'est-a-dire : Vk € N\ {0}, cop, = WGO, I’égalité restant valable pour k = 0; ensuite, comme ¢; = 0 :
-1 —1 -1
Vk € N, copt1 oE 1) X k= 1) X X 32 c1
Cok+1 = 0,
Finalement, comme par hypothese ¢g = 1, on a d’apres ce qui précede : | Vk € N, (—1)F (—1)F
kT Qo2 T AR(RNZ




4. Déterminons le rayon de convergence de la série entiere cprh = > corz?®, ot les coefficients sont définis par les
k>0 k>0
égalités précédentes, a I'aide de la regle de D’Alembert : si = 0, la série converge trivialement (de somme égale a
1),etsix#0:

C2(k+1)5'32(k+1)

CZkl'Qk

4k(k!)2 2 W
= = 1
F 2 T it b

donc 3 copx®* converge pour tout x € R : le rayon de convergence de cette série entiere est infini.
k>0
5. Notons d’abord que Jy étant une somme de série entiere, elle est continue (et méme de classe C*°) sur son intervalle
ouvert de convergence, en I'occurrence R. Une application continue sur un segment est bornée, par conséquent Jy est
bornée sur tout segment de R, et en particulier au voisinage de 0.

A présent, soit (a, 3) € R2\ {(0,0)} tel que :
Vz €]0,r], af(x)+ BJo(z) =0.
On ne peut pas avoir a = 0 : sinon, pour tout x €]0,r[, on a SJy(z) = 0, et quand x — 0 on obtient 5Jy(0) = § =0,

ce qui est exclu puisque (o, §) # (0,0). On peut donc écrire f = ——Jy; 'application Jy étant bornée au voisinage
!

de 0 d’apres ce qui précede, il en est de méme de f.

Exercice 2
CCINP PC 2019 (extrait)

a partir d’un corrigé de V. Masselin

Partie I - Calcul des probabilités

6. A l'instant 0, le pion est en A donc | pg =1 et g9 = rg = 0.

1 1
A Tlinstant 1, la probabilité qu’il reste en A est 3 donc | p; = 3

1
Sinon, il se déplace de maniere équiprobable sur I'un des deux autres points donc | g1 = r1 = 1

7. Soit n € N. Pour n = 0, on a bien V7, = MVj.
On suppose maintenant n € N*. {A,,, B,,, Cy,} est un systéme complet d’événements de probabilités non nulles donc,
d’apres la formule des probabilités totales,

P(Ant1) = P(An)Pa, (Apt1) + P(By) Pp, (Ant1) + P(Cr) P, (Ant1)

e Py (An41) est la probabilité de rester en A de Uinstant n a 'instant n + 1 donc Py, (Apy1) = %
e Pp (Ant1) est la probabilité de passer de B a A donc P, (Ap+1) = i

e De méme, Po, (Apt1) = i

Par conséquent, P(A,41) = %P(An) + iP(Bn) + iP(Cn).

On raisonne de méme pour exprimer b,+1 et ¢,41 et on conclut que | V41 = MV,,.
8. Pour n € N, on pose P(n) : < V;, = M"Vj >.
e M" = I3 donc P(0) est vraie.
e Soit n € N. On suppose P(n) vraie.
D’apres la question précédente, V,11 = MV, et, d’apres I’hypothese de récurrence, V,, = M"V,y donc V41 =
MM"Vy = M™ 1V, : P(n+ 1) est vraie.
Par récurrence, on peut alors conclure que : | pour tout n € N, V,, = M"V}.

! 4" + 2 4" —1
Vo = | 0] donc, en utilisant le résultat admis sur M"™ : | Vn € N, p, = 4 et g =1y = 5
0 : .




9. Quand n tend vers U'infini, 4" +2 ~ 4% et 4" -1 ~ 4" donc:

n—-+40o n—-4o0o
lim p,= lim ¢,= lim r,=-
n—-+o0o n—-+o0o n—-+00

Cela signifie que, si on observe la position du pion, plus le nombre d’étapes sera grand, plus les chances qu’il soit en
A, en B ou en C tenderont a se confondre.
Partie II - temps d’attente avant le premier passage en B

10. Comme le pion est en A a l'instant 0, (I =1) = By d'ou P(Tp=1) = —.
e Rédaction 1 : On a B; = A; UC] et donc :

(TBZQ) = EQBQ = (AlUcl)ﬂBz = (AlﬂBg)U(ClﬁBg)

Ces deux événements sont incompatibles (ou encore 'union est disjointe) donc P(Ts = 1) = P(A1NBy)+ P(C1N By).
1 1 1
Par définition d’une probabilité conditionnelle, P(A; N By) = P(A1)Pa,(B2) = 3*1~ %
1 1 1
De méme P B - X -
e méme P(Cy N By) = rRe i TE
3
Finalement, | P(Tp = 2) = 6
e Rédaction 2 : On pouvait écrire la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements

(A1, By, ().
P(TB = 2) = P(A1)PA1 (TB = 2) + P(BI)PBl (TB = 2) -+ P(Cl)Pcl (TB = 2)

1 1
Et Ps,(Tp =2) = P4,(B2) = 7 Pp,(Tp =2), Po,(Tp =2) = P, (Ba) = T On retrouve :

11. A Dinstant n, le pion est en A, en B ou en C donc ‘ B, =A,UC,. ‘
12. On a donc en particulier By = A U Cy et donc :

BsNByN By = (33 N As OE) U (33 NCsy mE)
Et comme 'union est disjointe :

P(BsNByNB;) = P(BgﬂAz HE) +P(Bgm02 HE)

= Puyri(Ba) P42 VB1) + Pyi(By) P(C2 1 BY)
———— LGB 78)

=1/4 =1/4

1 — —
= 1 (P(A2 NBy)+ P(Can Bl)> (événements incompatibles)

_ ip((AmBi)u(CmR) = %P(B*zﬂBT)

Enfin, avec la définition d’une probabilité conditionnelle, | P(Bs|By N By) = —




k—1

13. Soit k € N*. On note uy = P(Tg = k). Ona (Tg =k) = | (| B; | N Bs.
i=1

e Avec la définition d’une probabilité conditionnelle et le résultat admis :

Y A N |
up = P(Tp = k) = 7P (ﬂ BZ-> = PTG > k).

1

up = P(Tp = k) = 3 (P(T5 = K) + P(Tp > k+1) = i(uk FAP(Ty = k+1)) =

3 1
Finalement w1 = Uk De plusu; = P(Tp=1) = 2 donc, pour k > 1 :

13\

+o0
e (Tp = k)ren est un systéme complet d’événements donc P(Tp =0) =1 — Z P(Tp =k)
k=1

Par conséquent, ‘ P(Tp=0)=0. ‘

Probleme 1
CCINP PC 2022

Partie I - Généralités sur ’application ¢

Dans cette partie, on démontre que 'application ¢ est un endomorphisme de C,[X].

1
Zuk“‘ukz-i-l-
1 1
1-2
4

un corrigé de B. Grouz

14. Soit P € C,[X]. Le polynéme B est non nul car de degré n+ 1. D’apres le théoreme de division euclidienne, le reste
dans la division euclidienne de AP par B est nul ou de degré strictement inférieur a deg(B) = n + 1. Ainsi, ¢(P) est

nul ou de degré inférieur ou égal a n, c’est-a-dire ‘ ©(P) appartient a C,,[X] ‘
15. Soit A € C. On a

A(Py 4+ APy) = AP, + AAP, = BQ) + Ry + A(BQa + Ry) = B(Q1 + AQ2) + R1 + ARy .

De plus, R; et Ry appartiennent a C,[X] donc Ry + ARy aussi. Par unicité de la division euclidienne de A(P; + A\P»)

par B, ‘le quotient et le reste dans cette division euclidienne sont respectivement ‘ ‘ Q1+ AQ2 et Ry + ARy ‘

En particulier, pour tous Py, P, € C,[X] et tout A € C, on a o(P;+AP;) = R+ ARs = ¢(P1) + Ap(P2). Lapplication

 est donc linéaire.
Or, ¢ est définie sur C,[X] et, d’apres la question 14, ¢ est & valeurs dans C,,[X].

En conclusion, ‘<p est un endomorphisme de C,[X] ‘

Partie II - Etude d’un premier exemple

16. Ona Ax1=X24+2X =B x 0+ X?+2X et deg(X? + 2X) < deg(B). Par unicité de la division euclidienne de
A x 1 par B, le reste dans cette division euclidienne est X2 4+ 2X. On a donc ¢(1) = 2X + X2



De méme, ona Ax X = X3 +2X2=Bx1+X?+ X +1et deg(X?+ X +1) < deg(B), donc p(X) =1+ X + X2
Enfin, on a A x X2 = X* +2X3.

X' 4 2x° X34 X2 - X —1
—(X*+ X3 - X2 - X) X + 1
X3+ X2+ X
— (X3 + X2 - X —1)

2X 4+ 1
OnaAx X?2=Bx (X+1)+2X +1etdeg(2X + 1) < deg(B), donc p(X?) =1+ 2X.
011
En conclusion, |la matrice de ¢ dans la base (1, X,X?)est M = |2 1 2
1 1 0
17. Soit A € C. On a
A -1 -1
det(Mz—M)=|-2 A—1 -2
-1 -1 A
A+1 -1 -1
=|-1-X Xx—-1 =2 (01(—01—02)
0 -1 A
1 -1 -1 1 -1 -1
=A+1) -1 A=1 =2 = A+1)|0 x—2 -3 (Ly < Lo+ L)
0 -1 A 0 -1 A
141 A—-2 =3 . :
=A+1)x(-1)" x1x 1 (développement suivant C)

= A+ 1)(X\2=2x-13)
= A+ 1)\ —3).

Les valeurs propres de M sont donc —1 et 3 ‘, de multiplicité 2 et 1 respectivement.

111
Dans la matrice M + I3 = (2 2 2], les colonnes sont toutes égales et non nulles, donc la matrice M + I3 est de
111
1 0
rang 1. D’apres le théoréme du rang, son noyau est donc de dimension 2. De plus, ona (M +1I3) | =1 | = [0 | et
0 0
1 0 1 1
(M+13)| 0 | =10/ donc les vecteurs | —1 | et | 0 | appartiennent & Ker(M + I3). Ces deux vecteurs ne sont
-1 0 0 -1
pas colinéaires donc ils forment une famille libre de deux vecteurs dans Ker(M + I3), qui est de dimension 2.
1 1
Une base du sous-espace propre de M associé a la valeur propre —1 est donc -11,10
0 -1
Par ailleurs, puisque 3 est valeur propre simple de M, le sous-espace propre associé est de dimension 1. Or, dans
-3 1 1 1
la matrice M — 313 = 2 —2 2 ], les colonnes vérifient la relation C7 + 2C5 + C3 = 0 donc le vecteur | 2
1 1 -3 1
appartient a Ker(M — 313).
1
Ce vecteur étant non nul, | le sous-espace propre de M associé a la valeur propre 3 est donc Vect 2
1




18. D’apres la question 17, pour chacune des valeurs propres de M, la dimension du sous-espace propre associé est égale a
la multiplicité de la valeur propre. La matrice M est donc diagonalisable, donc ‘ I’endomorphisme ¢ est diagonalisable ‘

En particulier, la concaténation d’une base de chaque sous-espace propre de ¢ constitue une base de Cq[X].
D’apres les calculs de la question 17,

la famille (1 — X,1 — X214 2X + X?) est une base de C2[X] formée de vecteurs propres de ¢.

Partie III - Etude d’un second exemple

19. Ona Ax1=Bx0+a+BX+vX? et deg(a + BX +vX?) < deg(B). Par unicité de la division euclidienne de
A x 1 par B, le reste dans cette division euclidienne est o + 8X +yX2. On a donc (1) = a + BX +yX2.
De méme, on a Ax X = aX +X2+~vX3 = Bxy+aX +BX? et deg(aX +BX?) < deg(B), donc p(X) = aX + X2
Enfin, on a A x X2 = aX? + X3 +yX* = B x (B +7X) + aX? et deg(aX?) < deg(B), donc p(X?) = aX?.

a 0 0
Ainsi, | la matrice de ¢ dans la base (1, X, X?)est T= |8 a 0
7 B o«

20. La matrice T est triangulaire donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux, donc T' admet pour unique
valeur propre «, de multiplicité 3. Alors, la matrice T est diagonalisable si et seulement si le sous-espace propre
Ker(T — al3) est de dimension 3, si et seulement si T — a3 est la matrice nulle, si et seulement si f = v = 0, si et
seulement si A est constant.

En conclusion, ‘l’endomorphisme @ est diagonalisable si et seulement si le polynéme A est constant ‘

Partie IV - Etude du cas o1 B est scindé a racines simples

21. On a (voir cours) :

. 1 si j=k
vk el Loy ={ o 3 15

22. Soit P € C,[X]. Pour tout j € [0,n], on a

D(zj) = P(zj) — )  P(zi)Li(w;) = P(x;) — | P(z;) x 1+ ZP(mi) x0|=0.

i=0 i=0
i#j

Les nombres zg, . .., z, sont donc des racines du polynome D. ‘

23. Soit P € C,[X]. Puisque les polynémes Lo, ..., L, appartiennent a C,[X], il en est de méme pour le polynéme D.
Ainsi, le polynéme D est de degré inférieur ou égal & n et posséde au moins n + 1 racines distinctes, il s’agit donc du

n
polynoéme nul. On a ainsi | P = Z P(z;)L; |
i=0

24. D’apres la question 23, tout polynéome de C,[X] est combinaison linéaire de Ly, ..., L, donc la famille (Ly,..., L)
engendre C,,[X]. Or, cette famille est constituée de n + 1 vecteurs et C,,[X] est de dimension n + 1.

‘La famille (Lo, ..., Ly) est donc une base de C,,[X]. ‘

25. Soit (j, k) € [0,n]%. On a AL, = BQy, + Ry, donc
A(zj)Li(z5) = B(x;)Qk(x5) + Ri(zj) = Ry(;)

car x; est racine de B par définition. Etant donné la valeur de Ly (z;), on a donc

‘R[A&U) =0 Sij 7é k et Rk(xk) = A(a:k) ‘




26. Soit k € [0,n]. Le polynoéme Ry, = ¢(Ly) appartient a C,,[X]. D’apres la question 23, on a donc

=Ry = ZRk a:j (a:k Lk + ZRk J}] L = A(:Ek)L
7=0
J#k

en utilisant la question 24. On a donc ‘ o(Ly) = A(xy) Ly ‘

27. D’apres la question 21, la famille (Lo, ..., L, ) est une base de C,,[X] et, d’aprés la question 23, pour tout k € [0,n],
Ly, est un vecteur propre de ¢ (car non nul) associé a la valeur propre A(zy). La famille (Lo, ..., L,) étant une base
de C,[X] formée de vecteurs propres de ¢ :

‘ I’endomorphisme ¢ est diagonalisable et ses valeurs propres sont A(zg),..., A(zy). ‘

Probleme 2
a partir de CCINP PSI 2017

a partir des corrigés de C. Devulder et de L.Urbain
Partie 1 : résultats préliminaires

28. Par théoreme fondamental appliqué a la fonction continue A sur l'intervalle R, la primitive cherchée est

X
H : xl—>/ h(t) dt
0
x+27

h étant 27-périodique, g(x) = ©(t) dt ne dépend pas de x (sa dérivée est ¢'(x) = p(x + 27) — p(z) = 0) et par

hypothese, sa valeur en 0 est nulle. On en déduit que H est aussi 2w-périodique.
Comme H est continue, elle est bornée sur le segment [0, 27]. Etant 27-périodique, elle est aussi bornée sur R (avec
la méme borne que sur [0, 27]).

29. On effectue une intégration par parties. Puisque H et f sont de classe C! sur [a,b], on a :

/abf(t)h(nt) dt = [iH(nt)f(t)]b —i/abf’(t)H nt) dt

Or H est bornée sur R, f’ est continue sur le segment [a,b] donc elle est bornée sur ce segment. Par inégalités
triangulaires, on a :

it < V= (170) 4 17(@) + 0= 1 o)

Et par encadrement, on obtient : | lim / f(t)h(nt) dt = 0.

n—-+0o00 a

Partie 2 : ’intégrale de Dirichlet

30. cf (E1).
31. La fonction 1 est continue sur |0, +oo].

Par limite usuelle, %imo P(t) = 3 donc 1 est prolongeable par continuité en 0 et par conséquent intégrable sur |0, 1].
—

2 1
Pour tout ¢ > 0, —1 < cos(t) < 1 donc 0 < ¥(t) < 2 L’application ¢ — 2 est intégrable sur [1, +oo[ (Riemann)

et, par comparaison, ¥ est intégrable sur [1,4o0].

On peut alors conclure que ‘ 1 est intégrable sur ]0; 4o00]. ‘

7



On pose :
1 1
u(t) = e v'(t) = sint, W'(t) = ) et w(t) =1— cos(t).

Les applications u et v donc de classe C! sur le segment |0, +ocolet on a :

1- t
et u(t)v(t) = ctos()t_:éo()'

u(t)v(t)

~ = —
t—0 2 t—0

Donc, par intégration par parties dans une intégrale impropre convergente,

/+°° 1-— coS(t)dt _ [_1 — cost]JroO n /+°° Sint(t)dt
0 0

t2 t 0
+0o0 o3
_ / sin(t) gt
0 t
: - 1 —cost __,
32. Soit f définie sur R* x]0; +o0[ par f : (z,t) —> e wt

e Pour tout t > 0, z — f(z,t) est continue sur R,
e Pour tout z € RY, ¢t — f(z,t) est continue par morceaux sur |0, +oo],

e Hypothése de domination : Pour (z,t) € R*x]0; 4+o0[, zt > 0 donc 0 < e % < 1 et

1 —cost B

F o)l < 5=t = ()

Par la question précédente, 1 est intégrable sur |0, +oo].
En utilisant le théoréeme de continuité des intégrales a parameétre, on peut conclure que

’ L est bien définie et continue sur RY.

33. Soit [a,b] un segment de |0, +o0].

e Pour tout t > 0, x — f(z,t) est de classe C? sur [a, b] et pour = > a,

of 1l —cost 0% f
a—m(:c,t)— —e et

. @(x,t) = (1 —cost)e ™.

e Pour tout z € [a,b], t — f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur ]0; +-00[ (question précédente).

0 0?
e Pour tout = € [a,b], t — 8—f(x, t)ett— a—é(:ﬁ, t) sont continues par morceaux sur ]0; +o00[. Et elles sont intégrables
x x

1
sur ]0, +o00[ (prolongeables par continuité en 0 et négligeables devant 2 en +oo car x > 0).
e Hypothése de domination : Pour z € [a,b] et t > 0 :

o2 By
a0 <277 = )

et 2 est continue par morceaux sur |0, +o00|, prolongeable par continuité en 0 et intégrable sur ]0, 4+o0].

Le théoreme de dérivation des intégrales & parametre nous permet alors de conclure que L est de classe C? sur tout
[a,b] C]0; +o0o[ donc elle est de classe C2 sur ]0; +oo].
1 —cost

w est prolongeable par continuité en 0; notons encore

34. L’application ¢ : t ——

psi le prolongement.
e lim ®(t) =0 donc il existe A > 0 tel que, pour tout t > A, |¢(t)] < 1.

t——+o0

e 1) est continue sur le segment [0; A] donc ¥ est bornée : il existe M > 0 tel que pour tout t € [0; A], |(¢)] < M.



Si on pose M’ = max(1, M) alors, pour tout ¢ € [0; +oo|, |[t(t)] < M'.
En particulier ‘ ¥ est bornée sur |0; +o00]. ‘

1—cost
On montre de méme que ¢t —» ———— est bornée sur ]0; +oo[. On note M” un majorant de cette fonction (qui est
a valeurs positives).
Soit x > 0. . .
— cos
Pour tout ¢ > 0, 0 < ————e™*" < M'e™"" et comme ¢ — e~ est intégrable sur R** (car x > 0), par positivité de

I'intégrale, on a donc :

—+o0 Ml
|L(x)| < Al/j/ e "dt = —.
0 T
Par encadrement, on obtient : | lim L(z) = 0.
r——+00
1—cost

De méme, pour tout ¢ > 0, 0 < fe_” < M"e="t donc :

—+o00 M//
L ()| < M / et = M
0

T

Par encadrement, on obtient aussi : | lim L'(z) =0.

+o00
35. Pour z > 0, L"(z) = / (1 — cost)e *dt. Pour A > 0, par linéarité de I'intégrale sur un segment et en utilisant
0

A A A
/ (1 —cost)e ™ dt = / e Tt dt — Re </ e(z—x)tdt>
0 0 0

1— e %4 _ Ji—z)A
_ et e (16
X 1— X

Or, lim e ™ =0et|e~4] = %4 donc lim €4 =0 (car z > 0).
A—+o0 A—+o00

_xt 7
que e~ " est réel,

1 1
En passant a la limite (A — +00), on a : L"(z) = — + Re(- ).
x i1—x
Apres caleuls, | Vo > 0, L (z) = 1 T
’ ) x (E2 + 1 .

1
36. Par intégration (]0,4oo[ est un intervalle), il existe une constante c telle que, pour > 0, L'(z) = In |z| — 3 In|z? +

1| +ec.

L(2) = c+ +1 L B
R AV A P

1
et, d’apres la question précédente, ¢ = 0. Ainsi, | Vo > 0, L'(z) = lnx — B In(z? +1).

Une primitive de In sur R est x — xIn(x) — x. Par intégration par parties,

T T T 22
/ (2 4 Dt = [tmn(i? +1)]" - / L
1 1

1 t2+1
T 41-1
_ 2

= zln(z®+1) —In2—2(z — 1) + 2Arctan(z) — 2Arctan(1)



1
Il existe donc une constante ¢ telle que, pour tout z > 0, L(z) = zlnx — Eazln(xQ +1) — Arctan(z) + ¢’. D’une part,

lim Arctan(z) = g et d’autre part :

T—r—+00
1 241 1 1
xln(x)—g:zln(f—l—l):—gln (ac * ) :_gln (1_|_> ~ T2 0

2

Comme hm L(z) =0, on a finalement ¢ = T Ainsi :
T—+00 2

1
Vo > 0, L(z) =xIn(z) — §xln(x2 + 1) — Arctan(z) + g

37. L est continue en 0 et lim zIn(x) = 11)13 Arctan(z) = 0 donc L(0) = =

z—0t

+o0 1 — cos(t)

sin(t) g —
12

T
t 2"

400
Or, par définition de L, L(0) = / dt donc par la question 31 : /
0 0

Partie 3 : phénomeéne de Gibbs

38. Tracer le graphe de f sur [—3m, 37].
39. Pour tout entier n, S, est une somme de fonctions dérivables sur R, donc est dérivable sur R donc sur [0, 7].

V€|o,r], S, (z)= 4 Zcos((2k +1)z)

s

n

_ ZR6< i(2k+1)a ) _ 4 Re (Z ei(2k+1)a:)
s

k=0

— é ( iz zn: 21:(: >
= % ( 62;::;1)j — 1) car ¢ {0,7} donc e*'*#1
B é i1z Sin((n + D)
o < sin(x) )
_ 4 cos((n + 1)z) sin((n + 1)z)
T sin(z)
Vaelo, ], S.(x) = i(izgnw ot Sp(0) = Sp(m) = 0

S! est une fonction continue sur [0, 7] donc

vzel0a], S.(z) /'y

ce qu’on peut écrire

Tsin(2(n + 1)t)

/ 2 /
Ve elo,n], S (x)= A Sin(t) dt
40. On sait que
1 2k
Vit e [0,1] i g_o(—t )

Ainsi, en intégrant sur [0, 1],



n étant fixé, on découpe la somme en deux morceaux :

T n 1 o 1 +oo
- = (—1)kt dt+/ dt: / kot
2, : :

k= n+1 k= n+1

La somme est encore géométrique et on peut écrire cela sous la forme

E _ i (_1)k — /1 (_t2)n+1 dt = ( )n+1 /1 t2n+2 dt
4 =2k+1 0 Jy 112 0o 1+1t2
On en déduit que
n
7r (—1)F r, 1
i < [ 2 at -0
4 2k+1| — /0 2n+3
k=0
et ainsi
+00 (_1)k B .
prt 2k+1 4

41. On a sin ((2n+1)g> = sin (mrJr g) = (—1)" et donc S, (F) izn%é

On en déduit que| lim S, (g) = 1.

n—+oo
42. Ona: VneN, VzeR, sin((2n+1)(r—=x))=sin((2n+1)7—(2n+1)z) =sin(r — (2n+1)z) = sin((2n+1)x).
On en déduit :

‘Vn eN, VzeR, Sy(r—z)= Sn(x)‘

43. On applique alors Q29. a la fonction h : t — sin(2t) qui continue, 27-périodique et telle que fozﬂ sin(2t)dt = 0 et &

1 T
la fonction — qui est continue sur [ac, 5} On obtient :
sin

44. D’apres Q41. :
lim Sp(z)=1 <= lim Sy(z)= lim S, (g) — lim (Sn(:r)—Sn (5)):0

n—-+0o n——+oo n—-+0o0o n——+o00o

Fixons = dans |0,7/2]. D’apres Q22. :

Su@) -5, (3) = 2 /Oxswﬂﬁ)dt_/ogwﬂmdt)

2 T sin(t) sin(t)
2 [*sin(2(n+ 1))
oo [r sin(t) dt

Et avec le résultat de la question précédente, on en déduit donc que :

lim Sp(z)=1

n—-+o0o

45. e On vient de montrer que si x €]0,7/2], alors lim S,(z) =1= f(z).
n—-+oo

e Si x€[n/2,x], alors m —x €]0,7/2] donc, d’aprés Q42.,
lim S,(x) = ET Sp(m—z)=1= f(x)

n—-4o0o

e De plus, nEI—&I-loo Sp(0) =0= f(0) et ngr}rloo Sp(m) =0= f(n)
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e Comme S, et f sont impaires et 2r— périodiques, on en déduit que

VeeR, lim S,(z)=f(x)

n—-+o0o

Ainsi la suite  (Sp)nen converge simplement vers la fonction f sur R. ‘

46. On a nEIEOO ©n(0) =1 =¢(0)
. . (T x , _ sin(z)
Pour z fixé dans ]0, 7], on a sin <%) oo T donc nll}_{loo on(z) = = o(x)

’Ainsi la suite  (@n)neny converge simplement vers la fonction ¢ sur [0, 7). ‘

47. 1l est clair que ¢ est continue sur |0, 7/2] et sin(x) ~o L donc lirr%) e(x) =1 = p(0) ainsi ’ @ est continue sur [0, 7/2]. ‘
T z—

. T 2 [0 sin(2(n + 1)t)
D’ 22. | ———— ) =— ——— = dt
apres Q22., 5 <2(n ¥ 1)) - /0 sin(?)

Le changement de variable affine u = 2(n+ 1)t  donne :

Pour intervertir limite et intégrale, on utilise le théoreme de convergence dominée :
e Les fonctions ¢, sont continues par morceaux sur [0, 7).
e La suite de fonctions (p,) converge simplement vers la fonction ¢, continue par morceaux sur [0, 7].
e Hypothese de domination : pour tout « €]0,7] et n € N*, D) €10, /2.

2 sin(t)

in(t
Or on peut montrer que : V¢ €]0,7/2], — < sin(t)
T

t

< 1 (par une étude de la fonction g : t +— , en

dérivant le numérateur de ¢’ pour I’étude de signe). On en déduit que :

Va o, pns(w)] = | -2
(e

2n

<1x

bo | 3

T_
5=

Y
Et la fonction (u — 5) est continue donc intégrable sur [0, 7].

Le th. de convergence dominée permet de conclure :

. ™ 2 (7 2 [T sin(x)
1 n -, < = — = —
. im S, <2(n 1)> /0 o(u) du /0 - dx

48. En utilisant le développement en série entiere de sin, on sait que

x2n

(2n+1)!

Ve €07, plr) = T Sy

T
n=0

La relation reste vraie pour x = 0 puisque ¢(0) = 1. La série entiere qui apparait est de rayon de convergence infini
et converge donc normalement sur [0, 7]. A fortiori, elle converge uniformément sur le segment [0, 7]. Par le théoreme
de convergence uniforme, on a donc :

- Sin(x) - 400 . xgn B ~+o00 . 7r2n+1
/0 . dx—nz:%/o (1) mdﬁ—z(_l) 2n+1)(2n+1)!

n=0

Avec la question 28, on obtient :
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. 9 I g2+l too a2n
lim S, (——] == =2) (-1)" :
Jm 5 (55 m) = 2 e e = S E e

s
A nouveau, f (2(71—1—1)) =1 njm 1 et donc

(5 a7ew) 4 (350 25 e

7T2n

2n+1) 2n+ 1)V

49. Notons, pour n € N, u, = (—1)"

e On a bien une série alternée.

[tnt1] 72 (2n + 1) 2 . , .
e Vn e N* |uyl >0et = < < 1. Donc la suite (|u « est décroissante.
[unl [t (2n+2)(2n+3)2 — (2n+3)%2 — (mJnen
e u, est le terme général d’une série convergente donc lim |u,| =0
n—-+00

On peut alors en déduire par théoreme des séries alternées, que le reste partiel (& partir de n = 1) est du signe de son
premier terme.

+oo
En particulier : Z(—l)" |un| > 0 ce qui donne :
n=4
400 3
DD ual =) (1) fuyl
n=1 n=1
et donc :
(TIPS o e
vt 2n+1) 2n+1)! — = (2n+1) 2n+ 1)

Avec les deux questions précédentes, on obtient

T 7r2n

w3 (S" <2<n+1>> -/ <2<n7r+1>>) =7 ,i;“”" Gua)@arny 0TS0

50. Si la suite de fonctions (Sy,)nen convergeait uniformément vers f sur ]0,7/2[, on aurait par définition :

lim_|[Sh = [l jo,x /2y = 0

n—+o00

Or VneN', ISy = fllocjonor = Sn <2(n7T+1)) —f (2(TL7T—|-1)> et on obtient donc une contradiction en passant

a la limite lorsque n — 4oc.

‘Finalement la suite de fonctions (S, )nen ne converge pas uniformément vers f sur |0, 7/2]. ‘
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