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Devoir surveillé 2* - Correction

Exercice 1

sin(t%)
ot

(a) La fonction ¢t — t% est dérivable sur [1,4o0[, sin l'est sur R, donc par composée puis quotient ¢ est dérivable
sur [1,+o0[ et par opérations, on a :

1. Pour t € [1,400[, on pose p(t) =

, at® cos(t*) — sin(t%) sin(t%) cos(t%)
Vit e 1,400, ¢'(t)= 2 =g taa

(b) Par inégalité triangulaire, pour tout ¢ € [1,4o00[, on a :

)| = |at® cos(t®) — sin(t%)| < |at® cos(t®)| + | sin(t?)] < 1+ at®
(1) = ) < E <
car a > 0 et |sin(t)| < 1,|cos(t) < 1.
(c) La fonction ¢ est de classe C! sur [n,n + 1] et :
14+at* 1 o 1 e
/
Vte[n,n+1], ‘@(t)‘ST:ﬁ m_?‘i‘m

Et donc, par I'inégalité des accroissements finis, pour tous a,b € [n,n + 1], ona :

@) = 0] < (5 + s ) Bl

En particulier, avec a = n et b =1t € [n,n + 1], on obtient :

1 «
vre et 1l o)~ ol < (g + s ) vl

n+1
2. Pour n € N*, on pose u, = / p(t)dt.

n
n+1
On a donc uy, — ap = up — @(n) = / (p(t) — ¢(n))dt. Par inégalité triangulaire, puis par positivité de l'intégrale

n
avec la majoration précédente valable sur l'intervalle d’intégration [n,n + 1], on obtient :

n+1 n+1 1 o 1 a
[y, — ap| < /n lo(t) — p(n))|dt < /n (nQ + n2a> |t —n|dt < ) + e
<1

3. C’est un (E1) du moins une partie.

sin(t)
t

La fonction t — est continue sur [1, +o00].

On pose u(t) = % et v(t) = — cos(t).

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [1, +oo[ et comme v est bornée, lim wu(t)v(t) = 0.

li
t——+o0
Par intégration par parties dans une intégrale impropre, on a donc 1’équivalence :

+0o0 o3 +o0
sin(? —cos(t

/ mt()dt converge <= / tz()dt converge .
1 1

— cos(t)
2

—cos(t)

i

Or, pourtoutt > 1,0ona 2

1 —+o00o 400
‘ < ok Et par Riemann, / — converge , donc par comparaison, /
1 1

. y T sin(t)
converge (absolument). Finalement, | L’intégrale / : dt converge.
1




sin(t)

+oo
. On veut poser dans l'intégrale / dt, t =z = ¢(x).
1

La fonction ¢ est de classe C! et strictement croissante (car a > 0) sur [1, 4+o00[ et o([1, +o00[) = [1, +oc].
Par changement de variable dans une intégrale impropre convergente, on obtient que l'intégrale suivante converge :

+00 3 « +00 o3 a +00 o3 a
/ sin(x )gpl(x)dm :/ sin(x )ax"‘_ld:n _ a/ sin(x )dx.
1 1 1

¢ % x

On a aussi 1’égalité (mais ¢a n’est pas demandé) :

+00 o3 +00 3 a
/ sin(t) g — a/ sin(x )da:.
1 t 1

x
T gin(t™ 100 gin (&
. Par définition d’intégrale convergente, on a lim sin )dt = / i )dt'
T——+00 1 1 t
n no okl n+1 0 gin (%)

k=1 k=1

Par définition de série convergente, on a donc E Uy, converge.
neN*

1 «
. Par la question 2, on a |u, — an| < — +
n

nQ—a'
v
ana

1
Or puisque 2 > 1 et 2 — a > 1, les séries de Riemann Z — et Z convergent, et leur somme aussi.
n

Par les théoremes de comparaison, on obtient :

E (upn — ay) converge absolument.
neN*

. Puisque la convergence absolue entraine la convergence, la série g (up — ay) converge, comme E Uy, converge,

neN* neN*
leur différence aussi et finalement :

La série g an converge.
neN*

. On suppose que la série E lan| est convergente.

neN*
(a) Pour tout n € N*, |sin(n®)| < 1 et donc sin?(n®) < |sin(n®)|. On a donc :

sin?(n®)

n

0<

< |an|.

Or par hypothese, la série E |an| est convergente, donc par comparaison :
neN*

. sin?(n®)
La série g ———= est convergente.
n
neN*

cos(2x)
x

(b) C’est le méme raisonnement que pour la question 3. La fonction z — est continue sur [1, +o00].

On pose u(x) = E et v(x) = %sin(Qm).
x

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [1, +oo[ et comme v est bornée, lirf u(x)v(x) = 0.
T—>+00

Par intégration par parties dans une intégrale impropre, on a donc 1’équivalence :

20 cos(2z) +°0 1 sin(2z)
————=dz converge <= - 5—dt converge .
1 x 1 2 x

2



1.

Or, pour tout z > 1, on a

sin(2z)
2

dx converge (absolument).

1 /+°° cos(2x)
1

< —. Et comme précédemment, 5
x x

X

Finalement,

(¢) On admet alors, en procédant comme précédemment, que la série E

+o0 2
L’intégrale / cos( x)dx converge.
1 X

cos(2n®)
——— est convergente.

neN*

On a cos(260) = 1 — 2sin?(#) et donc :

Z cos(sno‘) _ Z %_2 Z sinzr(lno‘)

neN* neN* neN*
——
converge diverge converge

Contradiction!

Et donc ’hypothese faite en début de question est fausse : Z an n’est pas absolument convergente.

(a)

Exercice 2

x +00
On pose p(z) = /0 1125?2 dt et f(z) = /0 ln(ll_:_tft)dt.
Soit « > 0. L’application t — 111(?2 est continue sur |0, 2] donc I'intégrale ¢(x) est impropre en 0.
Or, on a In(t) ~ |In(t)| et In est intégrable sur |0, 1] donc, par comparaison, t — In(t) Pest aussi. Et
’ 1+ t2{t=0 ’ ’ ’ 1+ 2

par conséquent,

‘ ¢ est définie sur |0, +o0l. ‘

L n(t) “ In(t) “ In(t)
Pour tout 0 _ dt dt = (1 dt.
our tout z > 0, on a p(z) /0 1+2 +/1 14 ¢2 cp()+/1 1+t
In(t) In(t)

T
1 est continue sur |0, +oo[ donc x — /1 e

Or, t —

donc :

dt en est la primitive qui s’annule en 1. Et

1
¢ est de classe C! sur |0, +oo[ et Vo > 0, ¢/(x) = 1%?2,

U n(t U n(t 1 In(t
Pour tout > 0, on a ¢(z) = / a(t) dt / () dt. Or, par définition de la convergence de / n(t) dt,
0

1+ ) 1+¢ o 1+12
1 1
In(t In(t
n()dt_/ n(t)
0

Ty dt ou encore :

on a lim =
z—0 /. 1—|—t2

lim p(z) = 0.

z—0

On prolonge ¢ par continuité en 0 en posant ¢(0) = 0.
oo In(t)

T dt est convergente. C’est un (E1).

Il s’agit de vérifier que l'intégrale /
0

Le probleme en 0 a déja été étudié.



In(t 1
En 400 : 1?5 75)2 = t—0>() <t3/2> et t — B2 est intégrable sur [1,4+o00[ (Riemann) donc, par comparaison,
In(t) _
t — —= l'est aussi.
1+ ¢2
T . ¢ In(t)
Par définition de cette convergence, on a lim ¢(z)=1= dt.
z—+o00 0 14 ¢2

1
Montrons que I est nulle. On effectue le changement de variable ¢ = ¢(u) = —. L’application ¢ est de classe
U

C! et strictement monotone sur ]0, +-oc[, on a donc :

I:/O+°° In(t) dt:/o In(1/u) —du:_/0+°° In(u) du— T

1+t2 too L+ (1/u)? u? 1+ u?

Par conséquent, | lim ¢(z) =1 =0.
T—00

/ = —_ =
W = e T Tru Vel +u) =
Ainsi, g est croissante et puisque g(0) = 0, elle est positive sur [0, +oco[. On a donc
Yu >0, In(l+u) < /u.

_ 2
Yz > 0, 1 1 (1-vu)

In(1 + xt) Vat Nz
Soit > 0. D’apres 1 ti écédent Vi>0 < < ==
oit z > apres la question précédente, on a Vt > 0, e ‘ ST

NG

$3/2
[0, +oo[ et t —

Or, t — est intégrable sur [1,4+o00[ (Riemann) done, par comparaison, t —

In(1 + xt)
1+t

VT st intégrabl
est 1ntegraple sur
14 ¢2 &

également. Par conséquent,

(a) ’ f est définie sur [0, 4o0]. ‘

In(1 t
On pose pour tout (x,t) € [0, +o0[X[0, +o0], h(x,t) = n(lj_;)

e Pour tout ¢t > 0, application x — h(z,t) est continue sur [0, +o00|

e Pour tout x > 0, Papplication t — h(z,t) est continue par morceaux sur [0,+oo[ et on a vu qu’elle est
intégrable sur [0, +ool.

e Hypothese de domination restreinte : Soit A > 0. Pour tout (z,t) € [0, A] x [0, +o0], on a

~ In(1+2t) _ In(1+ At)

= < = .

Et ¢4 est continue par morceaux et intégrable sur [0, +o0].

Conclusion :
Par le théoreme de continuité sous le signe intégrale, f est continue sur tout [0, A] C [0, +o0o[ et donc :

’ [ est continue sur [0, +oo. ‘

On reprend la fonction A définie précédemment. Elle admet une dérivée partielle par rapport a la variable x

donnée par :
V(z,1) €0, +oo[x[0, 400,  (at) = t
) €0 R A (e (EE D)

On a les assertions suivantes.

oh
e Pour tout ¢t > 0, I'application z — 8—(w, t) est continue sur |0, +00]
T



oh
e Pour tout z > 0, les applications x — h(x,t) et z — O—(x,t) sont continues par morceaux sur [0, +00]
x

et on a vu que la premiére est intégrable sur [0, +oco[. On a de plus :

Oh 1 xt 1
—(z,t)| = <
Oz z(14+2)1+at = z(1+1¢?)
Or £ —_ est intégrable sur [0, +o00] d ison, £ —s O (z 1) Test aussi
r ———— est intégrable sur oo[ done, par comparaison —(,t) Dest aussi.
33'(1 + t2) g ) , P p ) ax )

e Hypotheése de domination restreinte : Soit € > 0. Pour tout (x,t) € [e, +00[x[0, +o0] on a :

oh 1 t 1 1
\ i ()

t)| = < <
8x(x’ )‘ z(14+22)1+at — z(1+¢2) — e(1+1¢?)
et 1. est continue par morceaux et intégrable sur [0, 4o0].

Conclusion : Par le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, f est de classe C! sur tout [e, +00[C]0, +o00[

et donc | f est de classe C! sur ]0, 4-o0].

+00 +oo
En outre, la formule de Leibniz donne Vz > 0, f'(z) = / @(1:, t)dt = /
0 aat 0 (1 + xt

t
)(1+t2)d

(b) Le calcul donne facilement :

t 1 —x t+zx
Ve >0, Vt >0 — ‘
TR =D )1+t 1+x2<1+xt+1+t2>

1 et
(¢) On a donc pour tout = > 0, f'(z) = sz/o (1 _—::fz 1 —f:ct) dt.

Soit X > 0, on a les égalités suivantes.

X
t+x x )
/0 <1 T2 1 +mt> dt = [ In(1 4 ¢t°) + xArctan(t) — In(1 +xt)]

X

—_

[\)

0

1
= 3 In(1 + X?) 4+ zArctan(X) — In(1 + zX)

1 1+ X2 1 1 T
= —In|———= Arctan(X —In(— —
2 n<(1+:nX)2> FaArctan(X) = 3 n<$2> 5
On adonc| Vx>0, f'(z)= 1 (E - 111(:3))
’ 1422\ 2 '
. ) , In(z) a0
4. On a démontré que pour tout z > 0, ¢'(x) = et donc, il existe une constante C € R telle que

14 22

Vo >0, f(z) = gln(l + 2?) — p(z) + C.

On a démontré que lir% ©(x) = 0 et puisque f est continue en 0 (question 2.(c)), on a liH(l) f(z) = f(0) = 0. En
T T—

passant a la limite dans ’égalité précédente, on trouve C = 0 et donc

Vo > 0, f(z) = gln(l +22) — o(x).

s 9 T us 1
5. Onaf(z)zzln(l—&—:z: )—4,0(3:):5111(3:)—#1111 ﬁ—l—l — ().
Pui im (T (L 41 (z) ) =0 (L 1)) = (In(z)), et d
uisque lim | - In a:2+ —¢(x)) =0,0na o x2+ = O n(z)), et donc



f@) ~ ().

=400 2

6. La fonction f est continue sur [0, +o00], dérivable sur |0, +oo] et

1 T
!/
= —— (5 ~ (@) — +oc.
F@) =1 ( y @) Ao
Ainsi, d’aprés le théoreme de la limite de la dérivée, f n’est pas dérivable en 0 et son graphe admet une demi-
tangente verticale au point d’abscisse 0.

Exercice 3
a partir de Centrale MP maths 1 202

I- Egalité de la moyenne

Q 0. Soient a,b € R tels que a < b et soit f : [a,b] — R une fonction continue.

La fonction f est continue sur [a, b], donc par le théoreme fondamental de I'analyse, elle y admet des primitives. Soit F'
I'une d’elles.

La fonction F est dérivable sur [a, b] (a fortiori continue sur [a, b, dérivable sur |a, b[) donc par 1’égalité des accroissments
finis :

Je €la,b], F'(c)=

b b
Or F(b) — F(a) = [F(t)L - / F(t)dt et F'(c) = f(c) donc, on a bien démontré :

IT - Inégalité intégrale de Jensen

Q 1. On utilise le théoréme sur les sommes de Riemann. Puisque f est une fonction continue sur le segment [a, b], on a

1 b
b—a/af(t)dt:ngg—loonzf< )

De méme, puisque ¢ est continue sur J et puisque f est a valeurs dans J, ¢ o f est bien définie et continue sur [a,b],

d’ou :
1 b b—a
b—a/a o i) tznkﬁgnzw <+kn>

Puisque ¢ est convexe sur .J, on a pour tous réels (x)o<k<n—1 de J :

n—

1 n—1 1
¢ (n Zm) <= ().
k=0 k=0

S|

h—
En particulier, en posant Vk € [0,n — 1], z, = f (a +k a> :
n

(B LBl )1 )

b
Par la question Q 0, il existe ¢ €]a, b], tel que f(c) / f(t)dt et donc o = 5 / ft)dt = f(c) € J.

—a

6



Pour montrer que o € J, on pouvait aussi faire le raisonnement suivant.
L’image continue d’un segment est un segment. Comme f est continue sur [a, b], il existe ¢, d tels que f([a,b]) = [¢,d] C J.
Pour tout ¢ € [a,b], ¢ < f(t) < d et par positivité de 'intégrale,

c(b—a) < /bf(t)dt <d(b—a).

En divisant par b — a > 0, on obtient « € [¢,d] C J.

On reprend le raisonnement. Par continuité de ¢ en «, on peut passer a la limite lorsque n — 400 dans l'inégalité

précédente.
1 b a
SO(b—a/a f(@®) dt) ))

1 n—1 b
) > ¢ est continue en o n—l>r—ir-loo ¥ (n kzo f <a +

) _ b_la/abgpof(t) dt.
o (5 [rwa) <t [oorwa

(nkl.?wa(
< ngr—il-loonztpo <

Donc

IIT - Une égalité intégrale

Soit f: Ry — R, une fonction continue, strictement positive et intégrable sur R, .

Pour tout > 0, on pose
1 [* 1 1 [*
o) = [ e50) dt et (o) = o) = o [ s
0 0

x 2

Q 2. f est continue donc bornée sur le segment [0, 1].
Donc M >0, Vt € [0,1], 0 < f(t) < M. Pour x € [0,1] :

1 [* 1 [* M2 M 22 M
ogg(x):/tf(t)dtg/tht: L )
r Jo z Jo z 0 2 2

Par le théoreme des gendarmes, hH(l) g(z) =0.
T—

On pouvait aussi, puisque t — tf(t) est continue, utiliser le théoreme fondamental de I’analyse et reconnaitre un taux
d’accroissement (cf exercice de TD).

Q 3.

Q 3(a). ,

Soit ¢ € [0, +o0] fixé. Pour x assez grand, on a x > ¢ et donc ¢ € [0, z]. Et donc pour tout = > ¢, on a h(z,t) = —tf(t).
x

Et lorsque x — 400, on obtient bien :

Vt € [0,+o00[, lim h(z,t)=0.

T—+00

On aurait aussi pu remarquer, en distinguant les cas ¢t < x et t > x, que pour tout z €]0, +00],

1
B, 1] < ~Jtf0)

Et utiliser le théoreme d’encadrement.



Q 3(b). On applique le théoréme de convergence dominée & parametre continu.
(i) Pour tout = € R%, la fonction ¢ — h(x,t) est continue par morceaux sur R..
(ii) Par la question 3(a), pour tout ¢ € R4, zgr—ll-loo h(z,t) =¢(t) = 0.

La fonction ¢ : t — 0 est continue par morceaux sur R..

(iii) Hypothése de domination. Pour tout = € R* et pour tout ¢t € R*, on a :
. 1
sit <z alors |h(x,t)| = —[tf(t)] < |f(t)]
x

sit > x alors |h(z,t)] =0 < |f(t)]

Puisque f est positive, on en déduit I’hypothese de domination :

Ve eRL, VEERy, [0<|h(z,t)| < f(D)-|

La fonction f est positive, continue par morceaux et intégrable sur R .

+o0o +oo
Par le théoreme de convergence dominée : lim h(z,t) dt = / 0dt=0.
r—+00 [ 0

Donc| lim g(x)=0.

T—+00

Q 4. Soient 0 < a < b.

€T
Par hypothese, z — x f(z) est continue sur [0, +o00[ donc F' : x — / tf(t) dt est son unique primitive s’annulant en 0.
0

1
On effectue une intégration par parties, les fonctions F' et x + — étant de classe C' sur [a,b]. En remarquant que
x

1
g(z) = ;F(w), on obtient :

/ab f(z) dz = /abi X (zf(x)) dz = [;F(ﬂz)]b - /ab (—;) F(z) dr = {g(x)}z T /ab h(z) da.

b b
/ h(x) di = / f(x) dx — g(b) + g(a).

Ainsi

b
Puisque f est intégrable sur R*, 'intégrale partielle / f(x) dr admet une limite finie lorsque a — 0 et b — +oo.
a
D’apres la question Q2., lir% g(a) = 0.
a—
D’apres la question Q3., lim ¢(b) = 0.
b—+00

b
Donc l'intégrale partielle / h(z) dxr admet une limite finie lorsque a — 0 et b — +o0.
a

+00 +oo
Donc |l'intégrale / h(x) dx converge et
0

+o0
(x) do = /0 h(zx) dz.

Remarque : on aurait pu utiliser le théoreme du cours et faire directement l'intégration par parties dans l'intégrale
impropre.

0




