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Devoir surveillé 2 - Correction

Exercice 1
E3A PSI 2016 maths 1

a partir d’un corrigé de C. Devulder

1. Questions préliminaires.

(a)

: . . 1 . .

Soit & €] — 1,1[. Par croissance comparée, on a |[nz" '] = o — ]. Or la série de Riemann Z —

n—+oo0 \ n2 n?
converge, donc par comparaison (les termes sont positifs) :

Pour z €] — 1,1], la série Z nz" ! est (absolument) convergente.
neN*
Pour z €] — 1, 1], puisque = # 1, on a :
n n+1

On peut dériver cette égalité sur | — 1, 1].

kakl —(n+1)2"(1 —2) +1— 2"+
(1—x)? '

Puisque |z| < 1, on a lim 2" = 0 et aussi lim (n + 1)z™ = 0. Et donc, en passant & la limite quand
n——+o0o n—+00

n — 400, on obtient :

Vo €] —1,1], an —;

Pour z €] — 1, 1], on pose ¢, = d,, = 2™ et
chdnk—ka"k Zx (n+ 1)z

Les séries de terme géneral ¢, et d, convergent absolument, donc leur produit de Cauchy an également

et I'on a :
+oo 400 +0o0o 1 2
Sw=Y e xSd= (1)
n=0 n=0 n=0
+oo +oo
Or Z na" = Z(n + 1)z Z wy. On retrouve donc :
n=1 n=0 n=0
Vo €] —1,1], an -t
(1 —2)?




2. (a) La série proposée est géométrique de raison 1/2 €] — 1,1 et donc convergente. On en déduit aussi que

+oo “+oo 1 +w)1 1
Zak:Z2k—1: w11 %
k=1 k=1 n=0 2

(b) On a
yo_o( L 1Y _mn 1 I\
n =M1 Tgn ) Tan T 2"\ 2 '

1
On utilise les questions préliminaires avec x = 3 €] — 1,1[. On trouve que Z b, converge et que :
“+o00 “+00
1 1 4
D=5 npmg =5 =2
n=1 n=1

3. (a) C’estun (E1). La fonction f : x +—— étant décroissante sur [2, +oo[ , on peut effectuer une comparaion

1
zIn(x)
série-intégrale.

1 1 1

it k> 2 jer. P 1 < < .
Soit k > 2 un entier. Pour tout ¢ € [k, k + 1], on a Gt D+ 1) = () = kin(k)

Par positivité de 'intégrale, on obtient :

k+1 1 k+1 1 k+1 1
/ dt < / dt < / dt

k+1
O ! <l/‘ dt < 1
u encore : .
(k+1)In(k+1) = J, tln(t) — kln(k)
n
1
Pour n > 2 entier, on note S, = g . En ajoutant les encadrements précédents pour £ = 1 a n, on
P kn(k)

obtient :

1 n+1 1
- —— < dt < S,,.
Sntt 21n(2) —/2 tin(t)  — 5

n+1
En particulier, I'inégalité de droite donne {ln \ 1n(t)|] , = In(In(n + 1)) — In(In(2)) < S,.

1
Par minoration, lim S, = 400 et donc Z ﬁ diverge.
nln(n

n——+00
(b) na, = sin > 2. On a donc directement | lim na, = 0.
In(n) n—+00
_ (n+1)In(n+1) —nln(n) ,
(¢c) On a b, = it D)+ 1) On écrit que
(n+1)In(n+1) = (n+1)(In(n) +1In(1+1/n))

1 1
= (n+1)Inn)+ (n+1) <n+n—>0+oo (n>>
= nln(n) +In(n) + nHOJFOO(ln(n))

N 1
Ainsi, (n+1)In(n+ 1) — nln(n) et In(n) et donc b, ~ CEFCES Apt1-

Or d’apres la question 3(a), la série Z an est divergente (donc Z ap41 aussi).

Et comme il s’agit de séries a termes positifs, par comparaison, E b, est aussi une série divergente.

4. (a) Dans la somme définissant wu,,, il y a n termes. Par décroissance de la suite (ag)ren+, tous les termes sont plus

grands que ag,. On a donc | nag, < Uy,.



1. Pour ¢ € [1, 400, on pose ¢(t) =

(a)

(b) On a u, = Az, — A,. La série ) a, converge, on note A sa somme. Par définition, la suite des sommes

partielles (A, )n,en+ converge et a pour limite A. A fortiori, lirJrrl Agn = A. Et en passant a la limite dans

n—-+0o0o

Iégalité u, = Ao, — Ay, on en déduit que lim u, = A—A=0.
n—-+00

Enfin, par la question précédente on a 0 < nag, < u,. Et le théoreme d’encadrement donne :

lim nas, = 0.
n—-+o00

(c) Posons ¢, = na,. On a ca, = 2(nazy,) = 0 d’apres la question précédente.
n—-+0oo

De plus, par décroissance de la suite (ay)ken+, on a :

0 < Con+1 = (271 + 1)a2n+1 < (271 + 1)a2n = Con + ao2n+1-

Comme ) aj converge, kgrfoo ar, = 0. Le majorant ci-dessus est donc de limite nulle et, par théoréeme d’enca-
drement :
A emin =0
Puisque lim cop41 = lim cop =0,0naaussi:| lim ¢, = lim na, =0.
n—-+00 n—-+00 n—-+o00 n—-+o00

(d) On revient aux sommes partielles (puisque I'on est dans une situation théorique).

n n n n+1
B, = Y kax—Y kappr = » kay— Y (k—1)ay
k=1 k=1 k=1 k=2

= ai+ Z(kz —(k—=1)ar —nany1 = Ap— (n+ 1)ans1 + ant1
k=2

On sait que la série E a, converge, donc la suite des sommes partielles (A,,),en+ converge, et on a aussiaussi
lim a, =0.
n—+o0o

On vient aussi de montrer que liril nay, = 0. Les trois termes du membre de droite admettant une limite
n—-+0o

finie quand n — +00, (By)nen+ converge et donc

Z b, converge.

n>1

—+00 —+00
Un passage a la limite dans I'identité précédente donne Z an = Z by,
n=1 n=1

Exercice 2

sin(t%)

o
La fonction ¢ — t* est dérivable sur [1,+oo], sin l'est sur R, donc par composée puis quotient ¢ est dérivable
sur [1, +o0[ et par opérations, on a :

at® cos(t®) — sin(t® sin(t“ cos(t®
Vi e [1,400, ¢'(t) = (tl ) __ t(2 )—l—a tQ(—a)'

Par inégalité triangulaire, pour tout ¢ € [1, 400, on a :

a a\ o o o o . o N
/()] = |at® cos(t) — sin(t)| e lat® cos(t®)| + | sin(t®)| - 1+ at
¥ 2 2 5 7

car a > 0 et |sin(t)| < 1,|cos(t) < 1.



(c) La fonction ¢ est de classe C! sur [n,n + 1] et :

<1+at°‘:1 o 1 Qo

— 4 <

/
vt € [n7n+ 1]7 ‘90 (t)| = ) +2 2—a — p2 + n2—a’

Et donc, par I'inégalité des accroissements finis, pour tous a,b € [n,n + 1], ona :

@) = o0 < (5 + =5 ) 10—l

n2

En particulier, avec a = n et b=t € [n,n + 1], on obtient :

n2

veelmn 1) Jolt) — el < (5 + = ) -l

n+1
2. Pour n € N*, on pose u, = / (t)dt.

n
n+1
On a donc uy, — ap = up — p(n) = / (p(t) — @(n))dt. Par inégalité triangulaire, puis par positivité de l'intégrale

n
avec la majoration précédente valable sur U'intervalle d’intégration [n,n + 1], on obtient :

n+1 n+1 1 a 1 a
w—anl < [ O -pes [T () eonars e

<1

3. C’est un (E1) du moins une partie.

sin(t)
t

La fonction t —

est continue sur [1, 4o00].

1
On pose u(t) = n et v(t) = — cos(t).

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [1, +oo[ et comme v est bornée, . liin u(t)v(t) = 0.
—+00

Par intégration par parties dans une intégrale impropre, on a donc 1’équivalence :

400 s 400
sin(? —cos(t

/ t()dt converge < / 152(>dt converge .
1 1

— cos(t)
+2

— cos(t)

ot

1 400 400
< —. Et par Riemann — converge , donc par comparaison
2 p ) ge , p p )
1 1

Or, pourtoutt > 1,on a ‘ 2

converge (absolument). Finalement,

+00 o3
sin(?
L’intégrale / t( )dt converge.
1

sin(t)

+oo
4. On veut poser dans l'intégrale / dt, t =z = ¢(x).
1

La fonction ¢ est de classe C! et strictement croissante (car a > 0) sur [1, 4+o00[ et o([1, +o00[) = [1, +o0].
Par changement de variable dans une intégrale impropre convergente, on obtient que l'intégrale suivante converge :

/+°° Sin(xa)cp'(x)d:r _ /+°° sin(a:a)axa_ldx _ a/+oo sin(mo‘)dx.
1 1 1

x® ¢ X

On a aussi 1’égalité (mais ¢a n’est pas demandé) :

/+°° sin(t) it /+°° sin(:no‘)d
=« ——dz.
1 1

t T

5. Par définition d’intégrale convergente, on a lim
r—+oo [q

v sin(ta)dt _ /+°° sin(to‘)dt
; .
1



n

n k+1 n+1 +“)Shﬂta)
Et donc Zuk = Z/k e(t)dt = /1 p(t)dt — /1 Tdt.

n—-+00
k=1 k=1

Par définition de série convergente, on a donc g Uy, converge.
neN*

1 Q
6. Par la question 2, on a [up, — an| < — +
n

n27a’
. .. . 1 « )
Or puisque 2 > 1 et 2 — a > 1, les séries de Riemann E — et E ——a convergent, et leur somme aussi.
n ne—<

Par les théoremes de comparaison, on obtient :

Z (upn, — ay) converge absolument.

neN*

7. Puisque la convergence absolue entraine la convergence, la série E (un — ay) converge, comme E Uy, converge,

neN* neN*
leur différence aussi et finalement :

La série E an converge.
neN*

8. On suppose que la série Z lan| est convergente.

neN*
(a) Pour tout n € N*, |sin(n®)| < 1 et donc sin?(n®) < |sin(n®)|. On a donc :

sin?(n®)

0< < |ap].

Or par hypothese, la série g lan,| est convergente, donc par comparaison :
neN*

. sin?(n®)
La série g —— est convergente.

cos(2x)
x

(b) C’est le méme raisonnement que pour la question 3. La fonction z — est continue sur [1, 4o00].

On pose u(x) = % et v(x) = %sin(%’).

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [1, +oco[ et comme v est bornée, lir}ra u(z)v(z) = 0.
T—>+00

Par intégration par parties dans une intégrale impropre, on a donc 1’équivalence :

T cos(2z) +°° 1 sin(2z)
————=dx converge <— = 5—dt converge .
1 X 1 2 X

sin(2z)
22

cos(2x)

Or, pour tout x > 1, on a dz converge (absolument).

1 Hoo
< —. Et comme précédemment, /
T 1

22
Finalement,

400 2
L’intégrale / Mdm converge.
1 X

cos(2n®
(¢) On admet alors, en procédant comme précédemment, que la série Z y est convergente.

n
neN*
On a cos(260) = 1 — 2sin?(#) et donc :



Z Cos(sna) _ Z %_2 Z sinisno‘)

neN* neN* neN*
——
converge diverge converge

Contradiction!

Et donc 'hypothese faite en début de question est fausse : Z an n’est pas absolument convergente.

Exercice 3

On pose ¢(z) = /U T et f(a) = /0 (1 +at)

1.

(a)

1+ t2 14 ¢2

In(t)

1+¢2

est continue sur |0, z] donc I'intégrale ¢(x) est impropre en 0.

In(t)

1+1¢2

Soit > 0. L’application t —
In(t)

1+¢2
par conséquent,

lest aussi. Et

Or, on a

o |In(t)| et In est intégrable sur ]0,1] donc, par comparaison, ¢ —
N

‘ ¢ est définie sur 0, +-o0|. ‘

U n(t) “ In(t)  In(t)
P = | 132 =vU '
our tout > 0, on a () /0 1+t2dt+/1 1—|—t2dt o )"1'/1 l—i—tht
In(t) In(t)

14 ¢2 1+ t2

x
Or, t — est continue sur ]0, +o00[ donc x — / dt en est la primitive qui s’annule en 1. Et
1

donc :

1
¢ est de classe C! sur |0, +oo[ et Vo > 0, ¢/(x) = 1%?2,

LIn(t) " /1 In(t) .

1
In(t
Pour tout z > 0, on a p(z) = / 5 dt — 5dt. Or, par définition de la convergence de / ( )2
o 1+t . 1+t o 1+t

L n(t) dt—/l In(t)
0

e dt ou encore :

li =
one lig |5

lim p(z) = 0.

xz—0

On prolonge ¢ par continuité en 0 en posant ¢(0) = 0.

In(t)
1+1¢2

+o0
Il s’agit de vérifier que l'intégrale / dt est convergente. C’est un (E1).
0

Le probleme en 0 a déja été étudié.

In(t 1 1
En +o00: 1135 t)? = t—0>0 (153/2> et t — B2 est intégrable sur [1,4+o00[ (Riemann) donc, par comparaison,
In(t) _
t— I’est aussi.
1+ ¢2
T . ¢ In(t)
Par définition de cette convergence, on a lim ¢(z) =1 = 5 dt.
T—r+00 0 1+1¢

Montrons que I est nulle. On effectue le changement de variable ¢ = ¢(u) = —. L’application ¢ est de classe
U

C! et strictement monotone sur ]0, +-oc[, on a donc :

oo In(t O In(1 —d oo ]
o [ [ 0 )
o 1+t oo L+ (1/u)? u o l4+u

Par conséquent, | lim ¢(x) =1 =0.
T—r 00




oy 1 1 (=3
9(“)_2\/a_1+u_ﬁ(1+u)20

Ainsi, g est croissante et puisque ¢g(0) = 0, elle est positive sur [0, +oo[. On a donc
Vu >0, In(l4+u) < u.

Vo > 0,

. > 0. D’apres 1 . L > v
Soit x >0 apres la question précédente, on a Vi > 0, 1522 S1ie2Spe

In(1+ xt)’ o Vet VT
Or, t — —— est intégrable sur [1,4o00[ (Riemann) donc, par comparaison, t —

$3/2
In(1 + xt)
[0, +OO[ et t — W

xt . L
—— est intégrable sur
1+ 2

également. Par conséquent,

(a) ’ f est définie sur [0, 4o0]. ‘

In(1 t
On pose pour tout (x,t) € [0, +o0[X[0, +o0], h(x,t) = n(lj_tf)

e Pour tout ¢ > 0, I'application = —— h(x,t) est continue sur [0, +o00[

e Pour tout > 0, Papplication t — h(z,t) est continue par morceaux sur [0,+oo[ et on a vu qu’elle est
intégrable sur [0, 4o00].

e Hypothese de domination restreinte : Soit A > 0. Pour tout (z,t) € [0, A] x [0, +o0], on a

In(1+2t)  In(1+ At)
= <

= ¢A(t).

Et ¢4 est continue par morceaux et intégrable sur [0, +o0].

Conclusion :
Par le théoréme de continuité sous le signe intégrale, f est continue sur tout [0, A] C [0, +oo[ et donc :

’ [ est continue sur [0, +oo. ‘

On reprend la fonction h définie précédemment. Elle admet une dérivée partielle par rapport a la variable x

donnée par :
t

V(x,t) G]O,+OO[X[O7 +Oo[a %(mﬂf) = (1 —l—a:t)(l —l—t2).

On a les assertions suivantes.

oh
e Pour tout ¢ > 0, I'application z — a—(:v, t) est continue sur ]0, 4+o00[
x

oh
e Pour tout = > 0, les applications x — h(z,t) et x — a—(az,t) sont continues par morceaux sur [0, +00]
x

et on a vu que la premiére est intégrable sur [0, +oo[. On a de plus :

8h( 0 1 xt < 1
—(x —
oz’ z(1+2)1+at = z(1+1¢3)
Or t—> ! est intégrable sur [0, +oo[ donc, par comparaison, ¢t — ah( t) lest aussi
r ————— est intégrable sur oo[ don I comparaison —(x ussi.
ZL'(l + t2) g ) , P p 9 ax )

e Hypothese de domination restreinte : Soit € > 0. Pour tout (x,t) € [g,4+00[x[0,400] on a :

Oh 1 xt 1 1
‘ a. = 1/}8 (t)

ax(x’t)‘ e+ )1+t = z(1+2) — (1 + )

et 1. est continue par morceaux et intégrable sur [0, +oo].



Conclusion : Par le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, f est de classe C! sur tout [e, +00[C]0, +o00[

et donc | f est de classe C! sur ]0, 4-o0].

+0o0o +0o0
En outre, la formule de Leibniz donne Vz > 0, f'(z) = / @(:1:, t)dt = / ! v dt.
0o Oz o (I+at)(1+1?)

(b) Le calcul donne facilement :

t 1 —x t+x
Vo >0, ¥t >0 _ .
=D TS AT+ ar) 1+m2<1+mt+1+t2>

1 et
(c) On a donc pour tout z > 0, f/(x) = HQZQ/O (1 1252 — 71 fxt) dt.

Soit X > 0, on a les égalités suivantes.

X t+x € 1 )
/0 <1+t2_1+xt>dt = [2ln(1+t)+xArctan(t)—1n(1+xt)]

X

0

1
=3 In(1 + X?) + zArctan(X) — In(1 + zX)

1 1+ X2 1 1 T
=3 In <(1+3:X)2> + zArctan(X) ono 3 In <> +—

On adonc| Vx>0, f'(z)= ! (E - 1n(x)> :

x
4. On a démontré que pour tout = > 0, ¢/(z) = T et donc, il existe une constante C € R telle que
x

Vr>0, f(z)= %111(1 +22) — p(z) + C.

On a démontré que lir% @(x) = 0 et puisque f est continue en 0 (question 2.(c)), on a lin%) f(z) = f(0) = 0. En
z— T—

passant a la limite dans 1’égalité précédente, on trouve C' = 0 et donc

Vo > 0, f(z) = gln(l +22) — o(x).

T 9 m 0 1
.Onaf(x)zzln(l—#—x)—cp(x)ziln(x)—l-zln P—i—l — ().
Pui im (T (L 1 =0 (% +1)) = 1 td
uisque lim { - ln{—5 +1)—¢(x)] =0,0na A O + = x—>0+oo( n(z)), et donc
T
f) < Tm()
. La fonction f est continue sur [0, +oo[, dérivable sur |0, +o0[ et
1 T
, = —_— —_—
f@) =1 (5 ~ (@) o+

Ainsi, d’apres le théoreme de la limite de la dérivée, f n’est pas dérivable en 0 et son graphe admet une demi-
tangente verticale au point d’abscisse 0.



