PSI 2024-2025
Lycée Chatelet

Devoir surveillé 2

le mercredi 02 Octobre (14h-18h)

Les calculatrices, les téléphones portables et objets connectés (montres...) ne sont pas autorisés.

Vérification du travail personnel

Les question suivantes sont indépendantes.

w/2
1. Calculer / sin?(t)dL.
0

/2
2. Démontrer que pour tout n € N, [, = / sin”(t)dt est strictement positif.
0

1

3. A l'aide d’une comparaison série-intégrale, déterminer la nature de Z ———
nln®(n)

_1)n
4. Déterminer la nature de Zln (1 + (l () )> .
nln(n

Exercice 1

Si (an)nen+ est une suite de réels, pour tout n € N*, on pose

n
b =n(an — ant1), An = Zak et B, = Zbk
k=1 k=1

1. Questions préliminaires.

(a) Démontrer que pour = €] — 1, 1], la série Z na™"! est convergente. On note S(x) sa somme.
neN*

n
(b) Pour z €] — 1, 1], on pose sp(z) = Zxk Que vaut s, (z)?
k=0
1

+oo
En dérivant les deux expressions de s,(z), démontrer que : Vz €] — 1,1[, S(x) = Z nz" 1 = A=
-z
n=1

(c) Retrouver ce résultat, en effectuant le produit de Cauchy de Z z" par elle-méme pour x €] — 1,1[.
neN

2. On prend dans cette question, pour tout n > 1, a,, = ——

=

(a) Vérifier que ) a, converge et calculer sa somme.

n>1
(b) Montrer que la série > b, converge et calculer sa somme.
n>1
) 1
3. On prend dans cette question, a, = —, n > 2 et a; = 0.
nln(n)
(a) Déterminer la nature de la série > a, ?
n>1

(b) Calculer lim nay,.
n—+00

(c) Démontrer que ((n +1)In(n+1) — nln(n)) ~ In(n). En déduire la nature de la série Y by,.

n—-+00 n>1



4. On suppose dans cette question que la série > a, converge et que la suite (a,)nen+ est une suite décroissante

n>1
de réels positifs.
2n
(a) Pour tout entier naturel n non nul, on note u, = Y a,. Montrer que Vn € N*, nag, < u,.
p=n+1
(b) En déduire que lim nag, = 0.
n—-+00
(c) Démontrer alors que lim na, = 0.
n—-+00
n n
(d) Démontrer que pour tout n € N*, >~ by = > ar — (n+ 1)ant1 + ant1
k=1 k=1
“+o00 400
(e) En déduire que la série ) b, converge et que > an = Y b,?
n>1 n=1 n=1

Exercice 2
sin(n®)

Dans tout cet exercice, « est un élément de ]0, 1[. On se propose d’étudier la série g Qp, AVEC Gn =
neN*

n
sin(t%)

1. Pour t € [1,+00[, on pose p(t) =

(a) Justifier que ¢ est dérivable sur [1, +o0[ et déterminer ¢'.
1+ at®
(b) Montrer que : Vt € [1,+o00[, |¢'(t)] < —
(¢) En déduire que pour tout n € N*, on a :
1 o
vte [n,n+1], [p(t)—en)| < 2 + o |t —nl.

n+1
2. Pour n € N*, on pose u, = / ©(t)dt.

n
1 «
Prouver que pour tout n € N*, on a |u, — a,| < — +

n2 n2—a’
sin(t)

“+o0o
3. Démontrer que l'intégrale / dt converge.
1

sin(t%)

+o00o
4. A laide d’un changement de variable, démontrer que / dt converge.
1

5. En déduire que la série E Uy converge.
neN*
6. Prouver que la série de terme général u,, — a, est absolument convergente.
7. Déduire des questions précédentes que la série E an converge.
neN*

8. On suppose que la série E |a,| est convergente.

neN*

fn2 (0
P , . sin“(n
(a) En déduire que la série E sin’(n®) est convergente.
n
neN*
Indication : on pourra utiliser une comparaison.
(2z)

+o00
cos
(b) Démontrer que 'intégrale / —_—
1 i

dx converge.

. cos(2n®
(¢) On admet alors, en procédant comme précédemment, que la série Z y est convergente.
n

neN*
Que peut-on en conclure sur la série g an !

Indication : on pourra utiliser une formule de trigonométrie exprimant cos(20) en fonction de sin(f).



Exercice 3

(" In(¢) [t In(1 + at)
On pose gp(m)—/o 1+t2dt et f(ac)—/o e dt.

1. (
(

a) Montrer que ¢ est bien définie sur |0, +-o0].

b) Montrer que ¢ est de classe C* sur ]0, +o0].

(c) Démontrer que Iin%) @(x) = 0 et prolonger ¢ par continuité en 0.
T—r

)
)
)
(d) Etablir enfin que ¢ admet une limite en +o0o que l'on calculera.
2. (a) Démontrer que pour u > 0, on a I'inégalité In(1 + u) < \/u.

(b) En déduire que f est bien définie sur [0, 4o0].
(c) Démontrer que f est continue sur [0, +00].

On pourra restreindre I’hypothese de domination & des intervalles [0, A].

3. (a) Montrer que f est de classe C! sur |0, +oo|.
On pourra restreindre I'hypothese de domination & des intervalles [, +o00].
t

—x t+x
A+ +an ~ @ <1+mt+ 1+t2>'

(b) Pour tout x > 0, déterminer a(x) tel que V¢t > 0,

(¢) En déduire lexpression de f’(x) pour z > 0.

4. Exprimer f a l'aide de ¢.

5. En déduire un équivalent de f(z) quand x tend vers +oc.

6. La fonction f est-elle dérivable en 07 Quelle est la tangente au graphe de f en 07



