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Devoir non surveillé 7 - Correction

[ Remarques générales ]

e Le mot voisinage ne prend qu'un n...

L’inté 1/2 dat
® mtegrale
° Vi1

Il faut s’y ramener avec une comparaison.

o : . , 2 dt
est une intégrale de Riemann translatée (convergente) mais pas TE
. _

1
e [’étude de la nature de / In*(z)dx a conduit & de nombreuses confusions. Il suffisait de comparer en 0 & —.
0

Vv
e Savoir reconnaitre des < primitive a vue », c’est-a-dire du type / u'(2)F'(u(x))dx que Pon peut calculer

directement, sans changement de variable.
x /

¢ est du type
B u
14 e2 M 1+ u?

e La définition de < f est une fonction croissante sur I » n’est pas : Ve € I, f(z+1) = f(z)...
Confusion avec les suites...

Par exemple : que l'on integre en Arctan(u) + C.

e De méme, cela n’a aucun sens de faire une récurrence sur x quand x est la variable réelle.

e Le raisonnement pour montrer qu’une intégrale est strictement positive n’est toujours pas acquis par certains.

La positivité de l'intégrale ne donne que des inégalités larges a priori.

e Les hypotheses de changement de variables sont tres souvent fausses ou incompletes. Il faut revoir le cours et
bien faire attention aux bornes.

Les hypotheses de 'intégration par parties dans une intégrale impropre sont aussi souvent incompletes (lim u(t)v(t)...)
e Ne pas écrire des comparaisons du type : a(x) < b(z) ~ ¢(x) ou a(z) ~ b(z) < ¢(x) car il n’y a pas de
transitivité.

Il faut séparer. Par exemple : a(z) < b(x) et b(x) ~ c(z).

En revanche, on peut écrire : a(x) ~ b(z) = o(c(x)).

e Si f est une fonction définie sur R™, on n’a pas forcément f(n) ~ f(n+1), méme si f est décroissante, positive,
continue...

Prendre par exemple f(z) =e 7.

E(z) (& démontrer avec un encadrement). Mais cela n’implique pas f(z) ~ f(E(x)).

e De méme, on a bien x
T—-+00

Prendre par exemple f(x) = sin(rz).

e Certaines questions de I'exercice 3 avaient été vues en classe ((E1) ou (E2)). C’est dommage de ne pas les
refaire en DNS...



Exercice 1

“+oo ef:r
e Nature de / dz.
0o VT

—T
f/i est continue sur |0, +oo.

< [ En0:|Ona

La fonction z ——

e * 1
\/E z—0 \/5

Or z —— ——= est intégrable sur
NG g

0,1] (Riemann) donc, par comparaison, x — ¢ Iest aussi.
\/_
x

e—w

NG

<+ [Eno0:]Ona

1
0 - (CI"OISS&I]CGS Comparees) .
T—r-+00 {)j'2

Or z = — est intégrable sur [1, +-00[ (Riemann) donc, par comparaison, z —
T

—T

e , i
—— l’est aussi.
NZ

+o0 e
On a donc démontré que | l'intégrale /
0

dx est convergente.
NG §
“+oo
e Nature de / z *dzx.
1

La fonction z —— x™*

= e~7In(®) est continue sur ]0, +-ocl.

— On a lin% e~@) — 0 — 1 donc x — 27 est intégrable sur |0, 1] (prolongeable par continuité
T—
en 0).

— On a z227% = e~zn@)+2In@@) __y () ot donc 7% =

1
o — .
r—+00 z—4oo \ 12

Or 7+ — est intégrable sur [1, +-00[ (Riemann) donc, par comparaison, r +—— =% I'est aussi.
x

On a donc démontré que

+o0o
I'intégrale / x¥dx est convergente.
0

+oo /zsin(35)
e Nature de / —
o In(1+x)

in(L
La fonction z — vsinz) est continue sur ]0, +-00/.

In(1+ x)
VT sin(-5) NG 1
— | EnO: |O = < ~ —.
ne In(1+2) | ~ In(1+x) -0 /x
1

Or x —> ﬁ est intégrable sur

dzx.

AN

10, 1] (Riemann) donc, par comparaison, x

NG B 1 — 1
ztoo 22 In(1+2)  232In(1+13) 2t \23/2 )"

o
x sin
est intégrable sur [1, 400 (Riemann) donc, par comparaison, x — Vsin()

m l’est aussi.

Jasin(2)

(1 + ) I’est aussi.

(L
— [En oo -] Ona [V

In(1+ x)

1
OI‘J?!—}W

T

/ , . /@ sin(g)
On a donc démontré que | l'intégrale / —— ~dx est convergente.
o In(l+x)




+0o0 1
e Nature de / In(z)In (1 + —) d.
0

72
La fonction 2 — In(z) In <1 + —2) est continue sur |0, +oo.

T
— [ En0:|Ona
2 +1
In(x) ln( p )’

In(z) In (1 + %) ‘ —

= ‘m(g;) <1n(1 +2?%) — 2ln(w)>

1
{L‘:O 2|1n2(x)‘ - ng (ﬁ)

1 1
Or z — NG est intégrable sur ]0, 1] (Riemann) donc, par comparaison, z +—— In(x)In (1 + —2) est
x x

aussi.

1
o On a |In(z) In (1 n _2)
Xz

1 1
Or z —> —373 ost intégrable sur [1, +o00[ (Riemann) donc, par comparaison, z — In(z) In (1 + —2) est
x x

In(x) 1 : .
~ = (0] — = (CI"OISS&HCGS comparees) .
Tr—+00 3}2 Tr——+00 ;L'3/2

aussi.

+o0 1
On a donc démontré que | l'intégrale / In(x)In <1 + —2) dx est convergente.
0 x

Exercice 2
E3A PSI 2015 épreuve 1 (extrait)

d’apres un corrigé de M. Devulder.

1. Soit x € R. L’application f, : ¢+ est continue sur |1,4o00[. On a des problemes d’intégrabilité

1
V18

aux voisinages de 1 et de +o0.

e Au voisinage de +o00, f.(t) et il y a intégrabilité si et seulement si > 0 (Riemann).

~Y
t—+oo totl

e Au voisinage de 17, f,(t) est intégrable (Riemann translatée).

1
=12/t — 1
La fonction f, étant positive, l'existence de l'intégrable équivaut a I'intégrabilité de f, sur |1, +oo[ et donc

1
2. L’application x —— pr— est continue sur R et équivalente en +oo & e~ et donc intégrable au voisinage
er + e~
de +oo. L’intégrale proposée existe donc. On a

+00 d +o0 T +o0
/ T / ‘ dr = [Arctan(em)} =z =c
g €etT+eT o e +1 0 2 4 4

3. L’application u — ch(u) est de classe C' sur R™ et sa dérivée ne s’annule pas. Il est donc licite de poser
t = ch(u) dans l'intégrale qui définit f(1). On obtient

oo sh(u) o 2du s
f(1) = du = — =5
/0 ch(u)y/ch®(u) — 1 /0 cite 2

3




. Le méme changement de variable donne

= [ [l -

On a utilisé ch(u) ~ e*/2 ~ sh(u) au voisinage de +oc.
. f(x) est l'intégrale d’une fonction positive entre deux bornes < dans le bon sens ». Ainsi, par positivité de
I'intégrale :

Ve >0, f(x) >0.

Comme la fonction intégrée est continue, positive et non nulle, on peut méme dire que
Vx>0, f(x) >0

. Siz <y alors pour tout t > 1 on a f,(t) > f,(t) (avec les notations utilisées en 1). On en déduit en intégrant
que f(x) > f(y). Ceci montre que :

‘ f est croissante sur I. ‘

Comme ci-dessus, on pourrait méme montrer une stricte monotonie.
. 11 s’agit d’utiliser le théoréeme de régularité des intégrales a parametres (ou de dérivation sous le signe
intégrale).
o Vz eI, t— f,(t) est intégrable sur |1, 400
In(t)
tr/12 — 1

est continue par morceaux sur |1, +00].

o Vi >1, x+— f.(t) est de classe C! sur I de dérivée z > —

In(t)
trt? — 1

e Hypothése de domination restreinte : Pour tout [a,b] C I, on a

e Vrel t— —

~ In(®) < In(t)
e/ — 1| T tei2 =1

Vo € [a,b], Vt > 1, ’

Le majorant est continu sur |1, +o0[, équivalent au voisinage de 17 &

In(t)
ta+1 ti+a/2
(croissances comparées puissance-logarithme). Comme 1+a/2 > 0, il y a aussi intégrabilité du majorant
au voisinage de 400 et donc sur R.

t —
et donc prolongeable par

V2 P g p

continuité en 1 (valeur 0), équivalent a au voisinage de +oo et donc négligeable devant

o n(t
Le théoréme s’applique et indique que f € C*(I) avec | Vz > 0, f'(z) = —/ . n(t) dt.
1 X

Vit —1

La fonction intégrée ci-dessus est positive et on a donc f'(x) < 0, on retrouve la décroissance de f sur I.

t
. ® t —» ——— est continue sur |1, 400 et ¢ > v/t — 1 en est une primitive.

Vit —1

1 . oy (z+1)
ol pras est de classe C' sur |1, +00[ de dérivée t — — s,
12 —
ot T est de limite nulle en 1 et en +o0o0.

On peut donc intégrer par parties pour obtenir

—+00 t2_1
1
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t2
En écrivant que vt2 —1 = T U] et comme toutes les intégrales existent, on a alors

Ve >0, f(z) = (z+1) (f(z) - f(z+2))

T
z+1

On en déduit que | f(z+2) = f(x).

9. Montrons par récurrence que
4 ((p - DY?
(2p — 1)!

- Initialisation : le résultat est vrai pour p = 1 car f(2) = 1.

Vp e N, f(2p) =

- Hérédité : soit p > 2 tel que le résultat soit vrai jusqu’au rang p — 1. On connait alors f(2p — 2)
et la question précédente donne f(2p) en fonction de f(2(p — 1)). On obtient le résultat au rang p en
combinant les résultats.

10. Soit z > 0. On a
Ol +1) = (o +f @+ D@ +2) = (¢ + 1 f (e +1)—7(x) = 4(a)

11. ¢ est continue sur R™, comme f. On a donc, avec la question précédente,

lim ¢(x) = lim oz + 1) = 6(1) = F(1)£(2) = (1)

z—0t z—0+

Or, ¢(x) ~ zf(x)f(1) et donc xf(z) — 1 quand x — 0T et ainsi | f(z) ~ %

z—0t z—0t

12. Pour tout n € N*, ¢(n) = ¢(1) = g (périodocité de ¢). Ceci s'écrit
neN, f(m)fn+1) =

D’apres la décroissance et positivité de f,
vneN,  f(n+1)* < f(n)f(n+1) < f(n)?

On en déduit que T T
Vn>2 —<fn?<——

-7 2n_f( ) ~2(n-—1)
Majorant et minorant étant tous deux équivalent & 7/2n au voisinage de +o00, il en est de méme de f(n)?.
Et comme on peut élever un équivalent a une puissance constante, par le théoreme d’encadrement, on a
finalement

fn) ~_ o
neN*

13. Toujours par décroissance de f, en notant E(x) la partie entiere de z, on a
Ve >1, f(E(@) < f(x) < f(E(x)+1).

Comme E(z) et E(x) 4+ 1 équivalent tout deux & x au voisinage de +oo (ils différent de = de moins de 1
qui est négligeable devant x) la question précédente donne que le majorant et le minorant sont tous deux

Lo N ™
équivalents a o et donc, par encadrement,
\ 2z




14. On a la décroissance de f. La courbe aux voisinage de 0 et de +0co est proche de celle des fonctions
équivalentes trouvées.

15. Avec ce qui précede, ¢ tend vers w/2 quand x — 4o00. Or, pour tout = on a
Vn e N, ¢(x) = ¢(x +n)

En faisant tendre n vers +oo, on en déduit que

Ve >0, ¢(x) = g

Exercice 3
Polynomes de Lagrange

Soit (aq,...,a,) € R™ un n—uplet de réels que ’on suppose tous distincts deux-a-deux.
Pour i € {1,...,n}, on pose :
X —a;
; a; — Clj
J=1
J#1
X —a X —a
1. (a) Par définition, on a Li(X) = 2 et Lo(X) = L Comme a; = 0 et as = 1, on obtient :
a1 — Qo a2 — a1

LX) =1— X ot Ly(X) = X.
(b) Montrons que (L, Ly) est libre. Soit (Ay, A2) € R%

)\1L1+/\2L2 <~ )\1(1—X)+>\2X:O
— Mt e—A)X =0
— A=A XN=0 <= MN=X=0

Ainsi, la famille (L, Ly) est libre. Comme elle est de cardinal 2 = dim(R;[X]), on a bien
(L1, Ly) est une base de R{[X].
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(¢) Soit F = {P € R[X], P(0) = P(1) = 0}. Il est clair que F' est un sous-ensemble de R[X] et qu’il est
non vide (il contient le polynoéme nul). Montrons qu'il est stable par combinaisons linéaires.

Soient (P, Q) € F et (A, ) € R?. On a donc P(0) = P(1) = Q(0) = Q(1) = 0.

(AP + Q) (0) = AP(0) + uQ(0) = 0
(AP + pQ)(1) = AP(1) + uQ(1) = 0

Ainsi, (AP + puQ) appartient a F.

On a bien démontré que | F' est un sous-espace vectoriel de R[X].
(d) Soit P € R[X].

Analyse : Supposons que P s’écrive P = A+ B avec A(X) =aX +beRy[X] et Be F.

On a donc B(0) = P(0) — A(0) = P(0) —b=0et B(1) = P(1) — A(1) = P(1) — (a+b) =0.

Par conséquent, b = P(0) et a = P(1) — P(0). Ainsi,

A= (P(1) = P(0)X + P(0),
() { B=P-A

Ainsi, si A et B existent, ils sont uniquement déterminés par (x).

Syntheése : Vérifions que A et B conviennent : on a clairement A € Ry[X] et P = A+ B.

Et pour finir : B(0) = P(0) —A(0) =0et B(1) = P(1)—A(1) = P(1) — (P(1) — P(0)) — P(0) = 0. Donc
B e F.

Conclusion : On a démontré :

VP eR[X], FAeRX], IIBE€F, P=A+B.

C’est la définition de | R[X] = R,[X] & F.
. On revient désormais au cas général. Calculons L;(a;).

- Si j # 1, alors le facteur (X — a;) apparait dans 'écriture de L; et donc a; est racine de L; : L;(a;) = 0.

ai—aj

- Sij =i, alors Li(a;) = H =1.

=G Ay
vy

.S
EANTE

Ainsi| Pour tout (¢,j) € {1,...,n}, Li(a;) = 6;; ou §;; désigne le symbole de Kronecker.
. Tout d’abord, il est évident que L;(X) € R,,_1[X].

Soit (A1,...,A,) € R™ On suppose que Z)\iLi(X) =0.
i=1
Soit j € {1,...,n}. On spécialise X = q;.

On obtient 0 = Z AiLi(a;) = Z Aid;; = A; = 0. Ainsi, | La famille (Ly, ..., L,) de R,,_1[X] est libre.
i=1 i=1
. D’autre part, cette famille est de cardinal n = dim(R,,_;[X]) donc

(Li,...,Ly) est une base de R,,_1[X].

. Soit P € R,,_1[X]. On sait que (L1, ..., L,) est une base de R,,_1[X]. Par conséquent, P se décompose dans
cette base :

(A1, A) ERY, O P(X) =) NLi(X).
=1



Soit j € {1,...,n}. On spécialise X = a;. On obtient P(a;) = Z AiLi(a;) = A;.

i=1

On a donc démontré : | Pour tout P € R,,_1[X], on a P(X) = Z P(a;)Li(X).

6. Avec P(X) =1, on obtient ZL,-(X) = 1. Puis, avec P(X) = X, on trouve ZaiLi(X) = X.
i=1 =1
7. Soit p: P € R[X] —> (P(al),P(ag), . .,P(an)> c R™.
Montrons que ¢ est une application linéaire.
Soient (P, Q) € R[X] et (A, ) € R% On a les égalités suivantes.

PP +uQ) = ((AP+pQ)(@),..., (AP + Q) an) )

- A(P(al),...,P(an))+u<Q(a1),...,Q(an)) = Ap(P) + pup(Q)

On a démontré que ¢ est une application linéaire. ‘
8. On désigne par ¢, la restriction de ¢ a R,,_1[X].
Montrons que ¢, : P € R, 1[X]+— (P(al), ce P(@n)> € R™ est bijective.

Si P €Ker(y,) alors P est un polynome de degré strictement inférieur a n et s’annulant en n points distincts :
ai,...,a,. Ainsi P est le polynéme nul.
Par suite, Ker(y,) = {0} et ¢, est injective.

D’une part, ¢,, est une application linéaire de R,,_1[X] dans R" et d’autre part, ces deux espaces vectoriels

sont de meéme dimension n. Par conséquent, ‘ ©n est bijective. ‘

9. Soit (e, ...,e,) la base canonique de R™. Par définition, ¢, '(e;) est I'unique polynéme P € R, ;[X] qui
vérifie P(a;) =0si j #iet P(a;) = 1.

En utilisant la question 5, on obtient | Vi € {1,...,n}, ont(e;) = Z P(a;)Lj(X) = Li(X).
=1

10. Par linéarité de o, !, on a immédiatement

Vu = (z1,...,2,) €R", pnt(u) = 2931'90;1(61') = Z%LZ(X)
i=1 i=1

11. On utilise le cours. On sait que
PeKer(p) <<= ¢P)=0
<~ Vie{l,...,n}, P(a;) =0,
— Po=(X—ay)...(X —a,) divise P car ai, ..., a,distincts.

Ainsi, Ker(y) = Py.R[X] avec deg(Fp) = n.

Or par définition de la division euclidienne de P par Fj,

VP e R[X], 31Q € R[X], AR € R, 1[X], P(X)=Q(X)Py(X)+ R(X).

C’est la définition de | R[X] =R, _1[X] @ Py.R[X]| = R,,_1[X]®Ker(yp).




Probleme
Centrale PC 2016 maths 2 (extraits)

a partir d’un corrigé d’A. Pichoff

Partie I : Opérateur de translation

d
1. Soit P = Z ap X", un polynéome non nul de R, [X], de degré d = deg(P) (i.e. aq # 0).

Alors, 7(P )est de la forme :
d
P(X +1) :ZakXJrl) = agX? + (dag +aqg )X + Zb X"
-0

Comme a4 # 0 :

deg(7(P)) = deg(P) et cd(7(P)) = cd(P)

2. Notons que 7%(P) = Id(P) = P.
Et que si 7%(P)(X) = P(X + k), alors 7°*1(P)(X) = 7(7F(P))(X) = P(X + k) + 1) = P(X + (k + 1)).

Ainsi, par récurrence

VkeN, 7(P)(X) = P(X + k)

3. D’apres la formule du binéme de Newton (changement de variable i = h + 1),

Vi € Ny, 7(P)(X) = (X + 1) = g (j ; 1)Xh = XJ: (‘Z B i)PZ-

M est donc triangulaire supérieure et les coefficients de M vérifient donc

(j - 1) T
) o i<y
Vi,je[l,n], My =4 \'

0 sinon

4. (5/2) La matrice M est triangulaire supérieure, donc ses valeurs propres (répétées avec multiplicités) sont

-1
ses coefficients diagonaux. Il s’agit des nombres (‘7 1) = 1. Comme M et 7 ont les mémes valeurs propres,

j_

Sp(r) = {1}

Si M était diagonalisable, elle serait alors semblable a la matrice unité, et donc elle serait égale a la matrice
unité. Ainsi,

‘M et 7 ne sont pas diagonalisable

5. Pour les 5/2 : 0 n’étant pas valeur propre de T,

‘ T est bijective

Pour tous : La matrice M est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont tous non nuls. Donc M est
inversible et donc | 7 est bijective




Puis si on considere 7 : R, [X] = R, [X], P(X) — P(X — 1),
on montre qu’il s’agit d’'un endomorphisme de R, [X]. Il vérifie : ToT=Tor =1d :

VP e R, [X], 7(F(P))(X) =T(P)(X +1) = P(X) = 7(T(P))(X)

Donc

T HP)(X)=P(X —1)

Puis, comme pour la question 2), on montre que pour tout k € N, 77%(P)(X) = P(X — k).
Donc la formule est toujours vraie :

Vk € Z, 7(P)(X) = P(X + k)

6. Avec lexpression de 771, on applique la méme méthode qu’en 3) et on obtient :

j_

€ Mo, TR = (X =17t = 3 () S(-1y- (-))n

h=0 i=1
Puis
(=17~ (‘7 B 1) pour i< j
Vi j € [Lon], (M) = "
0 sinon
n+1 k k
7. La k + 1¢ ligne du calcul V = @ x U est justement v;, = ZQk+17juj_1 = Z ( )uj
, , J
J=1 7=0
kE—1 .
1 pour j <k
On peut identifier (apres changement d’indice) : Qy ; = J
0 sinon

On a donc

Q=M"

8. M est inversible, donc Q = M7 également et Q! = (MT)~1 = (M7,
Puis par équivalence : V=QxU<=U=Q ' xV =M1 xV.
La k + 1¢ ligne de ce calcul donne alors

n+1 n+1 n
Ug = Z ((M_I)T)k—i-l,jvj—l = Z ((M_l))j,k.ﬂvj—l = ((M_1>)j+17k+1vj
j=1 Jj=1 Jj=0
i k
Uy, ;( ) j Uj

9. On a alors |v, =

On vérifie bien :

10



Partie II : Opérateur de différence

10. Avec les mémes notations qu’en 1.A.1), avec P non constant on a :

d—2 d—2 d—2
§(P)(X) = agX* + (dag + aq—1) X" + ) bp X" = aaX? = a1 X7 =) " ap XF = dag X+ e XE
k=0 k=0 k=0

Comme aq # 0 : |si P, non constant, deg(d(P)) = deg(P) — 1 et cd(§(P)) = deg(P) x cd(P)
11. D’apres la question précédente, si P n’est pas constant, deg(P) > 1 et deg(6(P)) > 0, donc d(P) n’est pas

nul. Ainsi, si §(P) = 0, alors P est constant.

Réciproquement, si P est constant, le calcul (simple) donne §(P) = 0. Donc

ker(0) = Ry[X]

La question précédente montre aussi que Im(9) C R,,_;[X].
Or d’apres le théoreme du rang : dim(Im(d)) = n + 1 — dim(ker(d)) = n = dim(R,—1[X]). Donc :

Im(0) = Ry, [X]

12. Si ker(67) = R;_;[X], avec j < n.
P € ker(0'M) <= & (P) =0 = §(§(P)) > 6(P) € R;_[X]

Donc
P € ker(61!) <= deg(P) = deg(§(P)) +1< (j — 1)+ 1 =j < P € R;[X]

Ainsi, par récurrence :

Vj € [1,n], ker(§?) = R;_1[X]

Si P € Im(¢7), alors il existe Q € R,[X] tel que P = §7(Q).

Or une récurrence simple (suite arithmétique) montre que deg P = deg(Q) — j, donc deg(P) < n — j.
Par conséquent, P € R,_;[X], et donc Im(8?) C R,,_;[X].

Le théoreme du rang assure par ailleurs que ces deux espaces ont méme dimension, donc :

Vi € [1,n], Im(6?) = R,,_;[X]

13. Notons A, la matrice de § dans la base (Py).
Par construction de d =7 —id,ona A =M — I,,,,.

k
k S
Puis comme M commute avec I,,, 1, alors d’apres la formule de Newton : A* = Z ( ) (=) M7,
: J
7=0
Ce qui permet d’affirmer, en revenant aux endomorphismes :

Wk € N, o = i(_l)ka’ (’f> L

j=0

14. Si P € R,_1[X] = ker(6"™), alors 6"(P) = 0. Donc :

000) = ()00 = (-0 (1)) = S ()i o) = S (M) e+ )

j=0

il s’agit bien du polynome nul.

Et en particulier en la valeur réelle X =0 : (=) (n) P(j)=0




15. (a) uod? =uou?ou? =u® = [u?owu?lou=35*owu. Donc

lu et 62 commutent|

(b) Soit P € Ry[X] = ker 6%, alors
0*(u(P)) = u(¢*(P)) = u(0) =0

Donc u(P) € ker(6%) = Ry[X]. Par conséquent

Ry [X] est stable par u
(c) Si A= <CCL Z) vérifie A% = (8 é),alors

0 a) 9 43 42 [ c d
<0 C)—AXA—A =A xA_(O 0

. b . 2 2ab o . .
Donc a =d et ¢ =0, ainsi A = ( @ a ), puis A? = ( @ ), et ainsi nécessairement a = 0, puis

0 0 a?
2ab = 0; ce qui est contradictoire avec ab = 1. Donc

aucune matrice A ne vérifie A2 = ( 8 é >

(d) Puisque Ry[X] est stable par u, notons @ : Ry [X] — Ry[X], P — u(P).
Considérons alors A, la matrice de @ dans la base (Py, P») de R;[X].

Alors A? est égale & la matrice de d sur R;[X] donc ( 8 (1) )

Or d’apres la question précédente, ceci est impossible. Donc

Il n’existe pas d’endomorphisme u de R, [X] tel que u? =§

16. (a) Pour P polynéme non nul de degré d < m, montrer que On a vu (question 12) que deg(d*(P)) =
deg(P) —i=d—1.
Ainsi, la famille (P,6(P),...56%P)) est une famille de degré échelonné (de d a 0).

C’est une famille libre et vect(P,§(P),...04(P)) = Ry[X]

(b) Soit V stable par 9.
Si P €V, alors §(P) € V et donc Ryeg(p)[X] = vect(P,6(P),...0"(P)) C V.
1l reste a montrer [’égalité, il faut prendre le polynome en degré mazimum. . .
V' est un sous-espace vectoriel de R,,[X]. Notons d = dim(V') — 1.
Notons (e, . .. eq) une base de V. Nécessairement, 1'un des e; est un polynéme de degré supérieur ou égal
ad.
Sinon, on aurait une famille libre de d + 1 vecteurs de R4[X], ce qui est impossible.
Donc il existe P dans V de degré r > d.
Si deg P = r > d, alors d’apres la remarque précédente, R,.[X] = vect(P,d(P),...0"(P)) C V et V
ne peut étre de dimension d + 1. Donc il existe P de degré d dans V et Ry[X] C V et par égalité des
dimensions :

il existe d € [0,n] tel que V = Ry[X]
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Partie III : Polynomes de Hibert
Généralités
17. Pour tout k € [0,n], deg(H}) = k.

Donc la famille (Hy, Hy, ... H,) est une famille de degrés échelonnés, donc elle est libre.
Elle est constituée de n + 1 = dim(R,,[X]) éléments de R,,[X]. Donc

(Ho, Hy, ... H,) est une base de R,,[X]

18. 0(Hy) =1—1=0. Et pour tout k € [1,n],

k

Il
o

x0)

k—2 k—2
= ( (X —k+1) H -7 )
7=0

J=0

S(Hy)(X) = Hy(X +1)— Hy(X) = %(H(Xﬂ—j)—

J

k—2 k—2
5mw=%(Huzvﬁ«x+n—w—hH»=%(Huzvﬁxk:m4

J=0 J=0

Bilan :

d(Hp) = 0 et pour tout k € [1,n], 6(Hg) = Hy—1

19. Comme 6 = 7 —id, on a alors 7(Hy) = §(Hy) + Hy = Hy et 7(Hy) = 6(Hy) + Hp = Hy + Hy—1.
Ainsi M’ est exactement la matrice de 7 dans la base (Hy, Hy, ..., H,) de R,,. Par conséquent,

M et M/ sont semblables (matrice d'un méme endomorphisme dans deux bases différentes)

20. Pour tout k,¢ € [0,n], on a (par récurrence pour ¢ > k)

M()—Mlﬂzlz{ﬁ'k =k

sinon

Puis comme h # 0, H,(0) = 0 et Hy(0) = 1.
Par conséquent :

1 si {=k
0 sinon

o (a1)(0) = {

21. Puisque (Hg) est une base de R,[X], pour tout P € R, [X],
il existe ag,ay,...a, € R tels que P =Y, a;H,. Puis, par linéarité :

= ad*(Hy)(0) =

Donc

VP € R, Zak
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Polynomes a valeurs entieres

22. Le calcul a été fait plus haut pour les nombres entiers naturels.
Si k <0, en notant p= —k, on a :

o) = k(h= 1) (k= (1= 1) = ~(p)(—~(p+ 1) . (0= 1)

n! (p—1)! n
Finalement
( k
( ) si k>=n
n
H, (k)= 0 si kel0,n—1]
11—
(—1) (" k) s k<0
L n

23. Tous les coefficients binomiaux sont entiers (puisqu’il s’agit d’un cardinal d’un ensemble), donc pour tout
keZ, H,(k) € Z.

H,(Z)CZ

24. Pour tout k € Z,
(P)(k)=P(k+1)— P(k)

Par soustraction de nombres entiers, il s’agit d’un nombre entier. Donc

Si P est a valeurs entieres sur les entiers, alors il en est de méme pour §(P)

25. Si P est a valeurs entieres sur les entiers,
alors par récurrence (sur h € N), pour tout entier k € Z, $"(P)(k) € Z;
et donc en particulier 6"(P)(0) € Z, et les coordonnées de P dans la base (Hj) sont des entieres.
Réciproquement, si les coordonnées de P dans la base (Hj) sont des entiers,

d d
alors P = Z a;H;, puis P(k) = Z a;H;(k) € Z (combinaison linéaire d’entiers).
=0 i=0

Bilan :

P est a valeurs entieres sur les entiers si et seulement si ses coordonnées dans (Hj,) sont entieres

26. Supposons que P, de degré d, est a valeurs entieres sur les entiers,

d
Alors d’apres les questions précédentes, il existe ag, a; . ..aq € Z tels que P = Z a; H;.
i=0

Et donc
d d

d!P:Zaixd!Hi:Z(aixd(d—l)...(i+1)xﬁ(X—j))

=0 =0

‘Il s’agit bien d’un polynome d!P a coefficients entiers. ‘

1
Comme le montre le polynéome P = §X 2 de degré 2 :

1
on a 2!P a coefficients entiers, mais P(1) = 3 ¢ Z.

‘La réciproque est donc fausse.
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