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Devoir non surveillé 5 - Correction

Theme : Calcul de ’intégrale de Dirichlet

Remarques générales

e Il y a deux catégories d’étudiants : ceux qui essaient de tenir compte des conseils donnés et qui connaissent
leur cours (exemples, (E)...) et les autres. Pour ces derniers, il est grand temps de revoir les méthodes de travail.
1 — cos(t)
2
encore plus problématique d’écrire : e ** f(z) est intégrable sur [0, +oc0[. De quelle variable s’agit-il ?

e Confusions multiples entre f et f(t). Il est incorrect d’écrire est intégrable sur |0, +-00|. Cela devient

e Si on a besoin d'une inégalité triangulaire en plus de la positivité de I'intégrale, il faut le préciser.

e < Opérations sur les fonctions intégrables ». . .Il n’y a guere que la combinaison linéaire de fonctions intégrables
qui soit intégrable (inégalité triangulaire + comparaison).

Le produit de deux fonctions intégrables n’est pas toujours intégrable, la composée de deux fonctions intégrables
n’est pas toujours intégrable... Chercher des contre-exemples !

e Q1 : On ne peut pas majorer |1 — cos(t)| par 1.

La continuité (par morceaux) sur |0, +-o00[ est souvent oubliée. Le signe des fonctions lorsqu’on utilise un théoréme
de comparaison n’est pas toujours évoqué. On travaillera de préférence avec des valeurs absolues.

e Q2 : Quelques uns ne prennent pas le temps de définir la fonction de deux variables, leur raisonnement est
souvent incompréhensible.

Quelques confusions entre s et x.

Il manque souvent lintégrabilité (et en particulier la continuité par morceaux) de x — f(z)e™**. Quand elle
est évoquée, elle n’est pas toujours démontrée. Et enfin, elle n’est valable que pour s €]0, +o00].

1l fallait restreindre ’hypothese de domination a s € [a, +oo[ avec a > 0 fixé. On obtenait que ¢ est C! sur tout
la, +00[C]0, +o00].

Le calcul explicite de ¢'(s) est plus simple avec ’écriture complexe, mais il faut justifier la limite du crochet en
+00 (s > 0).

e Q3 (a) : Pour la dérivabilité de G (on aura besoin de C' ensuite), le raisonnement a été rédigé dans un
exemple du cours avec une autre fonction (voir p125). Les erreurs et incohérences souvent répétées d’'une copie
a 'autre, montrent le niveau de connaissance et de réflexion de certains.

Pour la limite, il fallait revenir a la définition d’intégrale convergente. Ce raisonnement classique est a bien
revoir.

e Q3 (b) : Les hypotheses de l'intégration par parties sont souvent incompletes.
On ne fait pas U'intégration par parties (calculs) dans une intégrale dont on ne sait pas qu’elle converge. Si ¢’est
le cas, on écrit d’abord 1’équivalence du théoreme.

e Q3 (c) : Les hypotheses du changement de variable sont souvent incompletes (stricte monotonie). Ici, on
pouvait simplement dire qu’il s’agit d’'un changement de variable affine.

Le théoreme de convergence dominée a parametre continu est souvent connu mais il faut mentionner le résultat
de la question Q3 (a) pour la limite.

L’hypothese de domination est souvent fausse. Quand on ne sait pas comment faire, mieux vaut admettre le
résultat...



e Q4 : Une majoration donnait plus facilement la réponse que I'application du théoreme de convergence
dominée. C’est d’ailleurs un (E1) du cours puisque f est bornée....

e Q5 : Légalité p(s) = g — Arctan(x) est valable (a priori) sur |0, 400 seulement. Il fallait donc passer a la

limite quand s — 0 (avec argument de continuité) et non pas évaluer en s = 0.
Exercice
1 —cost

12
f est un quotient de fonctions continues sur ]0, +o00[ donc f est continue sur cet intervalle.

1. Soit h la fonction définie sur |0, +oo[ & valeurs dans R telle que, pour ¢ > 0, h(t) =

Par limite usuelle, 11_{% h(t) = 3 donc f est prolongeable par continuité en 0 et par conséquent intégrable
sur |0, 1].

Pour tout ¢ > 0, —1 < cos(t) < 1 donc 0 < h(t) < t% L’application ¢ — % est intégrable sur [1, 00|
(Riemann) et, par comparaison, h est intégrable sur [1, 400

On peut alors conclure que

1 — cos(t)

t— v est intégrable sur |0, +o0|.

2. On démontre directement que la fonction ¢ est de classe C* sur |0, +oo].

On définit 'application g : (s,z) € [0, +00[x]0, +o0[— we‘”. On a:
x
sin(x) —sT 1 9 : —Sx
e Pour tout z €]0,4+00] : s — ———=¢** est de classe C' sur |0, +oo[ et on a a—(s,x) = —sin(z)e”*.
x s

— dg .
e Pour tout s €]0,+o0] : les applications z — g(s, x) et x — —=(s, ) sont continues par morceaux sur

Os
10, +00[ et on a les majorations suivantes.
13 0
|g($7$>‘ - Sln(x> —sz| _ e—sxw < e 5% ot ‘a_g(ij) — ‘ o sin(aj)e_sxl < e 5%,
T s

—ST

Et puisque s > 0, 'application x — e~% est intégrable sur |0, +oo[ et donc par comparaison, les applica-

tions = — g(s,x) et x — —g(s,x) le sont aussi.

0s

e Hypothese de domination restreinte : Soit A > 0. Pour tout s € [A, +o0o[ et pour tout x €]0, +00[, on a :

0
‘—g(S,ZL‘) S e~ S e—A:v

0s

et x> e~ est intégrable sur ]0, +-00|, ’hypothese de domination est satisfaite.

D’apres le théoréme de dérivation pour les intégrales a parametre, la fonction ¢ est de classe C! sur tout
[A, +00[C]0, 400[. Elle 'est donc sur |0, +00[ et la formule de Leibniz donne :

+oo
Vs > 0, Y'(s) = —/ sin(x)e”**dt.
0

+oo
On a en particulier, que Vs > 0, ¢/(s) = —/ sin(z)e **dt.
0



On a sin(x) = Im(e™) et donc (par linéarité du passage a l'intégrale)

X X A
VX >0, / sin(x)e™* dt = Im (/ ex(’_s)dt)
0 0
z(i—s) 7 2=X X (i—s) 1
= Im [e' ] = Im(e_ )—Im(. )
=35 1,0 1— 5§ 1— S

. —1
On a ‘ex(“s)} =e X — 0 et donc lorsque X vers +o0o pour s > 0 fixé, on obtient ¢/(s) = :
X =400 1+ s2

1
ve> 0 ls) = 142
400 3
3. (a) Soit G :t € [0, +oo[—> / Slnlfu) .
t
+oco _.: t .
On a pour tout t > 0, G(t) = / sin(u) du— / Sm(u)du
0 u 0 U

Or f définie en début de sujet est continue sur [0, +00[ donc, par le théoreme fondamental de ’analyse,
sin(u)

u
dérivable sur [0, +o00[ et de dérivée f.

t
I’application ¢t —— / du est sa primitive qui s’annule en 0. En particulier, cette fonction est
1

Par opération sur les fonctions dérivable, | G est dérivable sur |0, 4+o00[ et G' = —f.

De plus, on sait que I'intégrale de Dirichlet est convergente, donc :

+OO . t .
/ Sn() g - / Wy, 1120
0 0

U u t—+o0

(b) On pose dans l'intégrale de droite, u = G et v(t) = e *!. Les fonctions u et v sont de classe C' sur
[0, +o00[ et tligrn u(t)o(t) = tliin G(t)e ™ = 0.
—>+00 —+00

Par intégration par parties, les intégrales suivantes sont de méme nature :

+00 +oo oo
— / G(t)se *'dt et / G'(t)e *dt = — f(t)e *tdt.
0 0 0
Et la seconde converge d’apres la question 2. On obtient :
+oo +o0 +00
—/ G(t)se *dt = [G(t)e_“]o + ft)etdt = —G(0) + ¢(s).
0 0
En enfin, G(0) = I = ¢(0), donc
+oo
Vs >0, ¢(s) —¢(0) = — G(t)se *dt.
0

(¢) Soit s > 0. On pose u = st (changement de variable affine). On obtient :

Vs> 0, (s)—p(0) = — / o () evau

S

La fonction G est continue sur [0, +00[ et admet une limite finie en +o00, donc elle est bornée.
Soit m > 0 tel que pour tout x > 0, on ait |G(z)| < m.

3



10, +00[x[0, +o0] — R
On définit la fonction A : u\ .,
(s,u) — G <—> e
On a:
e Pour tout s €]0, +o0[, u — h(u, s) est continue par morceaux sur [0, 4o00].
e Puisque tEeroo G(t)=0,ona:

Vu >0, lim h(u,s)=0.

s—OTt

e Hypothese de domination :

< me "

Vs €]0, +o0[, Yu € [0,400], |h(s,u)| = ‘G (g) e

La fonction majorante est (continue par morceaux) intégrable sur [0, +oo[, donc par le théoreme de
convergence dominée a parametre continu,

+0o0 u +oo u
lim G (—) e "du = / lim G <—> e “du = 0.
s—0 0 S 0 s—0 S
Ainsi, lin% ©(s) = p(0), c’est la définition de :
s—
’ @ est continue en 0. ‘
4. On en déduit qu’il existe une constantce ¢ € R telle que pour tout s €]0, +o0, on ait p(s) = —Arctan(s)+c.
. it
Or, si s > 0, pour tout x €]0, +oo[ on a $in(2) o = e‘sxw < e *". Et donc :
x
400 . “+oo 1
lo(s)| < / Sln@)e‘“ dr < / e dr = —.
0 z 0 §

Par le théoreme d’encadrement, on trouve | lim ¢(s) = 0.
s§—+00

En passant a la limite quand s — 400 dans I’égalité ¢(s) = —Arctan(s) + ¢, on trouve ¢ = g

Et finalement, | Vs > 0, ¢(s) = —Arctan(s) + g

5. Et puisque que ¢ est continue en 0, lorsque s tend vers 0, on obtient :

5(0) :/0 o0 Sin(t)dt _ g

t




Probleme
Centrale PC 2018 maths 1 (extrait)

Un corrigé de E. Le Naguard

I - Préliminaires

IA - Quelques propriétés de g,

1.

Pour tout o > 0, la fonction g, est définie continue positive sur R.
Par croissance comparée, lim z?g,(z) =0= lim 2°g,(z) donc go(7) = O, (%) = O_oof
Tr——+00 T——00 x

).

“Hda o o . - .
Comme — et — sont des intégrales de Riemann convergentes, par théoreme de comparaison,
oo T x

8

oo

+oo +oo
/ |go(2)| dox = / go(z) dz converge. conclusion : ‘ g, est intégrable sur R|.

[e.e] [ee]

X

V20

On considere le changement de variable ¢ = qui est licite car réalise une bijection de classe C* de R

dans R.
On obtient : /

—0o0

+00 1 +oo +oo
go(x) doz = — / exp(—t?) dt =1 conclusion : / go(x) dx = 1|
VT ) _

o

. La fonction g, est de classe C? sur R comme composée de fonctions de classe C2.

x 1 x? 2 —o?
Ve eR, g (z) = i go(z) et g2(x) = = <—1 + ;) go(z) = o 9o ().
1

On obtient le tableau de variations suivant (avec g,(—0) = g,(0) = 5 ) :
o/ 2me
T |—00 —0 0 o +00
g (z) + 0 - - 0 +

o/>0\0 0
\<0/

P o)

La dérivée seconde s’annule en exactement deux points : —o et o. On obtient la courbe représentative suivante :




IB - Soit f une fonction de R dans C, continue et intégrable sur R.

4. V¢ € R,, lafonction z — f(z) exp(—i2w&x) est définie continue sur R et Vo € R, |f(x) exp(—i2n&x)| = |f(x)|.
Comme f est intégrable sur R, on en déduit que |z +— f(z)exp(—i27n€z) est intégrable sur R|.
5. — Vx € R,{ — f(x)exp(—i2méx) est continue sur R,
— V€ € R,z — f(x)exp(—i2n&x) est continue (par morceaux) sur R,
— V¢ER, Ve R, [f(z)exp(—i2nlr)| < [f(2)]
— f est intégrable sur R

+oo
D’apres le théoreme de continuité des intégrales a parametre, la fonction F(f) : £ — f(z)exp(—i2néx) dx
o0

est définie continue sur R. conclusion : | F(f) est continue sur R |.

IC - Soit f une fonction de R dans C, de classe C*. On suppose que f et sa dérivée f’ sont intégrables sur R.

T +o00 T
6. f" est intégrable sur R donc lim / () dt = f'(t) dt existe. Or, / f(¢) dt = f(z) — £(0) donc
0 0 0

T—-+00

lim f(x) = ¢ existe.

T—r+00

+00
Sil#0,|f(z)] ~ieo |, / || dt diverge et x — |¢| de signe constant alors, par théoréme de comparaison,
0

+oo
'intégrale / |f(t)] dt est divergente.
0
Par contraposition, f intégrale sur R alors lir+n f(x) =0. De méme, on a lim f(x)=0.
T—>+00 T——00

conclusion : | lim f(z)=0= lim f(x)
T——+00 T——00

7. Comme lim f(x)=0= lim f(x),onaaussi lim f(x)exp(—i2nxr)=0= lim f(z) exp(—i2nwfx). On
T—>+00 T——00 T—+00 T——00

peut effectuer une intégration par parties en considérant les fonctions u et v de classe C! sur R ci-dessous :

{u(ac) = f(x) u/’(x) = f'(x) et lim w(x)v(r)=0= lim u(z)v(z)

v(z) = exp(—i2n€x) v'(z) = —2imE exp(—i2nfx)  wrtoo o

+o0 +oo +o0
FN = [ fa) expl=iznta) do = [a) expl-iznga)] "~ [ f(a) (~2)ing exp(=i2nez) do =
oo S~ N—— J —o0 oo
) 1 0
27 F(f)(E)-
conclusion : | F(f')(§) = 2im& F(f)(€) |
ID -
8. L’application x — 2% exp(—2?) est définie continue positive sur R.
Par croissance comparée, lig—l 2?2 exp(—2®) =0 = lim 2”2 exp(—2?) donc 2% exp(—1?) = O40(5) =
Tr—r+00 T—>r—00
-1 d +o0
O,Oo(x%). Comme / —f et / — sont des intégrales de Riemann convergentes, par théoreme de com-
e T x

+o0 +o0
paraison, / o exp(—a?) do = / 2 exp(—x?) dx converge

oo —0o0

conclusion : |Vp € N, x — 2% exp(—2?) est intégrable sur R |.

x2p+1
o . . u(x) = u'(z) = 2%
9. Effectuons une intégration par parties en considérant : 2p+1
v(z) = e V(x) = —2xe ™



Cette intégration par parties est licite puisque les fonctions u et v sont de classe C' sur [0, +oo[ et que
lim u(z)v(z)= lim wu(x)v(z)=0.
T—++00

T—+00
+00 2p+1 00 +oo ,.2p+1 2
M, = / o% ¢ dr = [ - e‘ﬂ —/ Qx 1 (—2z) e da = il My
o YT Y K g oo 2P P

2p+1
conclusion : |Vp € N, M, 4, = p;— M,
2p)!
Soit I'hypothese de récurrence : H, : M, = %
p!
I V7 (20)!
HL?MOZ/_OO =7 = o201 = Ho
V7 (2p)! 2p+1 vr(2p)! Vo (2p+ 1) /7 (2p+2)
9 _ _ — J—
Hp = Hp+1 : HP = Mp - 22pp! Mp+1 - 9 22pp! - 22p+1p! - 22p+2<p + 1>| = Hpp
: V7 (2p)!
conclusion : | (Ho et Vp €N, H, = H,;1) = VpeN, M, = oyl
= (1P,
10. La fonction cosinus est développable en série entiere sur R et Vy € R, cos(y) = )] yr.
P
=0
400 !
—1)P op_opeap 2
Pour y = 2wz, on trouve Vx € R, cos(2wlx) = Z o) 2P PP P
p=0
+oco 22p772p
conclusion : |Va € R, exp(—z?) cos(27méx) = Zcp(ﬁ) exp(—z?) 2% avec c,(&) = (—1)? o)l £2r
p)!
p=0
+o0 +oo

11. V¢ € R, /+OO exp(—a?) exp(—i 2néx) dx :/

[e.9] —00 —00

+oo
La fonction  — exp(—a?) sin(27€x) est impaire intégrable sur R donc / exp(—2?) sin(2néx) dr = 0.

—0o0

exp(—x?) cos(2néx) da —i / exp(—2?) sin(27éx) da

+o0 £

Zcp exp(—z) % du.

+oo
D’ou, d’apres la question Q 10, V¢ € R, / exp(—a?) exp(—i 2nér) do = /

On pose f, : & — ¢,(&) exp(—a?) 2.
Vp € N, f, est définie continue sur R et intégrable sur R (d’apres la question 8).

P VT ()

2ppl p!

22P 2

[ﬂMMM=WMM—()e

(m2€2)”
p!
terme a terme et permuter somme et intégrale.

“+o00 +oo +oo oo
V¢ € R, / exp(—2?) exp(—i 2méx) dz = Zcp(ﬁ) / exp(—2?) 2* dr = Z cp(§) M,

—oo p=0 —o0 p=0

Comme est le terme général d'une série convergente, on peut appliquer le théoreme d’intégration

= . Y o
= V¢ € R, / exp(—a?) exp(—i2méx) do = Z(—l)p Nz ) = /T exp(—m2€?)
o = !

+oo
conclusion : | V¢ € R, / exp(—a?) exp(—i 2méx) do = ﬁexp(—ﬂ2£2) )

[e.9]




12. On effectue le changement de variable u = \/_ qui est licite car réalise une bijection de classe C! de R
20
dans R.

+oo 1 ZEQ
/_OO — exp (_ﬁ) exp(—i2n€ z) dz

Ve e R, Flgo)(€)

1 e , .
= exp (—u?) exp(—i2n¢ V20u) V20 du
— o221 /_oo
= = VT exp(—n? (V20€)?) = exp (—52 > =0 \/_ T 9o (§)
Q11 ﬁ 2 (2mo)? _,u

)
o\2m

1
conclusion : | Pour ¢’ = 5o ona JueR/F(g,) = pgo (avec p = o'\/21 =
o

IT - Equation de diffusion avec une condition initiale gaussienne

22

13. Notons gO(t,l’) :gm($) \/m\/% ( m)

Op 1 22 2?2 — 0% — 2t

—(t = ——0(t ——(t = ——F (¢
875(’ ) a2+2t¢(’m)+(02+2t)290(’x> (02 +2t)? olt. )

En reprenant le calcul effectué a la question Q 3, on trouve :
D2 22 — (02 + 2t) Do P
@(t, l’) = W gD(t,iC) = E(t,x) = vérifie i

Ve eR, o(,z):t— g\/gz—wt( x) = \/m\/% ( 2—+2t)> est définie continue sur R.
On a donc lim ¢(t,z) = ¢(0,2) =
t—0+

1
\/_\/% exp < ) 5= P (—%) = g,(x) = ¢ vérifie iii

conclusion : La fonction ¢ : (t,x) — 9\/g2_+2t(x) vérifie i et iii

IIA -

14. Soit t > 0, soit T" = 2t. La fonction f vérifie la condition ii, on peut choisir une fonction ®; continue
intégrable sur R telle que Vt €]0, T, Vz € R, |f(t,z)| < ®r(2).

VEeR, Vo € R, [f(t,z) exp(=2imlz)| = [f (¢ 7)| < r()

Par théoreme de comparaison, I'intégrabilité de @7 sur R entraine 'intégrabilité de x — f(t, z) exp(—2i w€x)
sur R

conclusion : |Vt > 0, V¢ € R, la fonction = — f(t, z) exp(—2i m€x) est intégrable sur R |.

15. remarque : La notation g,(§) n’est pas cohérente et doit étre interprétée comme F(g)(&§) ce qui a di géner
les étudiants les plus rigoureut.

Soit (t,)nen une suite de réels strictement positifs qui converge vers zéro.

Soit fn, : x> f(tn,x) exp(—i2n&r).

La suite (t,)nen est convergente donc bornée. Soit 7' > 0 tel que Vn € N, t,, €]0,T7.

La fonction f vérifie la condition ii, on peut choisir une fonction ®7 continue intégrable sur R telle que



vVt €]0, T, Vx € R, |f(t,z)] < Pp(x).
VneN, t, €]0,T[=Vx eR, |fu(z)| = |f(tn, z)| < Pp(x)

La fonction f vérifie la condition iii donc la suite de fonctions (f,),en converge simplement vers la fonction
T+ go(x) exp(—i2nréx) sur R.

Toutes les conditions d’application du théoreme de convergence dominée sont satisfaites, donc :

“+oo

— La suite < fn(x) dx) converge,
neN

n—+oo | PN n—+o0o 00

+o0 +o0 Foo
im [ fule) de = / lim fo(z) dr = / 4o () exp(—i2n€z) d = F(g)(€) = (6
\L’\/—/ n
=f(tn,§)

On a donc pour tout suite (¢,)nen de réels strictement positifs qui converge vers zéro, la suite ( f (tn, €))nen
converge vers ¢,(&).

conclusion : | Par caractérisation séquentielle des limites, on a lim f(t, &) = F(g)(&) = 3, (€) |

t—0+t
16. Soit & € R. Soit T' > 0, soit t €]0, 7.
La fonction f vérifiant la condition ii, on choisit W1 continue intégrable sur R telle que

o2
o f
Ox? ez ()

vt €]0,T[, Vz € R,

< Up(x)

Posons ¢ : (t,z) — f(t,z) exp(—i2m&x)

— Pour tout réel t €]0,T], la fonction ¢(t,.) : © — f(t,x) exp(—i2n&x) est continue, intégrable sur R
d’apres la question Q 14.

— Pour tout réel z € R, la fonction ¢(.,z) : t — f(t,z) exp(—i2n&x) est de classe C' sur |0, T7,

0 o?
X t.0)] = | 2L 0, 0)| < )

%(t, x) exp(—i2n€x)

— VYVt €]0,T[, Vx € R, ‘a—gp(t,m) ‘81&

ot

— WUy intégrable sur R
+oo
D’apres le théoreme de dérivation des intégrales a parametre, I'application f(.,z) : t f(t,x) exp(—i2m€x) «

est de classe C* sur |0, T[ de dérivée ¢ — / t (t,z) exp(—i2n&x) du.

La résultat étant valable pour tout T' str1ctement positif, on peut conclure.

—+00

conclusion : |Vt > 0, V¢ € R, %(taf) :/

17. On remarque que / 8—{(1%,:6) exp(—i2n&zx) doe = F (g{( )) &)
La fonction f vériﬁar_ltoO la condition i, on en déduit :
Feo = [ Doen(-izm) da

—0o0

- F(Fe)o = #(Gen)e©

condition i

E(t’ x) exp(—i2n€x) dx

“+00

vVt >0, V€ € R,

5 e (i) © A2 7 (10.9) () =~ 08

of

conclusion : |Vt > 0, V¢ € R, E(t,&’) = —47r2§2f(t,§) )




1IB -

18. D’apres la question Q 17, pour £ fixé, 'application ¢t — f (t,€) est solution de 'équation différentielle linéaire
d’ordre 1 & coefficients constant ¢’ +472¢2y = 0. Elle est donc de la forme ¢ — Cste exp(472£%t), la constante
Cste étant fonction de &, a priori complexe.

Comme C'ste = ltl_i)rgl+ Cste exp(4m?&?t) = tl_i)rgl+ f(t, &) = 3,(§), on en déduit Cste € R.
Q15 p
conclusion : |V¢ € R, IK(£) € R/ Vt € R%, f(t,€) = K(£) exp(—4m%€%t) |.
19. D’apres la question Q 15, V¢ € R, lim+ f(t,f‘) = 7,(&).
t—0
Et d’apres la question Q 18, V¢ € R, lim+ ft, &) = limF K (&) exp(—4m?&%t) = K(§). conclusion
t—0 t—0

K(£) = 90(8) |

IIC -

1 1
20. D’apres la question Q 12, F = ,(&) est de la forme p g, avec 0 = — et 4 = ——.
p q Q (9)(€) = 95(¢) 1907 () omo U e

22
On a donc G,(§) = p g (&) = a’\iﬁ exp( o ) = u\2ro exp(—2m202 %)
S F(4,6) = K(©) exp(—4m€1) = 0 (€) exp(—4n°E) = j/Tr o exp(~2m20€?) exp(—4n*€%1)
= f(t,€) = K(&§) exp(—4n°¢*t) = u V27 0 exp(—=27° (0° + 2t)¢°)
conclusion : |Pour v, = 210 ,ona:VEeR, Vt >0, f(t,€) =, exp(—2m%(c? + 2t) £?)

21. v, = 2ro = 270 = 1. conclusion : (v, = 1|
A conclusion :[v, =1

Q12

1
22. V€ € R, = gy (&) avec 0/ = ———
f g\/02+t(§) Hg (5) 27T\/m

g\//(,%(f) = V21V + 2t exp(—n2(o? + 2t)§)
= f(t,€) = vy exp(—m*(0” +2t)¢) = \/—mgm( §) = Fft.) = Aot F9yorsr)-

Par linéarité de l'intégrale, on verlﬁe aisément que la fonction f — F(f) est linéaire sur 1’ensemble des
fonctions continues et intégrables sur R.
On a donc F(f(t,.)) = F (Aot 9/5253) et d’apres le résultat admis f(t,.) = Ay g, /5777

conclusion : | Vt >0, 3\, € R tel que f(t,-) = M09 /5773:
of
ot

23. D’apres la question Q 17, avec { =0, on a Vt > 0, —(¢,0) = 0.

+o0 R
On remarque que I(t) = f(t,z) dz = f(t,0).

8{@0) fi 10 =Ty T4 =10 _ gy

a e—0 £ e—0 g
+oo
=Vt >0, I'(t) = 0 = |la fonction I : ¢+ f(t,z) dz est constante sur I'intervalle |0, +o00|

— 00

Or Vt > 0,

24. Soit t > 0.
400 +o0 +oo
/ f(t,x) de’\Z/// Mo g\/m(x) doe = A\, / gm(m) da

Q22 0 _> -~ _
=1 (d’apres la question Q 2)

= Mo = f(t,z) dz = f(t,0)

Ve =_ 1= f(t,-) = g5z~ conclusion : |Vt >0, f(t,-) = g /5579 |
Q21

=
Q20
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