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Devoir non surveillé 4 - Correction

Theme : Nature et calculs d’intégrales impropres

Remarques générales

e Si f est continue par morceaux sur [0, +oo[, dire que liril f(z) = 0 n’apporte rien pour la convergence de
T—r+00
+oo

'intégrale f(z)dz.
0

En contre-exemple, on pensera a f(x) =

1
=
e Si f est continue par morceaux sur [0, +oo, il n’y pas besoin d’étudier I'intégrabilité au voisinage de 0 pour
+oo

déterminer la nature de f(z)dx.
0

e Quand l'intégrale est impropre aux deux bornes, il n’est nullement besoin d’évoquer la relation de Chasles
pour déterminer sa nature (revoir la définition).

oo dt Xat : ,
° — et ————— ... ce n'est pas pareil...
o P+5t+6 o t?+5t+6

o e dt oo dt o dt L .
o Il est faut d’écrire —_— = —_— — car ces deux dernieres intégrales divergent
o B2+5t+6  J, t+2 J, t+3

(par comparaison).

e Beaucoup d’erreurs dans les manipulations d’équivalents. Par exemple, on ne peut pas négliger 2 dans 2 In(z),
mais on peut le faire dans In(x) + 2.

e Un erreur tres courante aussi est de remplacer une expression par un équivalent, dans une égalité, dans une
inégalité ou dans une intégrale... Cela est completement faux!

e La derniere question est souvent fausse. Si 'on se souvient de la définition de la fonction dérivée f' que 'on
construit point par point, cela n’a aucun sens de la prolonger par continuité en 1 : la valeur attribuée en 1
serait-elle le nombre dérivé de fen 17...

Il s’agissait d’appliquer soigneusement le théoreme de la limite de la dérivée. Ce n’est pas difficile, du moins
quand on connait ’énoncé...

Exercice 1
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e Nature de J; = / dr :
0

La fonction z ——

est continue sur [0, +oo[ et Vx € [0,+oc[, 0 <

—x

2 l'est aussi. Ainsi
T

intégrable sur [0, +oo[, donc, par comparaison, x —

+o0 e T
J = dx converge
! /0 1+ a2 &




o In(x)

e Nature de Jo = / dx (elle est dans le cours) :
0

14 22
1
La fonction z — n() est continue sur |0, +o00].
1+ 22
1 1
Eno0: '1112)2 < |In(z)| et In est intégrable sur |0, 1]. Donc, par comparaison, x — ;:EZ)
E | dnte) ] ' Y).o __est intégrable sur [1 Ri
n +oo : T 27| = el \ 8 T 5 est intégra e sur [1, +oo[ (Riemann).
| n(x)
Donc, par comparaison, x — ——= ’est aussi.
1+ 22
oo ]
Jo = /0 1112)2 dx converge
oo dx
e Nature de J3 = —_—
L N )
1
La fonction z — m est continue sur |0, +o00].
1 1 1
Eno0: 'm < NG et T — NG est intégrable sur ]0, 1] (Riemann).
1
Donc, par comparaison, x — m I’est aussi.
1 1
En +o0 : \/_1—4'952) a1 Or x — e est intégrable sur [1, +oo[ (Riemann).

Donc, par comparaison, x — ————— |’est aussi.

Va(l+z?)

J +o00 dx .
3= converge
0o Va(l+a?)
Exercice 2
On effectue la décomposition en éléments simples de ——.
2+ 5t+6
1 _a b

3(a,b) € R?,

t2+5t+6_t+2+t+3'

Le calcul donnea =1et b= —1.
/X dt B /X dt /X dt
o 2H5t+6  Jy t+2 S, t+3
X X
- [1nyt+2y] —[ln\t—l—?ﬂ
0 0

= In(X+2)—-In(2) —In(X +3)+1In(3) — In(3/2)

X —4o00

e dt
Ainsi, l'intégrale I; est convergente et | [ = /0 T In(3/2).

Exercice 3

2

5 lest aussi.



On définit les fonctions F' et G par les égalités suivantes.

1.

2.

2 2

2 gt 2 g
F@:A TR szé Ao

1 1
e Siz€l0,1]alors 0 <a? <z <1lettr— —— ettr—> ——— sont continues sur le segment [z?, x].
In(t) tIn(t)

Ainsi, F(z) et G(z) existent.

sont continues sur le segment [z, z?].

1
Six €]l,4oolalors 0 <z < 2? <lettr— (D) et t —> )

Ainsi, F(x) et G(x) existent.

Finalement, | F(z) et G(z) existent pour = €]0, 1[U]1, +o0.

(a) Soit x €]1,4o0[. La fonction In est croissante et strictement positive sur |1, 4+o00| donc, pour tout
1 1

1
In(2?) < (D) < n(2)’ Et par propriété algébrique de In, on obtient

t € [z,2%], on a

1 1 1

Vel e S S @)

(b) Par positivité de I'intégrale, on obtient

x(x—1)
2in) - T

Cow(e—-1) . a(e—1)
<C> Onamgrfoom_m_>+oow

Et donc | Vz €]1, 400,

= +00. Donc, par le théoreme d’encadrement, on trouve :

lim F(z) = +oc.

Tr—-+00

3. Soit x €]0, 1].

La fonction In est croissante et strictement négative sur ]0, 1[ donc, pour tout ¢ € [, 2], on a

1 < 1 < 1 _ 1
In(z) = In(¢t) = In(2?) 2In(x)

< 0.

Par positivité de 'intégrale sur le segment |22, x], on obtient

/Idt </Idt</x dt
2 In(x) = J2In(t) = J2 2In(x)

—1 -1
Et donc Vz €]0, 1], _#z—1) < —F(z) < _M.
In(x) 21n(z)
En multipliant I’encadrement par —1, et par positivité de l'intégrale, on trouve :
z(z —1) z(z —1)
— = < F < — 2
2In(z) — (z) < In(x)




. : ,ooxx=1) z(r—1)
Et puisque, par croissances comparées, lim ———= = lim ————= = 0.
z=0 2In(z) 20 In(x)

Dongc, par le théoreme d’encadrement, on obtient :

lim F(z) = 0.

z—0

4. On divise les encadrements précédents par = > 0. Le théoreme d’encadrement donne encore :

lim F(ac) =400 et lim F(x)

z—0 I r—+o0o0 I

=0.

Interprétations graphiques :

e au voisinage de 400, le graphe de F' présente une branche parabolique d’axe (Oy).

F(x)— F(0
e au voisinage de 0, si ’'on prolonge F' par continuité en 0 en posant F'(0) = 0, on a lirll LO() =0
r—+00 x€r —
et donc F' est dérivable en 0 et F’(0) = 0.
Ainsi, le graphe de F' présente une tangente horizontale en x = 0.
5. (a) Pour tout z €]0,1[U]1, +o0[, on a
2
x dt IQ
G(z) = =[]
@ = [ = (o]
21
= In|ln(2?)| — In|In(z)| = In lnlé’;) — In(2)

(b) Ona F(z) — G(z) = / ’ (ﬁ - tlj@)) it — / : fl;(tl) dt

t—1
. : 1 1 ’
Soit v : t €]0, 1{U]1, +oo[— tIn(t)

L’application v est continue sur |0, 1[U]1, +oo et Iltm% v(t) = 1.
—

On prolonge donc v par continuité en 1 en posant v(1) = 1.
Cette nouvelle fonction v est continue sur ]0, 4+00], soit V' une de ses primitives. On a donc

et comme U est continue (en 1), on obtient : | lim <F(ZB) - G(:v)) =V(1)-V(1)=0.

(c) D’apres les questions précédentes, on a lirq F(z) =In(2).
z—

On prolonge donc F' par continuité en posant | F'(1) = In(2).

6. (a) L’application h : t — est continue sur chacun des intervalles |0, 1[ et ]1, +oo[. Soit H une

1
In(t)
primitive de h. On a donc
F(z) = H(2*) — H(x).

Et comme H est dérivable sur |0, 1{U]1, +oc], la fonction F l'est aussi et

F'(z) = 20H'(2*) — H'(z) = 2xh(2?) — h(x).

On trouve | Vz €]0,1[U]1, +oo[, F'(z) = l$n(_x;

4



(b) On a iliaF(x) =1

(c) La fonction F' est continue sur |0, +-o00[, dérivable sur |0, 1[U]1, +o00[ et lin% F'(z) =1.
z—

Par le théoreme de la limite de la dérivée,

F est dérivable en 1 et F'(1) = 1.

7. D’apres les questions précédentes, la courbe représentative de F' a l'allure suivante.

v




Probleme 1
Mines-Ponts PSI 2024 maths 1 (partie 1)

Un corrigé de G. Gallois

1. Soit f: R — R, et P: R — R une fonction polynémiale en |z, telle que :

d
Vo €R, |f(x)| <|P(x)| avec P(z)=>_ ayal*
k=0

d
Notons C' = Z lag|.
k=0
Pour tout x € R tel que |z| < 1, par I'inégalité triangulaire :

d

D ailal*

k=0

|P(x)] =

d d
< agllzf < | = C < O+ |l
k=0 k=0

et pour tout z € R, tel que |z| > 1, si k € [0,d], |z|* < |z|?; donc par I'inégalité triangulaire :

d

D ardel’

k=0

[P ()] =

d d
< agllalf <) Jaglx|* = Claf* < C(1+ |2])
k=0 k=0

Par conséquent, pour tout x € R,
[f(2)] < [P(2)] < C(1+ |z])

Donc ‘ f est a croissance lente. ‘

Autre rédaction possible : en en étudiant les limites en oo & l'aide de I'équivalent P(x) ~ aglz|? on a

P(x
P(z) ~ aglr|* donc  lim [P( )|d = |ag|.
lz[—+00, 4o |ﬂﬁ+uﬂl+|$
P
Finalement, la fonction continue x +— 1| +(|x)|| - possede une limite finie en 00 donc elle bornée sur R.
x
Cette derniere propriété n’étant pas explicitement dans le programme officiel, il faudrait rédiger un peu plus
précisément :
| P()| S | P()|
= d 1 te A € R, tel tout > A, < 1.
RN lag| donc il existe + tels que pour tout |z| > T e S laq| +

P
Et z — Pl est continue sur le segment [—A, A}, donc elle est bornée sur [—A, A] : il existe K > 0 tel

1+ |z|d
| P(z)|

1+ |z —

On a alors en posant C' = max(|ag| + 1, K), pour tout z € R, |P(x)| < C(1 + |z|%).
2. Soit f € C°'(R) N CL(R).

La fonction ¢ étant continue, on a fo € CY(R) par produit de fonctions continues.

Soit C' € Ry et k € N tel que pour tout x € R, | f(x)| < C(1 + |z|*).

Alors pour tout z € R,

que pour tout |z| < A,

[f(@)e(@)] < O+ |2[*)p(x)

. , . 2 . .2
On a par croissance comparée lim z2e /2 =0et lim |z|* e~/

2 = 0; par conséquent,
|z| =400 |z| =400

|z|—+o0 |z|—=+o0 x2 |z|—00 x2

lim C2?(1+ [z )p(z) =0 donc C(1+ [z[*)p(z) =o <i> dot fle)ele) T (1)



1
Or la fonction = — — est intégrable au voisinage de oo et au voisinage de —oo (intégrale de Riemann)
x

donc fy est intégrable au voisinage de +00 et en —oo d’ou fip est intégrable sur R c’est a dire :

feL'(y).

+o0o

On admet dans toute la suite du probleme que / e(t)dt = 1.

3.

e la fonction nulle appartient clairement a C' L(R).
e Soient f, g deux fonctions appartenant & C'L(R) et o € R.
Soit Cy,Cy € Ry et ky, kg € N tel que :

VeeR, [f@)|<Cr(1+fal7) et [gl) <Cp(1+fal)
Alors
Ve eR, |af(x)+g@)| < laf(@)] +1g(z)] <|alCp(1+ |zf*) + Cp (1 + |2]*)

Donc af + g est majorée en valeur absolue par une fonction polynomiale en |z| donc d’apres la question
1, af + g € CL(R).
CL(R) est donc stable par combinaison linéaire, et contient la fonction nulle; C'L(R) est donc un sous-espace
vectoriel de 'espace vectoriel F(R,R).

o Stabilité de CL(R) pour le produit. Soit f,g € CL(R). On garde les notations précédentes, Cr,C, € Ry
et kr,k, € N.

On a:
VreR, |[f(x)g(x)] < CrCy (1+ |2[*) (1+ |z[*)

Donc fg est majorée en valeur absolue par une fonction polynémiale en |z| d’ou d’apres la question 1,
fg € CL(R).
Soit f € C°(R) N CL(R). Soit z € R. Notons g, : y + f (e_tx +v1-— e—Qty>. Montrons que g, € L*(y).

On a g, € C°(R) par composée de fonctions continues, f étant continue.
De plus, f appartenant C'L(R), il existe C' € R, et k € N tel que :

etz + V1 —e 2y

k k
weR o) <0 (1+ ) <o (1 (el vimeTy))

Donc g, est majorée par une fonction polynémiale en |y| donc g, est a croissante lente d’apres la question 1.
Donc g, € C° N CL(R) donc g, € L'(p) d’apres la question 2.
+

Par conséquent, 'intégrale / f (e_ta: +V1-— e_Qty> ©(y) dy est convergente, ce qui montre que P;(f)(x)

est bien définie pour tout x € O]IOQ
e Linéarité de P,. Soit f,g € C°(R) N CL(R) et a € R.
Par linéarité de 'intégrale :

Pi(af+g)= /_ - (af +9) (e‘tx +V1-— 6*2ty> p(y) dy

e}

_ a/+oof (e—t:c+my> v(y) dy+/

— 50 —00

= ab(f) + Fi(g)

+o0

g (6‘% +V1- e‘%) p(y) dy



5. Soit f € C°(R) N CL(R). Soit = € R.
Soit C' > 0 et k € N, tel que pour tout z € R, |f(z)| < C (1 + |z[¥).
On vérifie les hypotheses du théoreme de convergence dominée a parametre continu :

e soit y € R. Par continuité de f en vy, tliin f <e_ta: +V1- e*2ty> = f(y) donc
—r+00

lim f (e_tx +V1— e‘”y) e(y) = f(y)e(y)

t—+o00
e pour tout t € Ry et y € R,
‘f <e’ta: + my> go(y)‘ <C <1 + ‘e’tx + V1 — e 2y k> o(y)
C (1 + (e_t|x| + mm)k) o(y)

<O (1+(lal + )" o)

IA

Et la fonction y — C (1 + (=] + ]y|)k> ©(y) est intégrable car P : y — C <1 + (=] + ]y|)k) est po-
lynomiale en |y| donc & croissance lente d’apres 1 et continue donc P € L'(p) d’apres 2.

Par conséquent, d’apres le théoreme de convergence dominée a parametre continu :

—+00

Jim P()(@) = tim [ (e VI ey ) oly) dy
+o00
— / Jim f <e_tx + m.v) e(y) dy
“+o0o
= JWel) dy

6. Soit f € C°(R) N CL(R). Montrons que P,(f) € C°(R) par le théoreme de continuité des intégrales a
parametres.

e Pour tout y e R, z — f (e_tx +V1- e‘”y) ©(y) est continue sur R par continuité de f.

e Hypothese de domination locale : pour tout a > 0, pour tout x € [—a,al, et pour tout y € R,
k
‘f (6‘% +V1- e‘”y) w(y)‘ <C (1 + <e‘tlfv| +vI1- 6‘%|y|> ) e(y)
<C(1+ @+ ") ely)

Et la fonction (indépendante de x), y — C (1 + (a + |y\)k) ©(y) est intégrable car P : y — C (1 + (a + \y|)k)

est polynomiale en |y| et continue donc P € L'(p) d’apres 1 et 2 (méme argument qu’a la question
précédente).

“+oo
Donc l'application Py(f) : x +— / f (e_tx +V1-— e—%y> ©(y) dy est continue sur R.



De plus, pour tout z € R,

[P(f)(z)] < / ‘f <6_t:v +v1-— e—Qty> ‘ o(y) dy  (ineg. triangulaire)
e k et<1
< 3 C (1 + (Jz] + |y]) ) o(y) dy car f € CL(R) et { N

VAN

Q

I ¢

] +
8

VR

k
k o
14 Z <]> |y|k_7|x]]> o(y) dy  (bindme de Newton)
=0

400 k +00
< C'/ o(y) dy + C’Z [(I;) / ly* () dy} lz]?  linéarité

k
. B (7 s
<C (1 - Zajla:IJ) avec a; = (J) / " e(y) dy
=0 -

Donc P,(f) est majorée en valeur absolue par une fonction polynomiale en |z|, indépendante de ¢.

Donc d’apres la question 1, P,(f) € CL(R).

De plus, Pi(f) € C°(R) d’apres la premiere partie de la question, donc Bi(f) € C°(R) N C'L(R) donc d’apres
la question 2, Pi(f) € L*(y).

On admettra dans toute la suite du probleme que, si f € C°(R) N CL(R), alors

+00 +oo

weR,, [ R(Ee@in= [ @
+oo

7. Commencons par justifier la convergence de l'intégrale f'(x)g (x)p(z) da.

f' et ¢’ sont continues et a croissante lente donc d’apres la question 3, f'g’ est a croissance lente (et continue

par produit de fonctions continues) : f'g’ € C°(R) N CL(R) donc d’apres la question 2, f'¢’ € L*(p) d’ot la
+o0o

convergence de l'intégrale f(z)d (x)p(z) dz.

On va effectuer une intégration par parties en remarquant que (f'p)" = L(f)ep.

On a ‘ |lim f'(z)p(x)g(x) = 0 par croissance comparée car f’'g € C'L(R) par produit de fonctions & croissance
x|—+o00

lente.
Par conséquent, par le théoreme d’intégration par parties, les intégrales fj;o( fle)g et fj;o fleog’ sont de
méme nature (convergente) et :

/ " L) @)g(@)e(x) dr = / (o) (@)gla) da

— e S - [ Fee) de
— [ r@d @) ar



