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Devoir non surveillé 3 - Correction

Theme : Intégrales de Wallis, formule de Stirling

Remarques générales

e Montrer que I,, > 0 et que I, > 0, ce n’est pas la méme chose... Question 1.2 tres classique a bien revoir.

e Encore des confusions entre passage a la limite et théoreme d’encadrement. On peut passer a la limite dans une
égalité ou une inégalité large lorsque 1’on sait que toutes les limites existent. Alors que le théoreme d’encadrement,
sous certaines hypotheses, donne 'existence et la valeur d’une limite.

e Encore trop d’erreurs dans les calculs de DL, attention.
Probleme 1
I. Intégrales de Wallis (a connaitre)

w/2
Pour tout n € N, on pose I, = / sin” (t)dt.
0

w/2 T w/2 /2
1. Onafoz/ 1dx:§et11:/ sin(x)dx:[—cos(x)} = 1.
0 0 0

™21 — cos(2x) 1 sin(2x)17/2 7w
| = e = gl - T

0 4°

w/2
Enfin, I, = in? (z) de =
nfin, o /0 sin® (z) dx 5 5

™ T
O Ip=—, [1=1et [, = —.
na lp 97 1 €t Lo 1

T
2. L’application x +— sin” (z) est une fonction positive sur [0, 5] , donc par positivité de I'intégrale, on a

I, > 0.

. - T . Y
De plus, puisque cette application est continue, positive sur [O, 5}, si on avait / sin” (z) dx = 0, on
0

0
aurait pour tout x € [O, E} , sin” (x) = 0, ce qui n’est évidemment pas le cas. Donc I,, # 0.

(I,)nen est une suite de réels strictement positifs.

On peut aussi dire : application x — sin” () est une fonction positive, continue et non identiquement
T

nulle sur [0, 2], donc I,, > 0.



3. Soit n>1, on a
bl 3
Iy = / sin" ™! (z) dw = / sin (z) . sin" (z) dx
0 0
On effectue une intégration par parties dans cette intégrale, on a

os () sin" ! (z)

u(z) =sin" (z) u/'(x) =nc
v’ sin ()

v(x) = —cos(x) V' (z)

T
Les applications u et v sont de classe C* sur le segment [O, E} , on a alors

o} g g 2 oon—1
L = [—cos (x) sin (x)]o +n/ cos” (z)sin" ™ (z) dx
0

jus

= 0+ n/o2 (1 —sin®(z)) sin""' (z) dz

n>

= nl,_y — nIn—l—l

n
n—+1

Onadonc| Vne N* [, = 1, 1.

4. On définit la suite (a,)n>1 par a, = nl,_11,.
e Soit n dans N*, on a

n
ntl = H1, 1, 1 = Hi,——1I~I_1=nl,_1I, = a,
ane1 = (n+1) = (Mn+1) TR nl,_1 a

On en déduit que| (a,)nen est une suite constante.
T T
e Soit n > 1, on a donc a, = a1 = I.]; = 5.1 =3

™ .
On a donc nl,, (I, = 5 ce qui nous permet de conclure :

VneN, I, I, =
2n

T
5. Soit n > 1, on a pour z dans [0, 5], on a 0 < sin(x) < 1, donc sin” () < sin” ! (z) et la croissance de

I'intégrale nous permet de conclure que I, < I,, ;. Via un changement d’indice, on a

(¥n €N, Ly <Io<ln-1.]

6. Soit n > 1, en divisant 'inégalité précédente par | I,_; > 0 |, on obtient :

I I
n+1 _ n S n S 1
[nfl n+1 Infl
et comme lim =1, on a du théoreme d’encadrement : lim =1l,ie | I, ~ I,4.
n—oo N, + 1 n—00 I, 1 n—4o0o

Remarque

Dans le cas général, on n’a pas toutjours u, et Up—p !
n o0

A~ 2
Prendre par exemple u,, = €™ ou méme u,, = €™ .



7. Soit n > 1, on a Iﬁ ~ 1,11, = ul et comme [, > 0, on peut donc conclure : |1, ~ —.
n—-+oo 2 n—-+oo 2']7,
8. D’apres la question 1.3 (avec n =2p — 1), on a
2p—1 2p—1) x---x1
I2p = p—IQp—2 = ( P ) ]0
2p (2p) x -+- x 2
2p)x2p—1)x2p—2)x---x2x17 (2p)!
2 5 = 25
((2p) X o 2) 2 (2pp!>
2p)! 7
Onadonc| VpeN, Iy, = ()2 X 3
De méme, on a
I 2p I o (2p)x---x2 7
e w+1"" T (2p1)x-x3
2 2
<(2p) X e X 2) <2pp!>
T 2D x@p) x(2p—1) x---x2x1  (2p+ 1)
2% (p!)?
On ad VpeN, I = —
n a donc P 2p+1 (2p T 1)'
I,
9. On avu que Iy,y1 ~ Iy, et donc lim 2l 1. Orona:
n—-+o0o n—-+4o0o omn
Io, 1 22n(p!)2  22n(nh)?2 2 (2nn!)? 2 1
= — = - — =1
Iy, (2n + 1)! (2n)! T ((2n)H)?2 (2n + 1) T n—too
24n | 4
Puisque 2n +1 ~ 2n, on obtient : | lim ﬂ =
n——+oo n—+o00 TL((QTL)‘)Z

II. Preuve de la formule de Stirling

1
Pour tout n € N*, on pose S, = (n + 5) In(n) —n —In(n!).

1. On a les égalités suivantes.

(s

[\CR GV

Sn—i—l - Sn

In(n+1)—n—1—In((n+1)!) — <n + %) In(n) +n + In(n!)

In(n+1) —1—1In(n+1) — In(n!) — (n + %) In(n) + In(n!)

(oo ufeed) -

(In(n+1) —In(n)) — 1

+ L L L L + o ! 1 1+ + o
= |(n+- S - 1 =
2 n  2n?2  3n3  n—too \ N3 12n2  notoo
On obtient d S S !

n obtient donc | S, 41 n N Ta

n

)-)



. Et comme est positif, S, 1 — 9, l'est aussi pour n suffisamment
n—+oo 12n2 12n?

grand. On peut donc utiliser les théoremes de comparaison pour les séries a termes positifs.

2. On sait que S,11 — Sy,

1
Or la série de Riemann Z — converge (o = 2 > 1) et donc Z(S”“ — S,,) converge aussi. Et par
n

télescopage, on trouve enfin :

La suite (S,,)nen converge.

3. Onnote £ = lim S,. On a donc e/ = lim e".
n—-+o0o n—-+o0o

—n—¢
n"\/ne-"
Or e~feSn = ntyme "7 — ldonc:| n! ~ ntet/n.
n' n—-+oo n—-+oo

4. D’apres la question 1.9, on a

1
2t (1) 24n (n"\/ﬁe_”_€> e

n—+o00 n((2n)!)2 n—+oo n((2n)2” ’_2n62"f)2 2

1
! = 27 ou encore | { = —3 In(27).

5. Puisque e~* = /27, en reportant dans I’équivalent de n!, on trouve la formule de Stirling suivante.

On a donc e2

nl o~ m(ﬁ)

n——+oo e

Probléme 2
Centrale PSI 2011 maths 1 (extrait)

Pour tout entier k£ > 2, on pose :

W_m@—ékmwﬁ

-1

1. On dérive (t —k+1)(k —t) en 2k — 1 — 2t et on primitive 1/¢* en —1/t pour obtenir, par intégration par

parties,
Ft—k+1)(k—t ook —1-2t
[k, "
k-1 t k-1 t

Une nouvelle intégration par parties donne (on dérive 2k — 1 — 2t en —2 et on primitive 1/t en In(t))

Ft—k+1)(k—t k

/ ( ks 2>( ) dt = [In(t)(2k —1—28)];_, + 2/ In(t) dt

k=1 t k—1
k
:<4mm—m@—n+2/ In(t) dt
k—1
En réordonnant cette égalité, il vient

’ 1 Pt—k+1)(k—t

W=MW—/‘m@m=§@w—mw_m_/ ( *;X )
k—1 k—1



1

t—k+1)(k—1t) <
T (k-1

2. On remarque que
( 1
Viek—1,k], 0< " e

<

On en déduit par positivité de 'intégrale que
1

VE>2 0<w, < ————
ST} P
Par comparaison des séries positives, > (wy)g>2 est une série positive convergente. Notons .S sa somme

3. Avec l'identité de la question 1, on a
n

n k
Zwk = Z n(k) —In(k—1)) = In(k) + > /k1 In(t) dt

k 2 k=2 k=2

Par télescopage, relation de Chasles et propriété de morphisme du logarithme, ceci devient

Zwk = ln (n+1) —In(1)) — In(n!) + /1" In(t) dt = @ —In(n!) + nln(n) —n+1

ce qui s’écrit aussi
1
S —v, =nln(n) —n+ n(n) _ In(n!) +1
ou encore
In(n) <3
In(n!) :nln(n)—n—i—T—l—a—i—vn avec a=1—-S5= 1—Zwk
k=2

- ) _ |

Par la formule de Stirling, on a : /27 nl_lgloo n'n” NG

Or par la question précedente : n! = n™.e "/ne*"" et comme hr}rl v, = 0 (reste partiel d’une série
n—-+00

convergente), on obtient :
en
="t — e

n!
n"\/n n—+o0

1
a=g In(27).

Par unicité de la limite, e* = +/27 ou encore :
k 2 2

—6t° + 6(2k — 1)t — (6k* — 6k + 1
+ 6( )t~ ( + )dt. On integre par

L [F a1

5. Méthode 1 : Onawk——/ - = —
12 J,_4 t2 12 /4 12
parties en choisissant la constante C' de sorte que le crochet soit nul :

[—2753 +3(2k — 1)t2 — (6k% — 6k + 1)t + C] "

Lo 1

TN AT 2 o

— (6k* — 6k + 1)t + C

t3

—1)(2k —1). On arrive ainsi a 1’égalité

1/k —2t3 + 3(2k — 1)¢*
6 Jk-1

Un calcul rapide montre que la valeur convenable de C' est C' = k(k

/k (t—k+1)(k—t)(2t—2k:+1)dt‘Sé/k (t—k+ (k- —2k+1)|
k—1 k—1

t3

1
G 13

1 [ oat
w__
1) e

1 (% at| 1 (% 1
_.<_/ Lt
fe—

D _ =
PR e 76 ) B




Méthode 2 : En posant u =t — k + 1 (on pourrait travailler avec les expressions initiales mais le calcul
me parait plus clair avec des intégrale sentre 0 et 1), on a

1t u(l—
2 Jo (u+k—1)2
Une intégration par parties donne alors (on primitive le numérateur)

1 1 [ Vi
— 2 3 d
e 12k2+/0 (w+k—12 "

et ainsi (on calcule I'intégrale et on soustrait)

1 [* ot 1 +/1 Yo%
Wy, — —= - = ———du
12 ), 1262(k — 1) )y (u+k—1)?

ud

7 ’1 72 . . 2
Une étude élémentaire de fonction montre que u — - — %

%. On a donc

croit sur [0, 1] et prend des valeurs entre 0 et

1 - 1 (% dt - 1 N 1 /1 du
e — w _— — E— e — E— _—
22k—1)~ " 12 ., 1282(k—-1)  12), (u+k—1)2
Le majorant est plus petit que & fol W‘i—qil)z, et donc que %fol (qu;dc—lil)Q =1 k’il €.

On vérifie par ailleurs que

1/%_ S S
6 t3 12k2(k—1) 12k(k—1)2

1k dt
6 Jk—1 t3°

1/’€ dt 1 [F dt 1/k dt
= — <wp — — — <= —
6/, 13 12/, ,t2 =6/,

ce qui correspond au résultat demandé.

et le minorant plus haut est plus grand que —
On a finalement montré que

. On remarque que pour p>n-+1>1on a

p k p p
1 dt 1 [Pdt 1 1
(e[ B e [ Ee Y we
k=n+1 k=n+1 k=n+1
On passe au module et on utilise I'inégalité triangulaire et la question précédente pour en déduire que
p p k
1 [Pdt 1 dt
Wy — — — Wy — — —
Sou-gg [ (- [ F)

k=n-+1 k=n-+1

1 Pdt 1 1
— 6/, 3 12n2  12p2

n

En passant a la limite quand p — +o00, on en déduit alors

1 1
Un — 75 S
12n 12n?
On a ainsi v, = ﬁ +0 (#) ce qui, injecté dans le résultat de 4. donne
In(n)

1 1
' pummy _— —_— —
In(n!) =nln(n) —n+ 5 +a+ o +0 (nZ)

1
Et puisque que a = 3 In(27), on a bien :

In(n) 1 1 1
N = — - i _
In(n!) =nln(n) —n + 5 T3 In(27) + o+ @) (nZ)

6



7. En appliquant la fonction exponentielle a ’égalité précédente, on obtient :

1 1 ]_ 1
Etel?”+o(“):1+ﬁ+m+0(%):<1+—+ 0 (7))
’ n

On a donc bien :

Exercice 1
Correction succincte

On a f(x) :/ ttdt:/ et gt
1 1

Si on pose pour t > 1, u(t) = tIn(t) alors u/(t) =In(t) + 1 > 0 et t' = '(t)e ™.

——u
In(t) +1
Par une intégration par parties a justifier :

0 = ),

_ z* — 1+ /r t dt
" In(z) +1 1 t(In(t) + 1)
~g(a)
z® z”
Pour z assez grand 0 < g(z) < (z — 1)x(ln(:l:) 12 Et donc| f(x s—too In(z)




