PSI 2024-2025
Lycée Chatelet

Devoir non surveillé 20 - Correction

Partie I

Probleme 1
Extrait de CCP PSI 2008

Une correction de C. Baillaud

I.1 On vérifie facilement que les colonnes de T sont unitaires et deux a deux orthogonales donc

1.2

1.3

I.2.1

1.2.2

I.3.1

‘T est une matrice orthogonale.

On calcule les vecteurs t(ey) = \%(el —e3—ey) (Cf la premiere colonne de T') et t(e;) = \%(261 +eztey).

On remarque que
1

\/5(61 — \/551) € F; et t<51) — L(261 + \/551) c I

V6

tler) =

et donc

Par linéarité de t, I'image de tout vecteur de F} est encore dans F} donc :
‘Fl est stable par t.‘

Par ailleurs (e, 1) est libre (deux vecteurs < visiblement > non proportionnels), c¢’est donc une base
de Fi. On en déduit que

dim(Fy) = 2. |

La matrice T est orthogonale et B est une base orthonormée de E, donc t est un automorphisme
orthogonal. De plus, F} est stable par ¢ donc, d’apres le cours, son orthogonal est aussi stable par .

Finalement | F, = Fj- est stable par t.

On calcule par ailleurs

(e2e1) = (ealer) = 0, donc ey € Fi- = Fb.

(e2]e1) = (e2]e1) = 0 donc ey € Fo.

La famille (eq, e5) est libre (deux vecteurs visiblement non proportionnels).
Comme dim F5 = 2 on en déduit que c’est une base de Fs.

La famille de vecteurs B’ = (e, €1, €2, £2) est donc une base de E.

Les vecteurs de B’ sont unitaires et orthogonaux deux a deux.
Donc B’ est une base orthonormale de E.

Or t est un automorphisme orthogonal. Donc ‘ la matrice 7" est orthogonale. ‘

On connait déja t(ey) et t(eq). de plus

1 1
tle2) = —=(e2+e3 —eq) =

73 (e2 + \/552)

Sl

et

t(eq) = (—2e9 + €3 —ey4) = (—2eq + \/552)

Sl

S
V6



ce qui permet de remplir (par colonnes) la matrice : |7 = —

|
HSOO
)

1.3.2 0 = Arcsin\/g donne sin(f) = /2.

3

De plus 6 € [ —7/2,7/2] donc cos > 0 et cos? @ = 3. Donc cos ) = \/Lg
cosf) sinf 0 0
—sing cosf 0 0

. !/
Il vient 1" = 0 0 cos@ —sinf

0 0 sinff  cosf

Pour i = 1 ou 2 notons b; = (e;,&;) (qui est une base de F;) et ¢; 'endomorphisme de F; induit par ¢
sur F; (ce sont des sous-espaces stables par t!).

o 0 sing (6) —sin(~6)
cos sin cos(—0) —sin(—
Ar = Maty, (1) = (— sind cos 9) N <sin(—9) cos(—0) >
et on reconnait que t; est la rotation d’angle —6 dans le plan orienté Fj.

De méme

sinf cos®

Ay = Maty, () — (cos@ —Sln9>

et on reconnait que t, est la rotation d’angle # dans le plan orienté F5.

1.3.3 Avec les mémes notations la matrice de t* dans B’ est (par blocs)

AF 0
tk __ 1
o= (0 )
Or on a sans calculs A} (matrice de la rotation d’angle —kf) et aussi A5 (matrice de la rotation
d’angle k6). Ce qui donne

cos(k@)  sin(k6) 0 0
P sin(k@) cos(k0) 0 0
0 0 cos(kf) —sin(k0)
0 0 sin(kf)  cos(k0)
n—1 . n—1 k
1.4 (,(w) = el = (e‘w>
k=0 k=0
n—1
> Siw € 27Z alors €' =1 donc (,(w) = 1 = n. Dans ce cas la suite ({,(w)) n’est pas bornée.
k=0
) 1— einw
> Siw ¢ 277 alors (,(w) = T aw donc
|Cn(w)| = ‘|11__eeiw|’ < |1|‘1t|§iw|| = 1 _Qeiw| majorant indépendant de n.

Dans ce cas la suite ((,(w)) est bornée.

Conclusion : | la suite ({,(w)) est bornée si et seulement si w € R\ 27Z.




1.5
I.5.1 Le sous-espace F} est stable par ¢, donc par tous les t* (k € [0, n — 1]), donc par T,,.
I.5.2.1 On continue avec les notations de 1.3.2.

Notons Y = ((X) la matrice du vecteur y dans la base b;. Alors t*(y) a pour matrice de coor-

s
, A k[ ,
données dans b; : < 5 ) = (4)) ( 5) . Par conséquent
k

i)

n—1
1
Le vecteur T),(y) = — E t*(3) a pour matrice-colonne dans la base b; :
n
k=0

S () -au () -GEw ().

k=0 k k=0
Donc
n—1 n—1
1 Z cos(kb) Z sin(k0)
1= P _

S|
VRS
=
9
—~
g\
—~
>
SN—
SN—
2]
~
3
—~
>
S—
SN—

—Im(¢a(6)) Re(Cn(G))>

n n—1 n—1
k=0 - Z sin(k0) Z cos(k0)
k=0 k=0

I.5.2.2 Comme la suite (Cn(9)> est bornée (car § € R\ 27Z), il en est de méme pour les suites
neN

(Re(Cn(0))nen+ et (Im(Ey(6)nens, done lim,, 1o U, = 0 et donc

lim T,(y) =0

n—-+o0o

1.5.3 Soit z € E. Ecrivons z = y+zavecy € Iy et z € Fs.
On a comme ci-dessus lim 7),(z) = 0. De plus T, (z) = T,,(y) + T(2). On en déduit

n—+00
e 1) =0
Partie II
I1.1
I1.1.1 Soit 2 € Ker(¢ — Idg) et y € Im(¢ — Idg). Alors {(x) = x et il existe o € E tel que y = (¢ — Idg)(«).
alors

(zly) = (z[t(a) — @) = (z|l(a)) = (z]e) = ({(x)[()) = (x]a) =0

puisque ¢ € O(E).

On a donc montré que |Ker(¢ —Idg) et Im(¢ — Idg) sont orthogonaux.

L
Il en résulte que leur somme est directe : Ker(¢ — Idg) @ Im(¢ — Idg).

De plus cette somme a pour dimension dim Ker(¢ —Idg) +rg (¢ —Idg) = dim £ (théoreme du rang).
Donc cette somme est égale a E.

Ker(¢ —Idg) et Im(¢ — Idg) sont supplémentaires orthogonaux dans F.

Soit # € E. D’apres le résultat précédent il existe y € Ker({ —Idg) et z € E tels que x = y + £(z) — z.

3



I1.2

11.1.2

I1.1.3

I1.2.1

I1.2.2

On a {(y) =y et donc Vk € N, *(yy) = y. Donc
() =y + (e(z) - z) =y + () — (R (2),
On a donc

Ln(@) = £ 37 (y+ 09 ) =g+ (1) - £)

(par télescopage) et enfin

L,(x)=y+ %(f”(z) — z)

On a donc ||L,(z) —y|| = H%(ﬁ”(z) - z)

Comme ¢ conserve la norme, |["(z)|| = ||z||, on trouve

1
‘ < — <||€"(Z)|| + ||ZH) par I'inégalité triangulaire.
n

1
0. < |1Laf@) = 9l < =2]l2].

On en déduit que lilf |Ln(z) —y|| =0donc| lim L,(x)=y
n—-+0oo

n—-+o0o

Soit x € Ker(¢ — Idg) NIm(¢ — Idg) et soit y € E tel que x = {(y) — y.
Alors
Ve [0,n—1], Fx)=0"y) — k)

ce qui donne en sommant :

—_

iﬁ’“(:v) = (5’”1(1/) - f’“@)) =0"(y) = y) ="(y) —y

0

3

i

(par télescopage).
Or on sait aussi que z € Ker(¢ — Idg) donc ¢(z) = z, et donc Vk € [0, n — 1], (*(x) = z.
L’égalité précédente devient

n—1
x=10(y) -y
k=0
ce qui donne
"(y) =nzx+y

On a donc |lnz| = [[€"(y) — yll < [["(W)]| + yll. Or [|€*(y)|| < [lyl| car £ € B(E). En divisant par
n > 0 on trouve donc

2
0 < lzfl < =yl
n

donc le théoreme de 'encadrement nécessite que ||z|| = 0 ce qui donne = = 0.

On vient donc de prouver que Ker(¢ — Idg) N Im(¢ — Idg) = {Og}. Le théoréme du rang appliqué
a ¢ — Idg donne comme précédemment que

Ker(¢ — Idg) et Im(¢ — Idg) sont supplémentaires dans E

On a donc, comme au II.1 (a développer) :




Exercice 1

1. La matrice M est symétrique réelle donc par le théoreme spectral ses sous-espaces propres sont deux a deux
orthogonaux et elle est diagonalisable en base orthonormée, c’est-a-dire qu’il existe P € O3(R) telle que
P~'AP = PT AP soit diagonale.

1/6 1/6 1/6 1
2. On remarque que M — I3 = [ 1/6 1/6 1/6 | est de rang 1 < 3 donc = est valeur propre de M. Et comme
2
1/6 1/6 1/6
M est diagonalisable :

mya(M) = dim(Ey2(M)) =3 —1g (M - 1[g,) =3-1=2.

2
1 1
On remarque aussi que M | 1] = |[1]. Donc 1 est aussi valeur propre de M. Comme la somme des
1 1

multiplicités de valeurs propres est égale a 3, my(M) = 1 et M ne possede pas d’autre valeur propre.

1
=, 1} avec my/2(M) =2 et mi(M) = 1.

() = {5

On aurait aussi pu calculer le polynome caractéristique.

1 1
3. Ona [ 1] € Ey(M) et Ey(M) est de dimension 1 donc Ey (M) = vect 1
1 1

1

1
On pose X; = — | 1| (bon de E;(M)).

V3 \1
De plus, on sait que les sous-espaces propres de M sont orthogonaux, donc Eyo(M) = Ej(M)* : x+y+2z = 0.

1 1 1 1
On choisit Xo=—4 | -1 | et X3=X;AXo=—1 1
2= 7 . 3 1 2= 7

Ainsi, par construction, (X, X3) est une bon de Ey5(M) et (X1, X5, X3) est une bon de M,, 1(R) formée de
vecteurs propres de M.

1/V3 1/vV2 1/v6
Onpose P= | 1/v/3 —1/v/2 1/v6 | € O3(R) par construction.

1/v/3 0 —2/16

1 0 0

Les formules de changement de base donnent : | P'!MP =P'MP= (0 1/2 0
0 0 1/2
0

0

0

1 0 0 10

4. Méthode 1 : On a tout d’abord D" = [ 0 (1/2)" 0 — A=100
0 0 (12n) "7 0 0

De plus I'application ¢ : M € M3(R) — PMPT est linéaire et comme M3(R) est de dimension finie, elle

est continue. En particulier, elle est continue en A. Puisque lim D" = A, on a :
n—-+0o00

lim o(D") = p(A).

n—-+00
1 1 11 1 1 11
Or p(D") = PD"PT = A" et p(A)=-[1 1 1] donc | lim A"==(1 1 1| =L,
3\1 11 nobee 3\1 11




1
Méthode 2 : M est digonalisable et Sp(M) = {5, 1} donc le polynéme suivant est annulateur de M.

Py(X) = (X — 1)(X —1/2).

On écrit la division euclidienne de X" par F,. Il existe un unique polynome @),,, et deux uniques réels a,, et
b, tels que :

X" = Qun(X)Py(X) + a, X + b,.

En évaluant en X =1 et X = 1/2, on trouve que a, et b, sont solutions d’'un systeme, et apres calculs que

1 1
a,=2(1-—)etb,=——1.
omn 2n71

1 1
On a donc M™ = Q,,(M) Po(M) +a, M + b, I3 = 2 (1 — —) M + ( — 1) Is.
——

mn 2n—1
=0
1 1 11
Quand n tend vers +o0o, on obtient :| lim A" =2M —I3=-|1 1 1| = L.
n—-+o0o
1 11
. On a de maniere immédiate, L? = L, donc L est la matrice d’'un projecteur.
1
Le calcul donne rapidement Im(L) = vect 1 et Ker(L) 1z +y+2=0.
1

Donc Ker(L) = (Im(L))*.
Puisque la base canonique est orthonormée, I’endomorphisme u défini par sa matrice Mg(u) = L est la
projection orthogonale sur Vect{(1,1,1)}.

2 2
. (a) Le calcul donne rapidement : X7 DX = 22 + % + %
(b) On choisit la norme || ||; sur M3 1(R).
Z T
SiX=|y GAalorst—l—E—i—Egl.
z
2 22
Ainsi,x2§1—§—§§1donc\x|§1.
De méme, y? < 2 — 222 — 22 donc |y| < V2, et aussi |z| < V2.
T
Finalement, pour tout X = [y | € 4, on a || X|; = |z| + |y| + |2| < 1+ 2v/2 donc :
z

A est une partie bornée de M3 (R).

T 2 2
z
(c) Lapplication f : X = [y ]| € M3:(R) — 2? + % +5 € R est continue (polynomiale en les
z
coordonnées x,y, z), 'ensemble | — 0o, 1] est une partie fermée de R donc

A={X e M31(R), f(X) <1} = f!(] — o0,1]) est une partie fermée de Mj;(R).

On aurait aussi pu prendre une suite (X, ),eny d’éléments de A qui converge vers Z, et montrer que Z € A
(caractérisation séquentielle).



Exercice 2
Oral Mines-Ponts PSI 2021

1. Par linéarité a gauhe du produit scalaire, on obtient facilement que u € L(FE).
Soient z,y € E. On a :

(u(z),y) = <Z<x,ek>ek,y>

k=1

n n

= Z(gg,ek><ek,y> = Z(y,€k><€k>$> = (z,u(y))

k=1 k=1

Donc ‘ u est un endomorphisme symétrique de E. ‘

2. Si z € Ker(u) alors u(z) =0 = Z(m,ek>ek et donc pour tout k € {1,...,n}, on a (x,e;) = 0. Ainsi, z est
k=1
orthogonal & tous les éléments de la base B = (ey, ..., ¢e,) donc z € E+ = {0}, ainsi z = 0 et donc :

‘ 0 n’est pas valeur propre de u. ‘

Soit A une valeur propre de u. Alors il existe x € E non nul tel que u(z) = Az. On a les égalités suivantes.

(u(z),z) = <Z(a:,ek>ek,x> = Z(az,ek>2 >0

k=1 k=1

(w),z) = (,z) = A
Et comme z # 0, ||z||* > 0 et donc :
Z<x7€k>2
k=1

A P
]2

Et finalement | Sp(u) C R.

3. u est un endomorphisme symétrique donc il existe une base B’ = (e}, ..., €} ) de E formée de vecteurs propres

de u :

Vie{l,...,n}, 3N >0, u(el) = N\e.

Soit v 'endomorphisme de E défini par :

1
Vie{l,...,n}, v(el) = e
(ool ole) = =
1
On a donc pour tout i € {1,...,n}, v3(e}) = /\—e; = v~ '(}). Et par linéairité : Vo € E, v*(z) = u~(z).

C’est bien un automorphisme (I'image d’une base est une base), symétrique (sa matrice dans une bon est

diagonale donc symétrique) et v? = u~1.

Il n’y a pas unicité : si v est solution, —v aussi et v # —v car v est non nul.



4. Avec les notations précédentes, on note P la matrice de passage de B’ a B. Puisque B’ est une bon, et par
définition de u :

(e1,€}) -+ (en,€l) (el,er) --- <6{n>61>
P = PB’,B = et MB/7B(U) = : :

<€1’e/n> <€n,6;1> ;

(e o (ehen)

Ainsi, | PT = Mg p(u).

On note (X, ..., X,) la base canonique de M,, ;(R).

Ainsi, X; = Mp(e;) et donc X] = PX; = Mp(e;).

On note M’ et N’ les matrices de u et v dans la base B'. Puisque v?> = v~!, on :
Alors M’ = (N"?)7! (commute avec N'), et par les formules de changement de bases :

M/ = MB/,B/<U) = PMBlyB(u) =P PT,

Et aussi N'X! = N'PX; = Mg (v(e;)).
Puisque B’ est une bon, on a :

(v(e:),v(e;)) = (NPX)".(N'PX;) = X PT(N)'N'PX;.

Or v est un endomorphisme symétrique et B’ est une bon, donc (N')T = N'.

(v(ey),v(e;)) = X PTN?PX; = X' PT(M)'PX; = X' PT(P P")"'PX; = X' X; = 6.

Et donc | (v(e1),...,v(e,)) est une base orthonormée de E.




