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Probleme
Notations

Etant donné un espace vectoriel E, on note Idg 'endomorphisme identité de E.

On note Im/ I'image d’'un endomorphisme ¢ de E et Ker/ son noyau.

Pour k € N on note ¢* I'endomorphisme de E défini par /° = Idg si k = 0 et par ¢¥ = ¢ o ¢*~1 sinon.

Etant donné une base B de E on note Matg(¢) la matrice de 'endomorphisme ¢ dans la base B.

On désigne par Vect(u,v) (respectivement par Vect(u, F')) le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs
u et v (respectivement engendré par le vecteur u et les vecteurs de F).

Lorsque E sera un espace vectoriel normé on notera ||u/| la norme d’'un vecteur w.

Lorsque E sera un espace euclidien on notera (u|v) le produit scalaire des vecteurs u et v; on note O(FE)
le groupe orthogonal de E (c’est-d-dire I'ensemble des automorphismes orthogonaux de E), F+ désigne
I'orthogonal du sous-espace vectoriel F'.

Partie 1
Dans cette partie E est un espace euclidien de dimension 4, rapporté a u
(61762>€37€4)-
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Soit ¢ I'endomorphisme de E défini par sa matrice Matg(t) =T = | _; ¥ %3 ‘65
S
NV
1.1 Montrer que T est une matrice orthogonale.
1
1.2 On consideére les deux vecteurs suivants de E : g; = E(@g +ey) et ey = E(@g —ey4).

I.2.1 On note F; = Vect(ey, e1). Déterminer les vecteurs t(eq) et t(eq).
En déduire que F} est un sous-espace vectoriel de E de dimension 2, stable par ¢.
1.2.2 Soit Fy, = Fj- l'orthogonal du sous-espace F;. Montrer que I, est stable par t.
Montrer que (eg,e2) est une base de Fj.

La famille de vecteurs B’ = (eq, €1, €2, £2) est donc une base de E.
I.3 On note 7" = Matg (t).

I.3.1 Justifier que la matrice 7" est orthogonale. Expliciter T".
2
1.3.2 Soit 6 = Arcsin<\/;>. Exprimer la matrice 7" en fonction de 6.

On oriente le plan F} par la base (e, 1) (respectivement on oriente le plan F; par la base (eq, €3)).
Préciser la nature géométrique de 'endomorphisme de F} (respectivement de F3) induit par ¢.
1.3.3 Pour k € N exprimer en fonction de 6 et k la matrice de t* relativement a la base B'.

I.4 Soient w € R et n € N*. On note (,(w) = Z et

Expliciter (,(w) selon les valeurs de w.

En déduire les réels w pour lesquels la suite complexe <Cn (w)) est bornée.
neN*



I.5 Pour tout = de E et tout n € N* on note T),(z) =

1.5.1 Justifier que le sous-espace F} est stable par T,.
1.5.2 Soit y = aey + PBe; € F.
On note t*(y) = yer + 0rer,  Tn(y) = Aner + fincr.

I.5.2.1 Déterminer la matrice V, € My(R) telle que (%) =V <a) )

O B
En déduire la matrice U,, € M3(R) telle que (2") =U, <g> )

On exprimera V}, en fonction de 0 et k, et U, en fonction de 6 et n.

1.5.2.2 Montrer que la suite (Tn(y)) de F a une limite lorsque n tend vers +oo et déterminer
neN*
cette limite.

1.5.3 Soit x € E. En écrivant z = y + z avec y € F et z € Fy, montrer que la suite (Tn(x))neN* a une
limite lorsque n tend vers +o0o et déterminer cette limite.

Partie I1

Dans cette partie, F/ est un espace vectoriel réel. Etant donné un endomorphisme ¢ de E, pour tout z de E

n—1
1
et tout n de N* on pose L, (z) = - ka(x)
k=0

II.1  Dans cette partie II.1 on suppose que E est un espace euclidien et que £ € O(F).

IT.1.1 Montrer que les sous-espaces vectoriels Ker(¢ — Idg) et Im(¢ — Idg) sont orthogonaux.

En déduire qu’ils sont supplémentaires dans F.

Soit x € E. D’apres le résultat précédent il existe y € Ker(¢ — Idg) et z € E tels que z =y + £(2) — z.
I1.1.2 Pour k € N exprimer /() en fonction de y, z et k. En déduire I'expression de L, (z) en fonction de v,

z et n.

I1.1.3 Montrer que la suite <Ln(x)> a une limite que I'on déterminera lorsque n tend vers +oo.
neN*
Dans la suite de la partie IT, étant donné un espace vectoriel normé E on notera B(E) I’ensemble des
endomorphismes h de E qui vérifient, pour tout = de E : [|h(z)|| < ||z]|.

I1.2 Dans cette partie I1.2 on suppose que E est un espace vectoriel normé de dimension finie.

Soit ¢ € B(E). Pour tout « de E et tout n de N* on reprend la notation L, (z) définie au début de la
partie II.

I1.2.1 On suppose que x appartient a l'intersection Ker(¢ — Idg) N Im(¢ — Idg). Soit y dans E tel que
x = {(y) —y. Pour n € N* exprimer ¢"(y) en fonction de z, y et n.
En déduire que Ker(¢ —Idg) et Im(¢ — Idg) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans
E.

I1.2.2 Soit # € E. Montrer que la suite (Ln(:v)> de E a une limite lorsque n tend vers +oo et
neN*
déterminer cette limite.



Exercice 1

On note E l'espace euclidien R®* muni de son produit scalaire usuel et orienté par sa base canonique B =
(617 €2, 63) .
2/3 1/6 1/6
On considere la matrice M = | 1/6 2/3 1/6
1/6 1/6 2/3
1. Que peut-on dire de M en vertu du théoreme spectral ?
2. Déterminer les valeurs propres de M et leurs multiplicités respectives.

3. Déterminer une matrice P € M;3(R) orthogonale telle que PTMP = D = , ol a et 3 sont

oo Q
o™ o
IS\ =Ne)

des réels distincts a préciser.
4. Démontrer que la suite (M"),en converge et déterminer sa limite.

5. On note L = lim M™" et u ’endomorphisme défini par sa matrice Mpg(u) = L.
n—-+00

Montrer que u est projecteur orthogonal de E et préciser sur quel sous-espace vectoriel.
6. On note A = {X € M3,(R), XTDX <1}.

T

(a) Pour X = [y | € M,.1(R), exprimer X" DX en fonction de z,y, 2.
2

(b) Démontrer que A est une partie bornée de Mj;(R).

(c) Démontrer que A est une partie fermée de Ms1(R).

Exercice 2 (%)

Soient E un espace euclidien, (eq, ..., e,) une base de F et :

n
ur € Br— Z(x, ex)Er-
k=1

Montrer que u est un endomorphisme symétrique de E.

Vérifier que Sp(u) C R¥.

En déduire qu’il existe un automorphisme symétrique v de E tel que v~ = v2. Est-il unique ?

Soit v un automorphisme symétrique v de E tel que u~t = v% Montrer que (v(ey),...,v(e,)) est une base
orthonormée de E.
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