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Devoir non surveillé 18 - Correction

Exercice

1. Les colonnes de Mp(f) forment une base orthonormée de M, ;(R) muni de son produit scalaire usuel donc
Mp(f) est une matrice orthogonale.
De plus B est une base orthonormée de E donc :

‘ f est un automorphisme orthogonal de F ‘

2. On a det(f) = det(Mp(f)) =1 et f # Id, donc f est une rotation dont on détermine I’axe.
Le calcul donne Fi(f) = {(x,y,2) € E, f(x,y,2) = (x,y,2)} =Vect{(2,0,1)} donc f est une rotation d’axe
D =Vect{(2,0,1)}. On oriente D par le vecteur u = (2,0, 1) et on détermine 'angle 6 de la rotation.

e D’une part, dans une base adaptée, la matrice de f est de la forme :

cos(f) —sin(f) 0O
sin(f)  cos(d) 0
0 01

2

Ainsi 1 4+ 2cos(0) = tr(f) = =(2 —2 — 1) donc cos(f) = -3

> W =

e D’autre part, le signe de sin(f) est aussi celui de detg(eq, f(e1),u).

1 1 2 2 1 9
Or, detg(eq, f(e1),u) = 3 01 0|= 3> 0 et donc 6 = +Arccos <_§) :
0 2 1

2
f est la rotation d’axe orienté par u = (2,0,1) et d’angle 6 = —|—Arccos<—§) )

Probleme 1
CCINP PC 2019 Ezercice 1

Un corrigé de L. Carrot

Partie I - Produit scalaire sur R,[X]

I.1 - Généralités
1. L’application ¢ — P(t)Q(t)e™" est continue sur [0 + ool.
1
Pt)Q(t) et = O (—> par croissances comparées.
t—too \ t2

—t

1
Or t — — est intégrable sur [1,4+o00] (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, t — P(t)Q(t)e™" est

12
intégrable sur [1, +oo].

t— P(t)Q(t)e " est donc intégrable sur R, , donc, en particulier, 'intégrale définissant (P|Q) est convergente



2. e L’application (.|.) est bien définie a valeurs dans R.
e Pour tout (P, Q) € R,[X]?,

(PIQ) = / " pWQ@etdt = / QWP = @),

donc (.|.) est symétrique.
e Pour tout (P, Q, R) € R,[X]3, pour tout A € R,

(AP + Q|R) = /0+OO(>\P(t) + Q(t))R(t)e 'dt

+oo
= )\/ P(t)R(t)e "dt + Q(t)R(t)e 'dt (par linéarité de I'intégrale convergente)
0 0

= A(P|R) + (Q|R),

donc (.].) est linéaire a gauche.
e (.|.) est linéaire a gauche et symétrique, donc bilinéaire.
e Pour tout P € R,[X], pour tout t € Ry, P*(t)e”* > 0.

+o0
D’ou, par positivité de 'intégrale (P|P) = / P%(t)e tdt > 0.
0
(.|.) est donc positif.
+oo
e Enfin, pour tout P € R,[X], si (P|P) =0, alors / P?(t)e”'dt = 0.
0

+00
Or t — P2%(t)e”" est continue et positive sur R, et / P?(t)e”'dt converge, donc pour tout t € Ry,
0

P%(t)e™" =0, et donc P%(t) = 0, puis P(t) = 0.

Le polynéme P a donc une infinité de racines (tous les éléments de R, ), donc P = 0.
(.|.) est donc bien défini.

e Conclusion : (.|.) définit donc bien un produit scalaire sur R,,[X].

1.2 - Calcul d’un produit scalaire

+oo
3. (X*1) = thetdt est convergente d’apres la question 1.

0
On effectue une intégration par parties
Posons u(t) = t*, u/(t) = kt*1, v/ (t) = 7, v(t) = —e L.
u et v sont de classe C! sur [0, +o0.
u(t)v(t) = —tke™ 7 0 par croissances comparées.
—+o0
+o0o +o0
Enfin, les deux intégrales / w(t)v' (t)dt et / o' (t)v(t)dt sont convergentes.
0 0
On peut donc intégrer par parties et on a :

—+00 “+00
/ the tdt = [—tFe !> + / kt" e tdt
0 0

“+o0o
=0+ k/ tF e tdt,
0

Par une récurrence simple, on montrerait que, pour tout k € [0,n], (X*|1) = k!.



Partie II - Construction d’une base orthogonale

I1.1 - Propriétés de ’application «
4. e Pour tout P € R,[X], a(P) = XP" + (1 — X)P’ est un polynome.
De plus, comme deg(P’) < deg(P) —1<n—1etdeg(P’)<n-—2,0na
deg(a(P)) < max(deg(X P"),deg((1 — X)P")) <max(l+n—2,14+n—1) <mn,

donc a(P) € R,[X]. On a donc a : R, [X] — R, [X].
e De plus, pour tout (P, Q) € R,[X]?, pour tout A € R,

aAP+Q)=XAP+Q)"+(1-X)AP+Q)
=XWAP"+Q")+(1—-X)\P' + Q') (par linéarité de la dérivation)
—AXP" 4 XQ" M1 - X)P' +(1—-X)Q = NXP"+ (1 - X)P)+(XQ" +(1-X)Q)
= Aa(P) + (@),

donc « est une application linéaire.

a est donc bien un endomorphisme de R,,[X].

5. Pour tout k € [0,n],

a(XF) = X(X®)" + (1 - X)(X" = Xk(k — DX 2 + (1 - X)X = kX 4 B2XFL

Vk € [0,n], a(X*) = —kX" + k2 X L

On a donc
0 1 0 0
0 —1 22
Matq x,. xm (o) = Matq,  x»(a(l),...,a(X")) = 0
: —(n—1) n?
0 «vr ... 0 “n

-----

Sp(a) = Sp (Matq x, . xoy(a)) = {~hlk € [0.n]}.

II.Vecteurs propres de I’application «

On fixe un entier k£ € [0,n].

7. Comme « est un endomorphisme de R, [X] ayant n+1 valeurs propres, toutes ces valeurs propres sont simples.
—Fk est donc valeur propre simple de «, donc dim E_i(a) = dim(ker(a 4 kldg,x))) = 1.

8. & Soit (@) une base de ker(a + kldg,[x]) avec @ # 0.
Notons a le coefficient dominant de @5 (non nul car Q) # 0).

1

Alors P, = —Q)}. est un polynoéme ayant un coefficient dominant égal a 1.
a

De plus, P, = 2Qi € vect(Qy) = ker(o + kldg,[x)), donc

(Oé + klan[X])(Pk) =0« Oé(Pk) +kP.=0< Oé(Pk) = —kP,.

3



Il existe donc bien un polynéme Py € R,,[X], de coefficient dominant égal a 1, vérifiant a(Py) = —kP.
e Supposons qu’il existe un autre polynéme Ry € R, [X], de coefficient dominant égal a 1, vérifiant a(P;) =
—kPy.

1
Alors Ry, € ker(a + kldg, [x)) = vect(Q) = vect (—Qk) = vect(Py), donc il existe A € R tel que Ry = AF;.
a

De plus, les deux polynomes Py et Ry ont le méme coefficient dominant (1), donc A = 1, et, par suite, Ry = Py.
On a donc bien 'unicité.

e Il existe donc bien un unique polynéme Py, € R,,[X], de coefficient dominant égal a 1, vérifiant a(Py) = —kFP.

9. Soit d(k) le degré de Py, avec d(k) € [0,n] car Py est non nul et Py, € R,,[X].
d(k)

11 existe donc (ag, . . ., agw) € R tels que P, = Z a; X" (et agg = 1).
i—0
Alors on a :

d(k)
a(Py) = Zaia(Xi) (par linéarité de «)
i=0

d(k)
=0+ Z a; (—iX"+4°X"7")  (d’apres la question 5)
i=1

d(k) d(k)
=) —ia X+ ait X
=1 1=0

Comme on a par ailleurs «(Fy,) = —kPy (car Py € ker(a+ klIdg,[x])), on obtient, en identifiant les coeflicients
dominants :

ag(p)y=1

donc | Py est de degré d(k) = k.

10. e On a a(1) =0 = —0(1) et le coefficient dominant de 1 est 1, donc, par unicité de Py, on a Py = 1.
eOnaa(X)=—-X+1,donca(X—-1)=aX)—a(l)=—X+1+0=—(X —1), et le coeflicient dominant
de X — 1 est 1, donc, par unicité de P, on a P, = X — 1.

e Le coefficient dominant de X? —4X + 2 est 1 et

(X2 —4X+2) = a(X?) —4a(X)+2a(1) = —2X*+4X —4(— X +1)+0 = —2X*+8X —4 = —2(X?—4X +2),

donc, par unicité de P, on a P, = X2 — 4X + 2.

I1.3 - Orthogonalité de la famille (Fy,..., P,)
Soit (P, Q) € R,[X]?.

11. e Par linéarité de l'intégrale convergente,

+oo +00 +o0
@PIQ) = [P0+ =Pt~ [ e+ Poepe - [ Phee

ol toutes ces intégrales convergent d’apres la question 1.

e Posons u/(t) = tP"(t) + P'(t), u(t) = tP'(t), v(t) = Q(t)e ", v'(t) = Q' (t)e " — Q(t)e "
u et v sont de classe C! sur R,.

u(t)v(t) = tP'(t)Q(t)e* el 0 par croissances comparées.

Enfin, toutes les intégrales convergent (toujours d’apres la question 1).



On peut donc intégrer par parties et on a :
+00 +o0
/ (tP"(t) + P'(t))Q(t)e "dt = [tP'(t)Q( / tP'(t)(Q (t)e " — Q(t)e H)dt
0
=0-0-— / tP'(t)Q (t)e "dt +/ tP'(t)Q(t)e 'dt (par linéarité de l'intég
0
donc
+00 +oo
@PI = [P+ PR - [ o
0 0
+o00
= — / tP'(t)Q' (t)e dt.
0

12. Par symétrie des roles de P et (), on a aussi
+00 “+o00
@@ip =~ [T @wpweta= - [ oo,
0

0

donc, par symétrie du produit scalaire,

((P)|Q) = — / TP OQ (1)etdt = (a(Q)|P) = (Plo(Q)).

13. e Pour tout (i, ) € [0,n]?,

(a(P)|P)) = (—iBi|P;) = —i(P;|F;)
et (a(P)|F;) = (Pla(F))) = (Bl = jF;) = —i(B|F),

donc, d’apres la question 12, —i(P;|P;) = —j(P;|P;), donc (i — j)(F;|P;) = 0, donc, si i # j, on a (B|P;) =0
La famille (F, ..., P,) est donc orthogonale.

Remarque : On pouvait aussi d’apres la question 12, écrire directement que « est un endomorphisme
symétrique et donc que des vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes sont orthogonaux deux-
a-deux.

e De plus, elle est composée de vecteurs non nuls (car le coefficient dominant de ces polynémes vaut 1), donc
cette famille est libre.

Comme elle est libre et composée de n + 1 polynomes de R, [X], espace vectoriel de dimension n + 1, c’est
une base de R, [X].

La famille (P, ..., P,) est donc bien une base orthogonale de R,,[X].

Partie III - Méthode de quadrature de Gauss

+o0
14. Remarquons déja que, pour tout k € [0, n], / the~dt = (1| X") = k! d’apres la question 3.

0
Si un n-uplet (A1, ..., \,) vérifie (x), alors pour tout k € [0,n], en posant P(X) = X* € R,[X], on

doit avoir
4o n n
/ the~tdt = Z Nzt e k= Z P
0 i=1 i=1



Le n-uplet (Ay,...,\,) € R" vérifie donc bien :

1 1 1 A 0!
Ty T Ty, A2 1!
gt ! -l An (n—1)!

1 1 e 1 A1 0!
I T2 cee Tn )\2 1!
DA N sl A O W (n—1)!

n +oo
alors pour tout k£ € [0,n], la ligne k de ce systeme donne Z Nk = k! = / thetdt.
i=1 0

n
D’ou, pour tout polynéome P = Z ap X",
k=0

Zn:)\iP(xz ZZ)\akx —ZakZ)\:p

=1 k=0 1=

+oo M
= Z ak/ the~tdt = / Z apte”'dt (par linéarité de l'intégrale)
k=0

:/0 P(t)e tdt.

On a donc bien (k).

1 1 .. 1
. L1 T2 -t Ip . . .
15. La matrice . . ) est une matrice de Van der Monde, donc inversible car les x; sont
xrlz 1 x’g—l L. xzfl
deux a deux distincts.
1 1 .- 1 M 0!
. T T2 cee I )\2 1! . .
Le systeme ) ) ) ) = ) est donc de Cramer, donc il admet un unique
x? ! xg Lo gnt An (n—1)!
n-uplet solution. D’ou 'unicité de (Aq,. .., \,) vérifiant (x

Probleme 2

Partie 1 :

1. La base B est orthonormée et la matrice de f dans cette base est symétrique donc

’ I’endomorphisme f est symétrique.

2. On trouve facilement y;(X) = (X —4)(X — 1)(X —9). Ainsi, les valeurs propres de f sont
A =1LXA=4X=09.

Ces valeurs propres sont toutes de multiplicité 1 donc tous les sous-espaces propres de f sont de dimension 1.
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. Le calcul donne :

1 0 1
FE; = Vect 0 , FE4=Vect 1 et FE9 = Vect 0
-1 0 1

On remarque que ces sous-espaces propres sont bien deux-a-deux orthogonaux.
1 1
Si 'on pose &’ = —(1,0,—1), e = (0,1,0) et e = —(1,0,1) alors B = (e_f’,e_g)’,e_g’) est une base

V2 V2

A 00 1 00
orthonormée de R? dans laquelle la matrice de f est D = 0 X O0]={(0420
0 0 A3 009

. Soit @ € E, on note ('}, x, 24) ses coordonnées dans la base B'. En utilisant la matrice de f dans cette base,
on obtient f() = (x,4x),924) et puisque B’ est orthonormée, on a

(T, f(@)) = (21)* + 4(ah)* + 9(5)* > 0.

Et enfin, (7, f(W)) =0 <= 2} =ah, =14, =0 < « =0.
Ainsi| f est un endomorphisme défini positif de R3.

. On note P la matrice de passage de B a B'.

1/vV2 0 1/V2
P= 0o 1 0 € 03(R)

—1/v/2 0 1/V2

et D; = de sorte que D = DT.D;.

o O =
o NN O
w o o

On a donc, M = PDPT = PDT.D, P" = (D, P")".D;P* = NT x N avec

1/vV2 0 —1/v2
N =D, PT = 0 2 0
3/V2 0 3/V2

. Pour 7 =1, 2, 3, on note U; le vecteur colonne formé des coordonnées de u. dans la base B.

e Puisque (u_>1, us, 175) est une base orthogonale, si i # j, on a Ul.U; = 0.
e D’autre part, chaque Ul est vecteur propre de f, donc pouri € {1,2,3} il existe ; € R tel que MU; = o,;U;.

Soient 4,5 € {1,2,3} distincts, calculons (g(u}), g(u})).

(NU)T.NU; = UF(NT.NYU; = Ul (MU;) = o;UL.U; = 0.

Ainsi, la famille (g(u}), g(u3), g(u3)) est orthogonale. D’autre part, en tant que produit de matrices inversibles,
N est une matrice inversible, donc g est un isomorphisme (I'image d’une base par g est une base). Par suite
(9(u1), g(u3), g(w})) est une base de R®. Finalement,

(g(u1), g(u3), g(u})) est une base orthogonale de R3.

. Réciproquement, on suppose que (1, us, u3) et (9(u), g(us), g(u})) sont des bases orthogonales de R3. On

adopte les mémes notations que dans la question précédente.

(a) Sii#jona(w,f(u)=UlMU;=(NU)".NU; = (9(a), 9(a3)) = 0.



(b) Prenons par exemple i = 1. (u_{, u, U_)3> est une base orthogonale de R? donc

Vect{uj} = (Vect{u}, u3})" .

Or (uh, f(ul)) = (uh, f(ul)) = 0 donc f(u) € (Vect{u,u3})" . Ainsi, f(ui) € Vect{ul} et comme
u # 0, c’est bien un vecteur propre de f.
Ce raisonnement tient encore pour ¢ = 2 ou 3. On a donc démontré :

(Ul), s, uh ) est une base de vecteurs propres de f.

Partie 2 :
8. C’est un (E) de colle.

e Supposons que A soit définie positive :
Soit A € R une valeur propre de A. Il existe donc X € M, 1(R) non nul tel que AX = AX. Par hypothese
sur A, on a (X, AX) = XT x AX =AXT x X >0. Or X #0 donc X7 x X = || X]]> > 0. Ainsi, A > 0.

e Supposons maintenant que toutes les valeurs propres de A sont strictement positives. Puisque A est
symétrique réelle, elle est diagonalisable en base orthonormale.

A 0
dP € O(n), P'AP = PTAP =D = avec Vi € {1,...,n}, \; > 0.
0 An
Soit alors X € M,,1(R) non nul. On a
Y1
(X, AX) = XT AX = XT.PDPTX =Y'DY avec Y=P'X=1| : | #0.
Yn

Ainsi, (X, AX) = \y? + -+ \y2 > 0. Et donc A est définie positive.

On a bien démontré | A est définie positive <= VA € Sp(4), A > 0.

9. Soit A € M,,(R) une matrice symétrique.

Supposons que 3B € GL,(R), A= B x B. Soit X € M,,1(R) \ {0}. Puisque B est inversible, BX # 0.
(X,AX) = X" AX = XT".B" x BX =||BX|]* > 0.

Ainsi, A est définie positive.

Réciproquement, supposons que A est définie positive.

Puisque A est symétrique réelle, elle est diagonalisable en base orthonormale.

Al 0

3P € O(n), P*AP=PT"AP =D = :
0 An

VA1 0

avec Vi € {1,...,n}, A\; > 0. On pose D; = € GL,(R).

0 Van

On a donc D1.Df = D et A= PDPT = PD,.D{ PT = BT .B avec B = (PD;)". Or P et D, sont inversibles,
donc B l'est aussi.

On a bien démontré | A est définie positive =~ <= 3B € GL,(R), A= BT x B.
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10. Soit A € M,,(R) une matrice symétrique définie positive.
On reprend la construction précédente. Avec les mémes notations, on a

A=PD?P ! =(PD,P 1)? =57

avec S = PD\P~' = PD,PT. On a ST = PDTPT = S donc S est symétrique. De plus, les valeurs propres
de S sont les coefficients diagonaux de D1, c’est-a-dire v/Aq, ..., v/ \,. Elles sont strictement positives donc S
est une matrice symétrique réelle définie positive qui vérifie A = S2.

Montrons que S est unique.
Soit S’ symétrique réelle, définie positive telle que A = S? = (S)2. On montre que S = 5’
Pour cela, on reprend la construction de S et la matrices D et D;.

On note ay, ..., a, les coefficients diagonaux distincts de D (c’est-a-dire Ay, ..., A, sans les doublons).
Alors les coefficients diagonaux de D; sont /aq,...,/a,.
Comme aq,...,a, sont distincts, par interpolation de Lagrange, pour tout bq,...,0b,, il existe un unique

Q € R,_1[X] tel que :
Vl - [[177“]]7 Q(CLZ) = bz

On choisit b; = /a;. On a donc un polynome @ tel que :

VAL 0 QM) 0
b, - _ — QD).
N w 0 QM)

Et en multipliant par P et PT & gauche et a droite, on trouve facilement que S = Q(A).
Ainsi S = Q((S’ )2) est un polynome en S’ donc S et S’ commutent.

Par conséquent, et puisqu’elles sont diagonalisables (th spectral), elles diagonalisent dans une méme base
(c’est un (E3) ).

Il existe donc P € GL,(R) tel que A = P71SP et A’ = P71S'P soient diagonales. En élévant au carré, on
trouve :

A? = P71S?P = PTIAP = PTH(S')?P = (A')%.

De plus, comme S et S’ sont définies positives, les coefficients diagonaux de A et A’ sont positifs. Et par
suite A = A’ ou encore S = 5.
D’otu 'unicité de S.

11. (a) A est inversible, donc d’aprés la question 9, | la matrice AT x A est symétrique et définie positive.

(b) La question 10 donne immédiatement I’existence d’une matrice S € M,,(R) symétrique et définie positive
telle que A x A = S2.

(c) Onpose P=Ax S™!. Calculons PT.P = (Ax STHTAx S~ = (S H)TAT . AS™! = (§T)71528~ 1 =1,
car S est symétrique. Ainsi, ‘ P est une matrice orthogonale. ‘

(d) L’existence de P et S est donc démontrée. Montrons 'unicité de S.
Si A= PS alors AT.A = STPT PS = ST.8 = S2. Donc d’apres la question 10, S est bien unique. Et
puisque P = A x S~ elle est unique également.




Probleme 3
Mines-Ponts PC 2024 maths 2

Un corrigé de G. Gallois

1. La matrice (1) est une matrice de Hadamard d’ordre 1.

— 1
La matrice Hy = (1 1) est une matrice de Hadamard d’ordre 2 car — H5 est orthogonale.

11 /2

2. Soit H une matrice de Hadamard. Je note Ly, --- , L, les lignes de H et C,--- ,C), ses colonnes.

e Soit ¢ € [1,n]. Notons H’' la matrice obtenue par multiplication la ligne L; par —1. Ses coefficients
appartiennent a {—1,1}.

cours : une matrice est orthogonale si et seulement ses lignes forment une BON

1 1 1 1
La matrice %H est orthogonale donc ses lignes <%L1, e ’%Li’ cee —1L ) forment une base

) \/ﬁ n
orthonormée de R™ pour le produit scalaire euclidien usuel.

1 -1
— Ly, —
vn vn

1
matrice TH " est orthogonale donc H' est une matrice de Hadamard.
n
e Soit (4,7) € [1,n]* Notons H” la matrice obtenue en échangeant les lignes L; et L; de H. Les coefficients
de H" sont encore dans {—1,1}.

1
Par conséquent, la famille ( L, --- ,TLn) est une base orthonormée de R™ donc la
n

1 1 1 1
Les lignes de %H", <%L1,~~ ,ﬁLj,~- ,ﬁLi, . ,\/ﬁLn) forment encore une base ortho-

normée donc TH " est une matrice orthogonale donc H” est une matrice de Hadamard.
n
e Pour obtenir les résultats analogues sur les colonnes, on peut faire les méme raisonnements en utilisant
qu’une matrice est orthogonale si et seulement si ses colonnes forment une base orthonormée de M., 1 (R).

On peut aussi remarquer que H est une matrice de Hadamard si et seulement si H”? est une matrice

1 1
de Hadamard (car —H € O(n) si et seulement si — H* € O(n)).
n

vn vn
3. Pour chaque colonne j de H, si hy; = —1, je multiplie la colonne j par —1. On obtient alors une matrice de
Hadamard d’apres la question précédente dont les coefficients de la premiere ligne sont tous égaux a 1.
Supposons que H est une matrice de Hadamard d’ordre n, dont les coefficients de la premiere ligne sont

1
égaux a 1. On a HHT = nl, car — H est orthogonale.
n

NG

Donc le coefficient situé sur la premiere ligne et deuxiéme colonne de HHT vaut 0 :

0= [n[n]m = [HHT] 1,2 = Lng = Z hl,khQ,k = Z h27k car th =1

k=1 k=1

La somme des coefficients sur la ligne 2 de H est donc nulle; il y a autant de coefficients égaux a 1 que de
coefficients égaux a —1 sur les n coeflicients de la ligne 2, donc n est pair.

4. Soit H une matrice de Hadamard d’ordre n > 4.
Commencons par justifier ce qui est demandé :

d’apres la question précédente, on peut construire une matrice H’ a partir de H dont les coefficients de la
premiere ligne sont tous égaux a 1.

On a vu aussi a la question précédente, que la somme des coefficients de la deuxieme ligne vaut 0 : il y a
n/2 coefficients égaux a 1 et n/2 coefficients égaux & —1. Alors en échangeant les colonnes de H', on peut
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regrouper les coefficients de la ligne 2, égaux 1 et ceux égaux & —1 pour obtenir une matrice H” de Hadamard
d’apres la question 2, dont la premiere ligne est constituée de 1 et la deuxiéme composée de n/2 coefficients
égaux a 1 puis n/2 coefficients égaux a —1.

Supposons maintenant que la premiere ligne de H est constituée de 1 et la deuxiéme composée de n/2
coefficients égaux a 1 puis n/2 coefficients égaux a —1.

On a HHT = nl, donc en regardant les coefficients des lignes 1 et 2 de la colonne 3 :

0= [nly] 5= [HH"] ;= LiL5 = 325 highsn = 325 hag
0= [nl]ys = [HH"],, = Ll = 370, hoyhsy = S sk — S Pk

n/2 n
En notant, S; = Zh&k et Sy = Z hs i, on a donc S + Sy =0 et S} — Sy =0dou S =5, =0.

k=1 k=n/2+1
Par conséquent, parmi les n/2 premiers coefficients de la ligne 3 de H, il y a autant de coefficients égaux 1
que de coefficients égaux a -1 donc n/2 est pair, et par conséquent, n est un multiple de 4.

5. f est un endomorphisme symétrique (le programme officiel utilise maintenant le vocabulaire autoadjoint)
donc d’apres le théoreme spectral, il existe une base orthonormée de R”, constituée de vecteurs propres de

f.

6. La famille (eg,--- ,e,) est libre car orthonormée donc dim(7}) =n — k + 1.
De plus, Sy + T}, € R", donc dim (Sy + T}) < n.
On a alors par la formule de Grassman

N N N\

=k =n—k+1 <n
7. Soit x € S, N Ty tel que ||z|| = 1.
n
On décompose x dans Vect (e, -+ ,e,) : © = Zmiei.
i=k
n
La famille (e, - - - ,e,) étant orthonormée, on a 1 = ||z|* = wa
i=k

De plus, par bilinéarité du produit scalaire :

calcul classique a connaitre

(z, f(z)) = <;xi€i>;%ﬂ€j)> = Z T (ii»f(ej)): > w) (e )

k<i,j<
=hI=n =0i,j

n
i=k

>k
n
>N Y 7=\
i—k

Par conséquent,

a , > A
pednax (z, f(®)) > e

8. D’apres la question précédente, pour tout S € m, rSrlna)H( (z, f(z)) > A donc
zelS,||z||=1

min( max (, f(:c))) > A

Semp \z€s,|z]|=1
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De plus, pour S = Vect(ey, - ,ex), pour tout x € S, tel que ||z|| = 1, par un calcul analogue a la question
k

précédente, en décomposant x = E Ti€;, on a :
i=1

k k
(@, f(@) =D ain < Y aihe = Millz] = M

Par conséquent :

pour S = Vect(ey, -+ ,ex) € T, max (z, f(z)) < M\
z€S,||z||=1
D’ou
i <\
min (xeﬁl%ﬁl (w,f(x))) < M
Conclusion :

Ar = min ( max (x,f(x)))

Sem, \ zeS,||z||=1

Supposons M symétrique positive. D’apres le théoréme spectral, il existe D matrice diagonale de M,,(R) et
P € O(n) tel que M = PDPT = PDP~L.

question tres classique a savoir faire
Notons Ay, - -+, A, les coefficients diagonaux de D, qui sont positifs car M est supposée positive.
Je pose A = diag (\/)\_1 R ,\/)\_n) matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont v/\;.
Et je pose B=APT. On a B € M, (R) et

BT'B = PATAPT = PA?PT = PDPT = M

Supposons maintenant que M est symétrique, et admet une unique valeur propre strictement positive A
d’espace propre de dimension 1 et de vecteur propre unitaire wu.

Pour établir I'existence de B € M,,(R) tel que M = \u.u” — BT B il suffit d’apres la premiere partie de la
question de montrer que N = Mu.u’ — M est symétrique positive.

cours : N sym. positive ssi N sym. et Sp(N) C RT
On a NT = Quu™)T — MT = Auu” — M = N donc N est symétrique (et réelle).

Montrons que Sp(N) C R;.
On note Sp(M) = {1, -+, \n} avec Ay = A > 0 et pour tout k € [2,n], A\ < 0.

On considere une base orthonormée

th. spectral appliqué @ M € S,(R) (e, -+ ,e,) de M, 1(R), constituée de vecteurs propres de M o e; = u et
pour tout k € [2,n], Mer = Aex.

on remarque qu’une base de vecteurs propres de M est aussi une base de vecteurs propres de N On a alors en utilisant
Mu = Mu et e, € Vect(u)t pour k € [2,n] :

Nu=0 et Vkec][2,n], Nep = u.u’ep —Meg = —Mer
-0

Donc (u,es, -+ ,e,) est une base de vecteurs propres de N et Sp(N) = {\,—=Xg, -+ ,—=A,} CRT car A > 0
et Ay < 0 pour k € [2,n].
Conclusion : Au.u’ — M est symétrique positive donc il existe B € M,,(R) tel que Au.u” — M = BT B.
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10.

11.

12.

1 1
Par linéarité de la transposée P = [T — — (e.eT)T =1, — —e.el = P donc P est une matrice symétrique.
n n
1 1
De plus, Pe = (In — —e.eT) e=e— —e.e’.e =0 donc pour tout x € Vect(e), Pr = 0.
n n N~

=n

je n'ai pas eu besoin d’établir 1’égalité P? = P dans ma rédaction pour montrer que P est un projecteur, car j’ai directement

calculé Pz pour x € Vect(e) puis pour x € Vect(e)*

1
Et pour tout € Vect(e)t, Pr =2 — —e.¢’ g = x.

"
On en déduit que P est la matrice (dans la base canonique de R") de la projection sur Vect(e)+ parallelement
a Vect(e), c’est & dire la projection orthogonale sur Vect(e)t.

Ona: 2 2 2 2 2
L L
cor = |12 ol | gy |l el
[ | | [ e Y| [
et

MZMA = (x;fx])

1<i,j<n

donc pour tout (4,7) € [1,n]?,
dij = d(Ai, A))" = ||z = 2> = l|zal* + [l | = 2(2s,25) = [CeT], +

i,

[eCT] — 2 [M}My],

’-7
D’ou :
D =Ce" +eCT —2MT My
e OnaD e A, donc D est symétrique et P est aussi symétrique par conséquent,

1 1
T(D)' = —-P'D"P" = ——PDP =T(D)
2 2

Donc T'(D) est une matrice symétrique.
e De plus, en utilisant la décomposition D = Cel + eCT — 2MiMy4, on a :

1
T(D) = -5 <PC e"'P+ Pe CTP — 2PM§MAP> = PMiMsP = (MsP)"MyP
=0 =0 pP=pPT

Donc pour tout X € M,,1(R),
XTT(D)X = XT(MsP)" MsPX = |MsPX|*> >0
Donc T'(D) est positive.
o Et T(D)e= —%PDPe =0 car Pe =0 (cf q10).

Donc T'(D) € Q,,.
Soit A € Q,,. A est symétrique positive donc d’apres la question 9, il existe B € M,,(R) tel que A = BT B.

Notons z; € M,,1(R) les colonnes de B. Alors, on a pour tout (4,7) € [1,n]% a;; = zlx;. On a alors en
utilisant le méme calcul qu’a la question 11 :

[K(A)];,; = [ea],

T B .. P — ..
i -+ [a.e L] —2a;; = a;; + aj; — 20

2y
= ll2ill® + s ll* = 2(xi, 25) = lloi — 251 = d(Ai, Ay)°

ou Ay, ---, A, sont les points de R™ associés aux vecteurs coordonnées 1, - , .
Donc K(A) € A,,.
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Pour tout A € €, en utilisant Pe =0 et eI P = (Pe)T =0 :

1 1 1
ToK(A) = —i(Pe.aTP+Pa.eTP —2PAP) = PAP = (In — —e.eT) A <1n — —e.eT)
v N n n
=0 =0
1 1 1
=A— —Aeel — —celA+ —Qe.eTAe.eT
n n n

=A carde=0cte’A=(4e)' =0

Donc T'o K = Idg, .

Soit D une matrice a coefficients positifs ou nuls et diagonale nulle.

e Supposons D est MDE, c’est a dire D € A,,.

1
D’apres la question 11, —§PDP =T(D) € Q, donc T(D) est positive.

1
e Supposons A = —§PDP positive. Alors A € ,,. Montrons que D € A,,.

1
Remarque : j’ai naturellement envie d’écrire que _§PDP = T(D); en admettant K o T = Ida,,

D=KoT(D)=K(A) avec A € Q,, et on en déduit (Q12) D € A,,. Mais ceci ne tient pas car pour
écrire D = K o T(D) sachant que K oT = Ida,, il faut savoir que D € A, , ce que l'on souhaite

1
démontrer. On va par conséquent devoir montrer que K <—§PDP) =D.

1 1 1 1 1
OnaA=——-PDP=—-(D— =De.el — =c.e"'D+ —c.e’' De.e’ | donc
2 2 n n n?

calcul un peu lourd, il y a probablement une solution plus élégante et rapide pour éviter ce calcul mais je ne l’ai pas

trouvée

n

o 1 1 1
V(i j) € [1,n]?, ai; = ) (di,j 0 Z(di,k + dy. ;) + ) Z dk,e)

k=1 1<k<n

et 'égalité K(A) = e.a” + a.e” — 2A donne : pour tout (4,7) € [1,n]?

[K(A)],; = aii+aj; —2a;;

/[/7.]

n

1 1
= — | i+ dyy =2y — = > (dige+ i + djg+ dij — 2d; s — 24y )
2 N—— n

~ k=1

n

1 1
== (—Qdm - Z (dri — dig + djr — ko))

k=1
=d;; card;, = dy; et d;j, = dj; par symétrie de D

Donc
D =K(A)e A,  dapresla question 12

Soit D une matrice symétrique a coefficients positifs, de diagonale nulle, ayant une unique valeur propre A
strictement positive d’espace propre Vect(e).

1
pour montrer que D est MDE, il suffit de montrer que —§PDP est positive d’apres la question précédente

On utilise le résultat de la question 9 : il existe B € M, (R), tel que D = Xe.e” — BT B.
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Alors pour tout X € M,,1(R), en utilisant X7 Pe.e” PX =0 car Pe =0 :

1 1 1
XTAX = -3 (X"PDPX) = -5 (AX"Pe.e" PX — X"PB"BPX) = 5||BPX||2 >0

1
Ce qui montre que A = —§PDP est positive et donc que D est MDE d’apres la question précédente.

16. Soit D une MDE d’ordre n. Alors pour tout ¢ € [1,n], d;; = d(A;, A;)*> = 0 donc en notant Ay, -+, A, les
valeurs propres de D (réelles car D est symétrique) :

i)\l = tI‘(D) = idm =0
i=1 i=1

17. On utilise la décomposition de la question 11, D = C.e? + e.CT — 2(M4)T M.
Pour tout z € Vect(e)t, efz =0 et 2’e =0 d’'ont

2" Dr = 27C.e’x + 2"e.CTx — 20T (M) Myx = —2||Maz||* <0

18. On applique le théoreme de Courant-Fischer démontré a la question 8, a '’endomorphisme canoniquement
associé¢ a D, f:x+— Dx

An1 = min, (m“ (@, f W)

Donc en prenant S = Vect(e)t € m,_; :

)\n—l S max (J:’ f(.T))
zeVect(e)L||z|=1

Or d’apres la question précédente, pour tout x € Vect(e)t, (z, f(r)) = 2T Dx < 0 d’ot :

A1 < max (x, f(x)) <0
zeVect(e)L,||z|=1

Onadonc A\ <X << \1 <0et Z)"':O (q16). D’ou

=1

Raisonnons par l'absurde et supposons A, = 0. Alors I'égalité > | \; = 0 avec \; < 0, impliquent \; = 0
pour tout ¢ € [1,n] : Sp(D) = {0}. Mais D est diagonalisable (car symétrique réelle), donc D est semblable
a la matrice nulle donc D = 0 ce qui est exclu.

Par conséquent,
A >0 et Vie[l,n—1],\ <0

19. o DT =(UTAU)T =UTATU = UTAU = D donc D est symétrique.

1 1 -1
e On a pour tout (i,7) € [1,n]? u; = —=hi; € —=,— ;.
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1
Pour tout 4, j € [1,n], en utilisant u;; = u;; = —= car les coefficients de la premiere ligne de H sont

vn
Ai

, . . 1
égaux a ljet sii > 2, A\, <0 et ug,up; < — done ug i \ug; > — -
n n

n n
di,j = E Uk, 4 Ak,e Uyp,j = g Uk,i)\kuk,j =\ U ;U715 + E Uk,MiUk,j
~~ S—— ———

1<k l<n —0 st kAt k=1 —1/n k=2 > /n

1 n

1
Et en remarquant que uj , = —
)

di; = 2": Uk i A\p Uk, = %Z A =0
k=1

Donc D est a coefficients positifs et diagonale nulle.

1
e H est une matrice de Hadamard donc U = TH est orthogonale donc D = UTAU = U™'AU. D et A
n

sont semblables donc D et U ont le méme polynome caractéristique :

n

Donc Sp(D) = {1, -+, A} et A\ d’ordre de multiplicité 1 (seule valeur propre ; 0), donc 'espace
propre associé a A\ est de dimension 1.

20. D’apres la question précédente, D est symétrique a coefficients positifs, a diagonale nulle, et ayant une unique

21.

valeur propre strictement positive \;, d’espace propre de dimension 1. Pour pouvoir appliquer le résultat de
la question 15, il ne reste plus qu’a vérifier que De = \je.

A1
Ona D =UTAU =UT U ; d’apres la formule de changement de bases, les colonnes de U”
An
sont des vecteurs propres de D associés aux valeurs propres Ay, - -« , \,.
1
Or la premiere colonne de U7 est = i | = —e d’out De = \e.

v\ ] vn
Conclusion : la matrice D vérifie toutes les conditions de la question 15 donc D est une MDE.

On suit le processus de construction de la matrice D décrit au début de cette partie.
On choisit une matrice de Hadamard, dont les coefficients de la premiere ligne sont égaux a 1 :

11 1 1 5 0 0 0
1 1 -1 -1 0 -1 0 0
H=1 1 57 1 4] @ A=|yg o 2 ¢
111 -1 00 0 -2

1 1
D’apres la question 20, la matrice D = ZHTAH est une MDE; on trouve D = 1

S Oy 0 O
S O O
co DD
S 00 O O
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