PSI 2024-2025
Lycée Chatelet

Devoir non surveillé 16 - Correction

Theme : Variables aléatoires, séries entieres

Exercice 1
E3A PC 2017

a partir d’un corrigé (un peu succinct) de M. Bourgade
1. (a) Vu que la série Y j(j — 1)P(X = j) converge absolument (le temr général est négligeable devant
1/72), le théoreme de transfert affirme que X (X — 1) est d’espérance finie et que

E(X(X —1)) = Zj(j “DP(X =j) =) G ijz)!

=2

+OOA]'
A \2.-A A2
e " = MNe Zj!—)\.

(b) On a X2 = X(X — 1) + X est la somme de deux v.a.r.d. d’espérances finies. Par linéairité de I'esp
I'espérance, X? aussi et :

E(X?)=EX(X-1)+X)=EXX-1)+EX)=\+A
2. Puisque X? est d’espérance finie, le théoréme de transfert donne (réciproque) :
E(X?) =) jP(X =j).
Soit + € N*. On a :

“+o00 “+00
PPX >i) =) P(X =j) <> jP(X =j) <E(X?) =X+
j=i j=i

A2 4+ A
Dou:Vie N P(X >i) < —2’_ . C’est aussi la seconde inégalité de Markov.
i

: : 1 : . - ,
Comme la série de Riemann ) — converge, il en est de méme pour la série Y P (X > i).
i

Uiyt A

= - donc :
U k k +14+1

3. (a) Onawu;, > 0et

. Ui41,k
lim — =0<1.
1—+00 u’i,k

Ainsi, par la regle de D’Alembert, la série Z u; 1, converge pour tout k € N*.
i>1

A\’ A A
(b) Ona0 < w;y < (E) . Ainsi, pour £ > Aona0 < T < 1 et la série géométrique de raison Z converge.

—+00 “+o00
D’ou pour toute constante /' > A et pour tout entier £ > K, ona: R, = Zulk < Z T
=n 1=n

1



4. (a) Soit un entier k tel que £ > A. On a :

400 400 i
A k
P(X > k) ZIP’ <1+ AZ ul_k,k> P(X = k) < <k) P(X = k) = -~ P(X = k)
i=k+1 =0
Si on a de plus £ > 2\, alors :
k
PX>k)=PX>k)-—PX=k) < <m—1>]P’(X:k‘) <P(X =k).

(b) Comme k& >12>2) ona:

iOP(X > i) —ioﬂb(x > k) < iOIP’(X—k) < iop(x—j) =P(Q) = 1.

(c) Comme X est une variable aléatoire a valeurs dans N, dans le cas général, on a E(X) = Z P(X >1).

+oo
Et donc Y P(X > i) =E(X) +P(X > 0) = E(X) + 1.
i=0
5. (a) Une étude triviale des variations de la fonction réelle définie par f(¢t) = e™* + ¢ — 1 montre qu’elle
est a valeurs positives. On pouvait aussi utiliser la convexité de la fonction exponentielle. D’otu :
VteR, 1 —-t<e
(b) Soit k€ {0, 1,..., n}.On a:

—1
n ! n
(k) :W:?H
=0
(c) Soit k€{0, 1,..., n}.On a:

k n—k k Ak
PY = k) = (Z) s (1 _ i) < X etk g-2mk) _ €AY sk

nk Bl . k k-1 k
l n 1 , n

H (1 n) < 7 &XP ( - @) = Hexp(—a(n, k)) .
: i=0 ‘ '

nk n ~ k! k!
ekak
(d) Soit & > 2X + 1. Alors f(n,k, ) < 0 et par suite P(Y = k) < s P(X =k)
n n . —A)\k
(€) Soit k>22+1.0na: 3 P(Y =)< 3 P(X=j)<P(X >k <P(X=Fk) ="
=kt =kt k!

Exercice 2
CCINP PC 2022
a partir d’un corrigé de B. Groux
Partie I - Etude de la longueur de la premiére série

1. D’apres le cours :

Ve €] —1,1], Zm




. D’apres le cours, la somme d’une série entiere de la variable réelle est de classe C* sur l'intervalle ou-
vert de convergence et les dérivées successives s’obtiennent en dérivant terme a terme. En particulier, soit

1
x €]—1,1[. La série de terme général kz*~!, k € N*, converge de somme ﬁ En multipliant par x et en
—x
+oo
constatant que le terme d’indice k£ = 0 est nul, on en conclut que |la série Z ka* converge et qu’on a Z ka® =
k>0 k=0

. Soit k € N*. L’événement (L; = k) est réalisé si et seulement si la premiere série est de longueur k,
c’est-a-dire les k premiers lancers donnent le méme résultat et le (k + 1)-ieme lancer donne un résultat
différent. On a donc

(Li=k)=(FPN---NP.NF)UF1N---NEN Pryq) |-

. Soit k € N*. Les évenements P, N --- N P, N Fyq et FyN--- N Fp N Pyyq étant incompatibles, on a
P(Li=k)=P(PN---NEBNFe1)+P(FiN---NFN Pryq) -

Par indépendance des lancers, on a alors

1 1 2
P(Ly =k)=P(P) x ... x P(Py) X P(Fgp1) + P(F1) X ... Xx P(F}) X P(Pyyq) = ST + et = kT

d'ott |P(L, = k) =27%|,

. Par définition, la variable aléatoire L; prend ses valeurs dans N. La série de terme général P(L, = k),
+o0 +oo
1
k € N, converge donc de somme 1. On a alors P(L; = 0) = 1 — ZIP)(Ll =k =1- 22_1’“. Or, =
k=1 k=1 2
appartient a U'intervalle | — 1, 1] donc, d’apres la question 1, on a

) 2/ 211 7
k=1 2

k=0

On a ainsi |[P(L; =0) =0}

k
1
. D’apres la question 4, pour tout k € N*, on a kP(Ly = k) =k (5) . Cette égalité est aussi valable lorsque

N |—=

1\*
k = 0. Or, d’apres la question 2, la série Z k (§> converge de somme —=—— = £ = 2. En particulier,

1\2
k>0 1-3)
la série de terme général kP(L; = k), k € N, converge donc, par positivité, converge absolument de
somme 2, ce qui signifie que :

NP

L; admet une espérance donnée par F(L;) = 2.

Ainsi, en moyenne, la premiere série dans la suite de lancers est de longueur 2.

On aurait aussi pu utiliser le vocabulaire des familles sommables pour la rédaction de cette question.



Partie IT - Etude du nombre de séries

7. La variable aléatoire /N représente le nombre de séries apparues en un lancer, elle ne peut donc prendre

10.

que la valeur 1. Donc N; = 1 (égalité de fonctions).
La variable aléatoire N, représente le nombre de séries apparues lors des deux premiers lancers, elle prend

donc la valeur 1 si les 2 premiers lancers donnent le méme résultat, la valeur 2 s’ils donnent des résultats
différents. Ny(2) = {1,2} et on a

(PLNPy) +P(F N Fy) (incompatibilité)

P

P(P)P(P) + P(F1)P(F3) (indépendance)
1 1

2 2

1 1 1
2 2 2
. . 1
On a donc nécessairement P(No =2) =1—-P(Ny, =1) = 3"

En conclusion,

Nj suit la loi certaine de valeur 1 ‘ et | Ny suit la loi uniforme sur {1;2} |.

Soit m € N*. Au cours des n premiers lancers, au moins une série apparait (celle contenant le résultat du
premier lancer) et, au maximum, n séries apparaissent (car chaque série contient au moins un résultat).

N.(Q) =[1,n].

Soit n € N* et soit k € [1,n + 1]. Si 'évenement P, N P, est réalisé et si le nombre de séries dans les
n + 1 premiers lancers est k, alors le n-ieme et le (n + 1)-ieéme lancers donnent le méme résultat, donc ils
sont tous les deux dans la derniere série observée et on a N, = k = N,11.

On a par le méme raisonnement l'inclusion inverse et donc 1’égalité d’évenements :

(Noy1=k)NP, NP1 =(N,=k)NP,N Py

Puisque les évenements (N,, = k) et P, sont indépendants du (n + 1)-iéme lancer, on en déduit que

P((Nusr = k) 1 Pa) Paa) = B((N = £) 1 P)B(Pass) = P(No = F) N Py) |

Soit n € N*. Les évenements P, N P11, F, N F,11, F, N P,1 et P, N F, 1 décrivent les quatre résultats
possibles pour les n-ieme et (n + 1)-ieme lancers. Ils sont donc deux & deux incompatibles et ont pour
réunion I’évenement certain, formant ainsi un systeme complet d’évenements.

Soit k € [1,n + 1]. D’apres la formule des probabilités totales, on a donc

P(Nn+1 = k) - ]P)((NnJrl == l{}) N Pn N Pn+1) + P((NnJrl - k') N Fn N Fn+1)
+P(Np1 = k) N F N Poga) + P((Npr = k) N Py N Fyyg)

— %P((Nn =k)NP,)+ %]P’((Nn =k)NFE,)

1 1
+ EP((Nn =k—-1)NFE,)+ §P((Nn =k—1)NPF,) (question 9)
1 1
= §IP>((Nn =k)N(P,UFE,))+ §IP((Nn =k—-1)N(P,UFE,)) (incompatibilité)
. 1 1
d'0tt [P(Noy1 = k) = 5P(Ny = k) + 5P(No = k= 1) |




11.

12.

13.

14.

Soient n € N* et x € R. D’apres la question 10, on a

Grir(#) = 3 P(Noiy = k) = 3 (h@(Nn — B+ %P(Nn . 1)) 2

2
k=1 k=1
1 n+1 n+1
:EZ]P’(N k)" + 5 ) PN, =k —1)
k=1 k=1

n+1 n
Or, on a P(N,, =n+1) = 0 donc ZIP’(N,L = k)" = Z]P’(Nn = k)z" = G, (). Par ailleurs, en effectuant

un changement d’indice dans la seconde somme, et puisque P(V,, = 0) = 0, on obtient

n+1
Z]P(N—k—lx—ZIP’ —jx]+1—xZIP’ j)r? = 2G,(x)
k=1
1 1+x
car P(N,, = 0) = 0. On en conclut qu'on a|Vzr € R, G,41(z) = §G (x) + mG (x) = 5 Gn(x) |

Soit # € R (fixé). La suite (G, (2))nen+ est géométrique de raison et de premier terme Gi(x) = z.

1 n—1
On a donc, pour tout n € N*, |G, (z) =« ( —;—x) )

Soit n € N*. La somme définissant &,, étant finie, la fonction G,, est dérivable sur R donc en 1 et, d’apres

le cours, | N,, admet une espérance égale a G/ (1) |.

D’apres la question 12, pour tout x € R, on a

G (z) = (1‘2“”) 1+w.(n—1).%.(1;x)n_2

-1 1
donc, en particulier, on a G/,(1) = 14+ 5 = n—2|— . En conclusion, on a|Vn € N*, E(N,) = G,,(1) =

n—+1
5 |

Soit n € N*. On rappelle que la variable aléatoire N,, prend ses valeurs dans I’ensemble [[1 n].

La fonction G, est polynomiale sur R. Par définition, pour tout = € R, on a G, ( Z P(N,
Par ailleurs, d’apres la question 12, pour tout x € R, on a

n—1 n—1—k n—1 n
B n—1\ rz\k (1 B n—1\ 1 ;. n—1\ 1
m)_‘”;( k ><2> (2) - 0( k )inl’ _Z(k—l)inx'

k=1

e
I

Par unicité des coefficients d’une fonction polynomiale sur un intervalle,

1 [(n—1
Vk € [1,n], P(N, = k) :W<Z_1>




