
PSI 2024-2025
Lycée Châtelet

Devoir non surveillé 13
Consignes de travail

Ces vacances de Nöel sont une première étape de révision dans l’année. Certains devront uniquement porter
leurs efforts sur le cours, d’autres, dont les connaissances sont plus assurées, pourront traiter le devoir facultatif
et quelques exercices proposés en ligne.

• Revoir tout son cours depuis le début de l’année, faire éventuellement des fiches. Refaire les exemples en
attachant de l’importance à la rédaction.

• Revoir tous les (E) et (D) de colles (correspondant à son niveau), faire ou compléter son cahier.

• Revoir ses copies de DS/DNS et comprendre ses erreurs (faire des fiches ou un cahier des erreurs).

• Revoir son cours de MPSI/PCSI et le Vade Mecum sur les probabilités et variables aléatoires (sauf les théorèmes
d’approximation Markov et Bienaymé-Tchebychev).

• Revoir ses exercices de TD.

Mercredi 8 janvier : giga-DS d’entrâınement type CCINP commun à tous et qui portera sur tout.

Pour travailler sans travailler :
Lire avec attention les pages 13 et 14 (sur 139) du rapport de jury Centrale PSI 2024 qui est en ligne sur le site
du concours. Inutile d’avoir connaissance du sujet (sauf peut-être pour une remarque).

Ce qui suit est facultatif

Il s’agit du sujet Centrale PC 2024 Mathématiques 2.
Au lieu d’utiliser un corrigé, il vous sera bien plus profitable de consulter le rapport de jury disponible en
ligne sur le site du concours Centrale.

Notations
Dans ce problème, on introduit la notion de produit infini et on l’utilise pour obtenir diverses propriétés.

— La partie I permet d’obtenir des résultats qui seront utilisés dans tout le problème.

— La partie II étudie quelques exemples de calcul de produit infini, dont celui de Wallis, et donne par ailleurs
une illustration en probabilités.

— La partie III permet de montrer, sous certaines conditions, la continuité ou le caractère C1 d’une fonction
définie par un produit infini de fonctions.

— La partie IV a pour but d’exprimer la fonction sinus sous forme de produit infini et, en s’appuyant sur la
partie III, d’en tirer quelques conséquences.

— Enfin, la partie V étudie la fonction Γ. Elle utilise quelques résultats des parties I, III et IV.

Pour t ∈ R, on note ⌊t⌋ la partie entière de t.
Soit p ∈ N et (un)n⩾p une suite de nombres réels. On pose pour tout n ∈ N tel que n ⩾ p,

Pn =
n∏

k=p

uk.

On dit que la suite (Pn)n⩾p est la suite des produits partiels du produit infini
∏
n⩾p

un.

Si la suite (Pn)n⩾p converge, on dit que sa limite est la valeur du produit infini et on pose :

+∞∏
k=p

uk = lim
n→+∞

Pn.
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2 EXEMPLES DE CALCUL DE PRODUIT INFINI

1 Résultats préliminaires

1.A – Soit n ∈ N⋆

Q 1. Montrer que, pour tout (x1, . . . , xn) ∈ Rn,∣∣∣∣∣
(

n∏
k=1

(1 + xk)

)
− 1

∣∣∣∣∣ ⩽
(

n∏
k=1

(1 + |xk|)

)
− 1.

Q 2. Montrer que, pour tout (x1, . . . , xn) ∈ [−1,+∞[n,
n∏

k=1

(1 + xk) ⩽ exp

(
n∑

k=1

xk

)
.

1.B – Soit z ∈ C. Pour tout n ∈ N⋆, on pose

un =
(
1 +

z

n

)n
.

Le but de cette sous-partie est de montrer que la suite (un)n∈N converge vers ez.

Q 3. Montrer que, pour tout t ∈ C,
|(1 + t)− et| ⩽ |t|2e|t|

Q 4. Soit (a, b) ∈ C2 et n ∈ N⋆. On note M = max{|a|, |b|}.
Montrer que |an − bn| ⩽ nMn−1|a− b|.

Q 5. Montrer que, pour tout n ∈ N⋆,
∣∣∣(1 + z

n

)n
− ez

∣∣∣ ⩽ |z|2

n
e|z|.

Q 6. Conclure que la suite (un)n∈N⋆ converge vers ez.

2 Exemples de calcul de produit infini

2.A –

Q 7. Calculer
+∞∏
n=2

(
1− 1

n2

)
et

+∞∏
n=2

(
1 +

(−1)n+1

n

)
.

On pourra, pour tout N ⩾ 2, établir une expression de
N∏

n=2

(
1− 1

n2

)
et

2N∏
n=2

(
1 +

(−1)n+1

n

)
.

2.B – Pour tout n ∈ N, on pose

Wn =

∫ π

2

0

(cosu)n du.

Q 8. Montrer que, pour tout n ∈ N, (n+ 2)Wn+2 = (n+ 1)Wn et en déduire que, pour tout n ∈ N,

W2n+1 =
22n(n!)2

(2n+ 1)!

Q 9. Déterminer un équivalent de la suite (W2n+1)n∈N et en déduire
+∞∏
n=1

(
1 +

1

4n2 − 1

)
.

2.C – On considère (Ω,A,P) un espace probabilisé et (An)n∈N une suite d’événements indépendants tels que la

série numérique
∑
n⩾0

P(An) diverge.

Q 10. Soit n ∈ N. Montrer que
+∞∏
p=n

(1− P(Ap)) = 0.

On pourra utiliser l’inégalité démontrée en Q 2.

Q 11. En déduire que P
( ⋂

n∈N

⋃
p⩾n

Ap

)
= 1.
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3 ETUDE D’UNE FONCTION DÉFINIE PAR UN PRODUIT INFINI

3 Etude d’une fonction définie par un produit infini

On considère dans cette partie :

— a et b deux réels tels que a < b et le segment S = [a, b].

— (fn)n⩾1 une suite de fonctions définies sur S à valeurs dans ]− 1,+∞[.

— Pour tout n ∈ N⋆ et x ∈ S :

Pn(x) =
n∏

k=1

(1 + fk(x)), Qn(x) =
n∏

k=1

(1 + |fk(x)|), et sous conditions d’existence Rn(x) =
+∞∑

k=n+1

|fk(x)|.

3.A – On suppose dans cette sous-partie que (fn)n⩾1 est une suite de fonctions continues sur S et que la série
de fonctions

∑
n⩾1 |fn] converge uniformément sur S vers la fonction R0.

Q 12. Montrer qu’il existe M ∈ R⋆
+ tel que, pour tout x ∈ S et n ∈ N⋆,

Qn+1(x)−Qn(x) ⩽ eM |fn+1(x)|.

Q 13. Montrer que, pour tout x ∈ S et n ∈ N⋆,

|Pn+1(x)− Pn(x)| ⩽ Qn+1(x)−Qn(x).

Q 14. En déduire que la suite de fonctions (Pn)n∈N⋆ converge uniformément sur S vers la fonction P définie sur
S par :

P :


S → R

x 7→
+∞∏
n=1

(1 + fn(x))

Q 15. Montrer que la fonction P est continue et ne s’annule pas sur S.

3.B – Pour tout x ∈ R⋆
+, on pose f(x) =

+∞∏
n=1

(
1− e−nx2

)
.

Q 16. Montrer que f est définie et continue sur R⋆
+.

Q 17. Dresser le tableau de variations de f sur R⋆
+ puis calculer les limites de f en 0 et en +∞.

3.C – On suppose dans cette sous-partie que (fn)n⩾1 est une suite de fonctions de classe C1 sur S telle que :

— la série de fonctions
∑
n⩾1

|fn] converge uniformément sur S.

— la série de fonctions
∑
n⩾1

f ′
n

1 + fn
converge uniformément sur S.

Q 18. Montrer que, pour tout n ∈ N⋆ et x ∈ S,

P ′
n(x) = Pn(x)

n∑
k=1

f ′
k(x)

1 + fk(x)
.

Q 19. En déduire que la fonction

P :


S → R

x 7→
+∞∏
n=1

(1 + fn(x))

est de classe C1 sur S et que

∀x ∈ S, P ′(x)

P (x)
=

+∞∑
n=1

f ′
n(x)

1 + fn(x)
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4 EXPRESSION DE LA FONCTION SINUS COMME PRODUIT INFINI

4 Expression de la fonction sinus comme produit infini

4.A – Pour tout n ∈ N, on pose

Pn(X) =
1

2i

((
1 +

iX

2n+ 1

)2n+1

−
(
1− iX

2n+ 1

)2n+1
)
.

Dans les questions Q20 à Q23, on fixe un entier naturel n.

Q 20. Montrer que Pn est un polynôme de degré 2n+ 1.

Q 21. Pour tout ∈ [[0, 2n]], on note xk = (2n + 1) tan

(
kπ

2n+ 1

)
. Montrer que l’ensemble des racines de Pn est

{xk | k ∈ [[0, 2n]]}.
Q 22. En déduire qu’il existe λ ∈ C tel que

Pn(X) = λX

n∏
j=1

(
1− X2

x2
j

)
.

Q 23. En calculant P ′
n(0), montrer que :

Pn(X) = X
n∏

j=1

(
1− X2

x2
j

)
.

Q 24. Montrer que la suite de fonctions (Pn)n∈N converge simplement sur R vers la fonction sinus.

4.B – Dans cette sous-partie, on fixe un réel x et on considère la suite de fonctions (vk)k∈N⋆ de R+ dans R
définie par :

∀k ∈ N⋆, vk :



R+ → R

t 7→


x

k∏
j=1

1− x2(
tan
(

jπ
2⌊t⌋+1

)
(2⌊t⌋+ 1)

)2
 si t ⩾ k

P⌊t⌋(x) si t < k.

Q 25. Montrer que, pour tout t ∈ R+ et k ∈ N tel que k ⩾ 2,

|vk(t)− vk−1(t)| ⩽
x2

k2π2
|vk−1(t)|.

Q 26. Montrer que, pour tout t ∈ R+ et k ∈ N⋆,

|vk(t)| ⩽ |x| exp

(
k∑

j=1

x2

(jπ)2

)
.

Q 27. En déduire que la série de fonctions
∑
k⩾2

(vk − vk−1) converge uniformément sur R+.

Q 28. Calculer, pour tout k ∈ N⋆, lim
t→+∞

vk(t) et, pour tout t ∈ R+, lim
k→+∞

vk(t).

Q 29. En déduire que :

sin(x) = x

+∞∏
j=1

(
1− x2

(jπ)2

)
.
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5 AUTOUR DE LA FONCTION Γ

4.C –

Q 30. Montrer que, pour tout x ∈
[
−π

2
,
π

2

]
− {0},

cos(x)

sin(x)
=

1

x
−

+∞∑
j=1

2x

(jπ)2 − x2
.

Q 31. En déduire que
+∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
.

On pourra dans un premier temps déterminer lim
x→0

x cos(x)− sin(x)

x2 sin(x)
.

5 Autour de la fonction Γ

5.A – Pour tout x ∈ R⋆
+, on pose

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−t dt.

Q 32. Montrer que Γ est une fonction définie et continue sur R⋆
+.

Pour tout n ∈ N⋆ et tout x ∈ R⋆
+, on pose

gn(x) =

∫ 1

0

ux−1(1− u)n du.

Q 33. Montrer que, pour tout n ∈ N⋆ et tout x ∈ R⋆
+,

gn(x) =
n!

n∏
k=0

(x+ k)

Q 34. Montrer que, pour tout x ∈ R⋆
+,

lim
n→+∞

∫ n

0

tx−1

(
1− t

n

)n

dt = Γ(x).

Q 35. En déduire que, pour tout x ∈ R⋆
+, Γ(x) = lim

n→+∞

nxn!
n∏

k=0

(x+ k)

.

5.B –

Q 36. Soit x ∈]0, 1[. Montrer que Γ(x)Γ(1− x) =
π

sin(πx)
.

5.C –

Q 37. Montrer qu’il existe γ ∈ R tel que
n∑

k=1

1

k
=

n→+∞
lnn+ γ + o(1).

Q 38. En déduire que, pour tout x ∈ R⋆
+,

Γ(x) =
e−γx

x

+∞∏
n=1

e
x
n

(
1 +

x

n

)−1

.
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