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Préliminaire

Question 0. La série de Riemann définissant ((x) converge si et seulement si z > 1, donc

| L'ensemble de définition de la fonction ¢ est 1, +ool. |

Partie I

Pour tout n € N*, on définit la fonction u, de R’ dans R par :

Ve >0, un(x):£—1n<1+%).

n

Question 1.1.

1.1.1. Par concavité de la fonction In, j'ai : V¢ > 0, Int <t —1, d’ou, avec t =1+ T,
n

| VneN* | Vo >0, u,(z) > 0. |

I.1.2. Du développement limité de ¢ — In(1 + ¢) en 0, je déduis, pour x > 0 fixé :

x x 1 [a\2 1 . 7
w1+ 0) =53 () +nﬁm(ﬁ) dott un(@) ~ 55

il en résulte, par comparaison a une série de Riemann, que la série numérique »_ u,(x) converge, cela pour tout
x > 0, autrement dit :

’ La série de fonctions de terme général u,, converge simplement sur |0, +oo|. ‘

+00
Dans toute la suite du probleme, Z u,, est notée S et v désigne la valeur de S(1).
n=1

Question 1.2.

I.2.1. Les fonctions u, sont de classe C! sur [a, b], avec

1 1 N T b
Vxe[a,b],u;(x):E—n+$ d’on |u;($)|:m§—




b
Or, la série numérique E — converge. Ainsi, la série de fonctions ) u;, converge normalement sur [a,b]; a
n

fortiori, elle converge uniformément sur tout segment de [a,b]; comme je viens de voir que > u, converge
simplement sur [a, 8], je peuX appliquer le théoreme de dérivation terme a terme d’une série de fonctions : S est

dérivable sur [a, b] (et S" = Zu . En particulier

| S est dérivable sur [a, b]. |

1.2.2. Le résultat précédent est établi pour tout couple (a,b) tel que 0 < a < b; par conséquent :

n n-+x

ds (11
S est dérivable sur |0, +oof et : Vo >0 , %(x) = g (— — )

Question 1.3.
Par définition des u,, j’ai :

Zun(l):Z%—Z In(n +1 lnn):Z%—ln(p%—l)

n=1 n=1 n=1

d’ot, puisque v = S(1),

Z——lnp V—Zun ) +In(p+1) —Inp —S5(1 Zu" +ln(1+119)’

n=1
qui tend vers 0 lorsque p tend vers l'infini, puisque S(1 Z u,(1). Autrement dit :
"1
Z— =Inp+y+ o (1).
— n p—+00

Question 1.4.
1.4.1. Fixons p € N* et x > 0; jai

r+1 r+1 x T
Vne[1,p], u(z+1) —u,(z) = " —1n<1—|— " )—ﬁ+1n<1+5>

1
= ——Inn+z+1)+In(n+2)

n
En sommant, il reste apres 'hécatombe :
p p 1
n 1) —u, = — +In(1 —1 1 .
nZl(u (v +1) = un()) ;n+n( +2) ~In(p+ 1+ 2)

1.4.2.S0it x > 0 fixé; j’ai pour p € N*, d’apres les résultats précédents :

Zun(x+1)—2un(x) =lnp+~v+ o (1)+In(l1+z)—In(p+1+2x)

p——+o0

1
:fy+ln(1+x)—ln<1+ +$>+ o (1),

p p—+o00



d’ou, par unicité de la limite lorsque p tend vers Uinfini : S(z + 1) — S(z) = v + In(1 4 z), autrement dit :

(Vz>0, S(z+1)=5)+7+ (1l +x) |

Question 5.

Soit ¢ la fonction définie de R dans R telle que :

Ve >0, p(x) = ——
x
1.5.1. Soit = > 0; d’apres le résultat précédent,
1
plx+1) = e (—v(@z+ 1)+ S(z+1))

1

= exp (—v(z + 1) + S(z) + v+ In(z + 1))

r+1

1

= 1P (—vz + S(x)) exp (In(z + 1))

= exp (—73: + S(m)) ,

soit :

(V2 >0, p(z+1) =zp(x). ]

I.5.2. Nous avons vu que S était dérivable sur |0, +o00], donc, exp étant dérivable sur R, en vertu des théoremes
opératoires classiques :

| ¢ est dérivable sur ]0, +00l. |

J’applique les formules de dérivation d’un produit et d’une fonction composée :

1

Ve >0, ¢(z) = — 5 eXp (—yz + S(z)) + ! (= + S'(z)) exp (—yz + S(x)) ,

xz

soit

Vo >0, ¢(z) = (—i — S’(x)) ().

Comme S(1) =+, j’ai (1) = 1; de plus, d’apres 2.2.,

S'(1) = 1i i L1 Cim (11— ) =1
~ pooo - n n+1 ~ poe p+1) 7

d’ou finalement :

[ Y1) =—.]

Question 1.6.
Soient n > 1 et z > 0, j’ai par définition de ¢, :

Inp,(z) = xlnn—i—Zlnk—lnx — Zln(x—l—k)
k=1 k=1

= :clnn—Zln (1—}—%) —Inxz
k=1

n n T
= xlnn+2un(aﬂ)—zﬁ—lnx
k=1 k=1
n n 1
- Zun(x)—x( E—lnn)—lnx
k=1 k=1



D’ou, par définition de S et grace au 3.,

| Vz >0, In (p,(2)) tend vers S(z) — xy — Inz quand n tend vers +oo.

Question 1.7.

p xz/n
Pour p € N*, on note 7, = H (le+ x)

I.7.1. Soient p € N* et z > 0; 7, est dans R™ et

n=1

p p p
Inr, = Z% - 2“1 (1 + %) - 2un(x>p:>m5(x).

n=1

D’ou, par continuité de la fonction exp :

| La suite (m,),>1 converge vers L(z) = exp S(x). |

1.7.2. Alors, par définition méme de ¢ :

L
Ve >0, p(x) = %exp(—:m/).
Partie II

+oo
Soit I" la fonction de la variable réelle x définie par : I'(z) = / t"te~ldt.
0

Question II.1.

I1.1.1. Pour z réel, la fonction f, : t — t*te~* est continue sur ]0, +oo|, & valeurs strictement positives et

fx(t)wt% et thx(t)H_ﬁooO donc f.(t) O <1>

t—0 t—too \ 12

Par conséquent, par comparaison aux intégrales de Riemann, f, est intégrable sur |0, 1] si et seulement si 1—z < 1
(c’est-a-dire = > 0) et f, est intégrable sur [1, +oo[ pour tout x. Par conséquent :

| L’ensemble de définition de la fonction T est 0, +0c]. |

oo t=T
IL.1.2. F(l):/ e'dt = lim [—e™]

T—+o00 t=0 T—+o00

I1.1.3. Soient > 0 et a,b tels que 0 < a < b; j’integre par parties sur le segment [a,b] :

b b
x/ t*le~tdt = [txe_t}tib +/ t*e~tdt.
t=a
a a

Comme z > 0, j'obtiens, a la limite pour a — 0 et b — +o00 : 2['(x) = T'(z + 1), soit :

(Vo >0, T(z+1) =T (). |

Question II.2.




Pour n entier naturel > 1, on définit la fonction g, de R dans R par :

t n
(1——) si 0<t<n,
t — n

0 si t>n

I1.2.1. Par concavité de la fonction exp, j'ai : Vx € R, expxr > 1+ x; d’ ou, avec v = —t :

|VE>0, exp(—t) > 1—t.|

Soient alors t > 0 et n > 1; 81t > n, g,(t) = 0 et j’ai bien 0 < g¢,(t) < exp(—t); je suppose maintenant
0 <t < n, je peux appliquer le résultat ci-dessus a t/n et j'utilise la croissance de x — 2™ sur R* :

n n

t t t\"
0<1-——<exp (——> dou 0< (1 — —) < exp(—t).
n

Ainsi :

[(Vt>0,Vn>1,0<gu(t) < exp(—t). |

I1.2.2. Soit = > 0 fixé; f,, : t = t*"1g,(¢) est nulle sur [n, +o00o[, continue sur |0, n|, avec f,(t) e
%

comparaison & une intégrale de Riemann (1 —x < 1), f, est intégrable sur |0, 4+o00[, avec :

—+oo n t n
fn(t)dt = / <1 - —) " Ldt.
0 0 n

J’applique alors le théoréme de convergence dominée a la suite de fonction (f,,), sur 'intervalle |0, +o0] : les f,, sont
continue par morceaux sur ]0,4oo[, la suite (f,) converge simplement sur ]0,4oco[ vers
[t — t*texp(—t); en effet, pour ¢t > 0 fixé, j’ai t < n pour n assez grand (précisément pour n > t!)
et "
t
Vn>t, fult) = (1 — —) " — exp(—t)t" !
n

n—-+o00

(l—i) :exp<nln<1—£>) et nln(1—£> ~ —t
n n n /) n—+oo

f est continue sur |0, +o0[, il ne reste qu’a vérifier I'hypotheése de domination. Or, d’apres la question précédente,
j’ai

car

VE>0,Vn>1, |f.(0)] < F(D),

qui ne dépend pas de n et enfin, d’apres le 1.1., f est intégrable sur |0, +-00[; le théoreme de convergence dominée
me permet alors de conclure que
+oo
t)dt — / f(t)

0 n—-+00

Ve >0, lim [ (1 — E) t"tdt = T'(x).
n—-+4oo n

autrement dit :

Question 3.

Pour tout entier naturel n > 1, on définit la fonction I,, de R dans R par :

I.(z) = /01(1 — )"t



I1.3.1. Pour tout réel x, la fonction ¢ — (1 — #)"t*~! est continue sur ]0, 1], & valeurs positives, équivalente &

t— s au voisinage de 0, donc intégrable sur ]0, 1] si et seulement si > 0.

| L’ensemble de définition de la fonction I, est J0, +-o00[. |

I1.3.2. Soient x > 0 et € € |0, 1[; j’effectue le changement de variable u = t/n sur le segment [e, 1] :

1 n n CC—]. n n
t t 1 1 t

/ (1 —u)"u* du = / (1 — —) S—dt = — (1 _ _) =1
€ ne n nr- n n* ne n

A la limite pour ¢ tendant vers 0, j'obtiens :

n t n
Ve>0,Vn>1, / <1 — —> t*dt = n"I,(z).

n

I1.3.3. De méme, pour x > 0 et n > 2, j'integre par parties sur [, 1] :

/:(1 — )"t = {(1 - t)"ﬁ] o + 2 /:(1 — )" dt

T ). T

Pour ¢ tendant vers 0, comme x > 0, j'obtiens

L(z) = g wot(z+ 1),

Par une récurrence immédiate, il vient, compte tenu du fait que la relation ci-dessus reste correcte pour n = 1
(en étendant la définition de I, a Ij) :

n! n!

I"@):x(a:+1)...($+n—1)10($+n):95(33+1)-~(”5+”)

et donc, d’apres 3.2. :

/on (1 B %)n’fm_ld’f e 17;?.!@ Ty ol

Dans la partie 1., on a déterminé la limite de (ln gpn(x)) , qui donne, par continuité de la fonction exp, ¢, (z) njoo o(x)

finalement, grace au 2.2., par unicité de la limite :

| Vz >0, [(z) = p(x). |

Partie I11

+oo 4

o
Dans toute cette partie, 2 € ]0, 1[. On rappelle que pour tout a € R, on a e* = g —
n!
n=0

Question III.1.
La fonction h : t — exp(—t)In®t est continue sur 0, +o0o], & valeurs positives et, d’aprés les croissances comparées

des fonctions usuelles, j’ai
1 1
ht) = +30 (%) et h(t) = t%0+oo (t_2) ’

donc, par comparaison aux intégrales de Riemann, h est intégrable sur |0, 1] et sur [1, +oo] :

+oo
./ exp(—t)In t dt existe.

6



Question III.2.
Soit n € N. On définit les fonctions :

n

v, de R dans R par : Vt > 0, v,(t) = x_' In"(t) e”*
n!

u

et T,, de |1, +oo[ dans R par : Vu > 1, T,(u) = / vy (t)dt.

1/u

1
I11.2.1. Soit u > 1 fixé. J’ai, pour n € N et t € {u, —], Int| <Inwuet e’ <1, dou
u

z"(Inu)"
sup |v,| < —
] n!
Tu
. . . . (zlnu)" . :
or la série numérique (z et u étant fixés) E ~———— converge (série exponentielle, de somme exp(z Inu)). Par
n!
consequent :
- . .y 1
La série de fonctions de terme général v,, converge normalement sur |—, u|.
u

o . : . 1
I11.2.2. A fortiori, la série de fonctions ) v, converge uniformément sur {u,— , d’ou, grace au théoreme
u

d’intégration terme a terme sur un segment :

Yu>1, an(u) = //u (fvn(t)> dt.

Question III1.3.

On pose, pour n € N :
n 1 n 400
x x
a, = —/ |In"(t)] e7tdt et b, = —/ In"™(t) e 'dt.
n! Jo n! Ji

I11.3.1. Pour tout n de N, 'existence de a,, et b, se justifie comme celle de I'intégrale du 1., et

" 400
Ay + by, = —/ exp(—t)|Int|"dt
n! Jo
d’otu, par linéarité de l'intégrale, pour p € N,
p 400 p n
r|Int
Z(an +by) < / exp(—t) Mdt.
n=0 0 n=0 G
, o - oo (@)
Or, pour tout t > 0, x étant fixé, la série numérique de terme général — est convergente, de somme
n

exp(z|Int]); comme elle est & termes positifs, ses sommes partielles sont majorées par sa somme, d’ott

P
Int})™
Vit >0 exp(—t) Z M < exp(—t)exp(z|Int|) = exp(—t + x| Int|).
n!
n=0
exp(—t) 1
Pour ¢t € ]0,1], exp(—t + z|Int|) = exp(—t —zlnt) = ——= ~ et,

[Ad t—0+ t7



1
pour t > 1, exp(—t + z|Int|) = exp(—t + zlnt) = t*exp(—t) = o (=
t—too \ 2
J’en déduis, par comparaison aux intégrales de Riemann, que la fonction ¢ — exp(—t + z|Int|) est intégrable
sur |0, +00[, d’ou finalement, par croissance de l'intégrale :

p +o0
Vp >0, Z(an +b,) < [ exp(—t + z|Int|)dt

n=0

IT1.3.2. J'ai, pour tout u > 1, |T,,(u)| < a, + b,, d’'ou sup |T,| < a, + b,. Or je viens de voir que la suite des
J1,+00]
sommes partielles de la série numérique de terme général a,, + b, est majorée. Comme cette série est a termes

positifs, il en résulte qu’elle converge et, par conséquent :

’ La série de fonctions de terme général T,, converge normalement sur |1, 4o00. ‘

Question III.4.

" = 2 (Int)"
IT1.4.1. Par définition, I'(1 + z) = [ t* exp(—t)dt, ou, pour tout ¢t > 0 : t* = exp(xInt) = Z r (r? ) '
n!
n=0

Ainsi :

va €0, 1], T(1 + ) = foo (f Z—Texp(—t)(lnt)”) dt.

n=0

IT1.4.2. Autrement dit, d’apres 2.2., I'(1 + ) = lim ZT . Or, je viens de voir que la série de fonctions

u——+00
+00
> T, converge uniformément sur |1,+o00[; comme par ailleurs, pour tout n, T, (u) — v, (t)dt (car v,
uU—>+00

est intégrable sur |0, +o0[), le théoreme de la double limite s’applique : la série numérique de terme général

+oo
‘/ v, (t)dt converge et

S 2 Tl =2 B, Tl
Autrement dit :
X n +o0
Veelo, 1], I'(1+2) = x_' (/ exp(—t)(lnt)”dt).
n!
n=0

Question III.5.
II1.5.1. D’apres les questions 2.2. et 5.2. de la partie 1, j’ai

' (x) = (—é—wg (%— nix)) (),

soit, puisque ¢ = I' d’apres la derniere question de la partie 2 :
dl’

dﬁ(()) 7__+Z(H_n+x)

Par ailleurs, pour tout n > 1, puisque j’ai = € ]0, 1], j’ai
x

n

——’ < 1 et je connais la série géométrique de raison
n

zl'—

R}

8



d’ou

1 1 1 1 & L — hr1 T
- - = _1 k’_ — +1
k=0 k=1
soit, d’apres le résultat précédent

dl’ (2) o e

dx -y 1 + Z (=1 T

['(x) nk+l

n=1 k=1

I11.5.2. [’énoncé m’autorise a admettre que

n=

soit, en réindexant et en changeant le nom de la variable :

(¢
vVt € ]0,1[ , (>:———’y+z Yotk =Le(

Soit € € ]0,1[; en intégrant sur le segment [, x|, j’obtiens, sachant que I' est a valeurs strictement positives :

o0 k
e x
D)= = —Inz 4 Ine — vz + Z(—nk? (k).
k=2
L’intégration terme a terme de la série est justifiée, du fait qu’il s’agit de la fonction somme d’une série entiere
k 2
de rayon de convergence au moins égal a 1 — car ‘(—1)’“% < % pour tout k > 2 — et que 'on integre sur

un segment inclus dans l'intervalle ouvert de convergence de cette série entiere, ou elle converge normalement.
J’ai donc :

In (xF( = —vyr + Z ) +In <5F( ))

cela pour tout € de |0, 1[; or el'(e) = T'(1 + ¢) —O>I‘(1) = 1, puisque I" = ¢ est continue en 1 (on a vu dans la
e—

partie 1 qu’elle était dérivable sur |0, +oc[). A la limite, lorsque € tend vers 0, j’obtiens donc

Inl(1+z)= —7934—2

soit, en appliquant la fonction exp :

Vo €]0,1[ , T(1+z) = exp (—vx + Z(—1)k"”"—; (k)) :

I11.5.3. La formule de Taylor, appliquée a la somme de la série entiere évoquée ci-dessus, me donne

Sty = Par i o @)

2 z—0

d’ou



Par ailleurs, j’ai vu au 4.2. que

o] —+00

Vo e]0,1], F(l—l—x)zz/\nx” ou VneN, /\n:/ exp(—t)(

n=0 0
Ainsi, la série entiere Y A\,z™ a un rayon de convergence au moins égal a 1, sa fonction somme admet en 0 le
développement limité \g + A1z + Aox? + o(2?). D’oll, par unicité de ce développement limité :
2
+ ((2
=1, \=—7, )\ZZPYTC()-

2
En particulier, sachant que ((2) = 5

2

+oo T
/ exp(—t)In®tdt =2 + e

10



