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PC/PSI
Lycée Chatelet

Vade Mecum 2023/2024

Nous présentons ici quelques points de cours et de savoir-faire qu’il nous semble essentiel de maitriser tout au long de ’année, et
qui pourront faire I'objet de thémes de révision en colle.
Mais attention, ces rappels ne sauraient se substituer a une connaissance précise de I’ensemble du cours de premiere année.

Une connaissance précise du cours est essentielle a la fois pour aborder les exercices les plus simples, mais aussi pour rédiger avec
rigueur des raisonnements plus abstraits. Chacun d’entre vous doit savoir énoncer exactement une définition, un théoreme. ..

En témoignent ces quelques extraits de rapports de jury...

e E3A 2021 PC et PSI : < Nous avons été dégus par le trop grand nombre d’étudiants qui ne maitrisent pas les notions
de base d’algebre linéaire, d’analyse et qui espérent venir a bout du sujet grace a des recettes toutes faites.

Dans certaines copies on trouve beaucoup trop d’abréviations CVU, CVS, CSTP (comparaison de séries a termes positifs)
voire des symboles mathématiques en guise d’abréviation...

La rédaction est souvent inadmissible : les fleches (voir rien du tout) remplacent les phrases, les résultats ne sont pas
encadrés, les théorémes ont des noms aléatoires (lorsqu’ils en ont).

Nous demandons, dans la rédaction des exercices constituant du sujet, Tigueur et justification des résultats proposés en
utilisant le cours : ainsi, nous encourageons les candidats a rédiger le plus proprement, correctement et rigoureusement
possible leurs copies sans forcément chercher a tout traiter de facon superficielle. >

e CCINP 2021 PSI : < Rappelons que le sujet de mathématiques est écrit pour évaluer les compétences des candidats sur
une large partie du programme de PSI. Parmi ces compétences sont systématiquement évaluées :
- la connaissance précise des énoncés et démonstrations des résultats du cours et la capacité a les appliquer;
- la qualité d’exposition d’un argument, la rigueur;
- la présentation de la copie.
S’il est important de mentionner a nouveau que dans l’ensemble les copies sont bien présentées, les questions numérotées,
les résultats mis en évidence et les conclusions rédigées, il est tout aussi important de souligner que la rédaction manque
trop souvent de rigueur et de précision. Des arguments sont absents, les hypothéses des résultats utilisés ne sont pas
toujours vérifiées et les conclusions sont données trop rapidement. Il ne suffit pas d’affirmer la conclusion, il faut prouver
les affirmations. >

e CCINP 2021 PC : <« L’objectif d’une épreuve de mathématiques ne se résume pas d évaluer les capacités calculatoires
des candidats. Ces derniers doivent également préter attention a la présentation de leurs raisonnements avec une rédaction
précise. Lorsqu’un candidat souhaite utiliser un résultat du cours, il se doit de citer et de vérifier soigneusement toutes ses
hypothéses. >

e CCINP 2021 PC : <« La rigueur et le formalisme ne sont pas facultatifs en probabilité. Il ne faut pas confondre un
évenement avec sa probabilité. De plus, pour utiliser la formule des probabilités totales, il est nécessaire de citer un systéme
complet d’événements. >

e Centrale 2020 PSI : <« Le jury invite les futurs candidats a mettre avant tout laccent sur l'apprentissage du cours.
Les exercices de base ne sont pas a négliger, mais ne doivent pas étre confondus avec le cours : il est bon de savoir quand

n
les intégrales de Bertrand convergent ou que (1 + ) ne converge pas vers 1, mais cela ne dispense pas de savoir le
n

démontrer.

Nous les engageons a privilégier la qualité sur la quantité, dans la présentation et surtout dans la précision de ’argumen-
tation. Les candidats qui avancent dans un sujet de maniere presque linéaire, en donnant tous les arguments importants,
qui signalent honnétement les manques ou les incohérences de leurs propositions ont toujours d’excellentes notes. >

e Centrale 2021 PC : <« La différence entre les copies se fait essentiellement sur les points suivants, indicatifs du niveau
de soin et de discipline pratiqué par les candidats dans leurs raisonnements :
- la connaissance précise du cours;
- le niveau de rigueur dans la connaissance et le maniement des notions;
- Uefficacité la ténacité et la précision dans les calculs. >
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Theme 1

Coeflicients binomiaux

Définition |

n
Soient n € N et p € [0,n]. On note ( ) (et on dit < p parmi n ») le nombre de fagons de choisir p éléments parmi n donnés.

11 est souvent utile d’étendre cette définition et de poser <n> = 0 lorsque p ¢ [0, n].
p

De cette définition, découlent les premieres propriétés suivantes.

~——— Proposition | \

Soient n € N et p € [0,n].

n n
e Puisqu’il revient au méme de choisir un ensemble, ou de choisir son complémentaire, on a : ( ) = ( )
p n—p
e On peut compter le nombre de parties & p+ 1 éléments de [1,n+ 1], en distinguant celles qui contiennent n+ 1 et les autres.

On obtient la formule de Pascal :
i) = (3 + ()
= + .
p+1 p+1 P

e Par récurrence, et en utilisant la formule de Pascal, on montrerait la formule de Fermat :

<n> nl n-(n—1)-(n—p+1)

p

pln—p)! p!

Grace a la formule de Pascal, on peut construire le triangle de Pascal sous I'une ou 'autre forme :

y
n 01 2 3 4 |15]|6
0 1
1 11
2 1]2 1
3 13 3 1
4 114 6 +4 1
5 15| 10 =10|| 5 |1
6 106 15 20 1561
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
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Par récurrence, et en utilisant la formule de Pascal, on montrerait les deux propositions suivantes.

/—[Proposition (Formules du binéme de Newton) |

Soit n € N. . .
e Pour tous a,b € C, on a (a+b)" = Z (Z) akpnh = Z (Z) a" ko,
k=0 k=0
e Pour toutes A, B € M,,(C) telles que| AB=BA |ona (A+ B)" = Z ") akpn—k = Z ") an—k Bk,
k k
k=0 k=0
Par exemple, si A et B sont des matrices commutantes, alors
(A+B)? = A*xB°+3.A2xB'+3.A' xB?>+ A3 x B°
= A3+3.A4°B+3.AB*+B?
/—[Proposition (Formule de Leibniz)}
Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle I de R et a valeurs dans K =R ou C.
Si f et g sont de classe C™ sur I, alors fg (produit) l'est aussi et 'on a :
" /n " /n
(fxg)™=3" (k> [Pyt =S <k> U,
k=0 k=0
ott f(*) désigne la dérivée k-eme de f avec f(O) = f.
Par exemple, si f et g sont de classe C3, alors
(fxg)® = fO) x g0 £ 372 x g £ 31 x g 4 f(0) x 4

— f///g+3fllg/+3f/g/l+fg/ll




Theme 2

Trigonométrie, nombres complexes et
polynomes

2.1 Rappels

On oriente R? par la base canonique (4, j ). Pour le produit scalaire usuel, cette base est donc orthonormée directe.
Soit M un point du cercle de centre O et de rayon 1. On note z une mesure de angle (7 ,0OM). On a :

B cotan(x) }E_,.f
sin x| / cos(x| = abscisse de M
M tan(x)
::‘: sin(x) = ordonnée de M
, 11
cos(x) A R
! tan(x) = AH
cotan|x| = ﬁ
Valeurs remarquables :
T T T T
f 0 6 1 2 2
1 2
sin(@) | 0 h v2ov3 1
2 2 2
V3 V2 1
0 1 — — — 0
cos(0) 5 5
V3ol
tan(6 0 —_— = 1 V3 non défini
) =7
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2.2 Le formulaire (a connaitre)

Proposition (Formules de développement)

Pour tous a et b dans R, on a : Pour tous a et b dans R tels que a £+ b, a,b ¢ { + k, kEZ} ona:
e cos(a+ b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) tan(a) + tan(b)
> elo=l) s emEel) ) o tan(a+b) = T ) tan(d)
e sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) tan(a) — tan(b)
. sm(a —b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b) o tan(a—b) = 1 + tan(a) tan(b)

Dans le cas particulier oi @ = b = x, on obtient (& connaitre absolument!) :

Proposition (Formules de duplication)

Pour tout x dans R, on a : Et si z,2z ¢ {g +km, ke 2}7 on a :
e cos(2x) = cos?(z) — sin®(x) _ 2tan(x)
= 2cos?(z) — 1 * tan(2z) = 1 — tan?(x)
=1 — 2sin®(z)
e sin(2x) = 2sin(z) cos(z)
Proposition
Pour tout x dans R, on a :
0
o cos?(z) = % e 2cos? (2> =1+ cos(d)
.y 1 — cos(2z) Ou encore avec 0 = 2z : 0
o sin’(z) = 2 e 2sin? (2) =1— cos(f)
in(2
e sin(x)cos(z) = sm(2 2)

Idée : Losque 'expression /1 + x ou v 1 — x apparait dans une intégrale, on pourra essayer d’effectuer le changement de variable
x = cos(f) (un carré apparait sous la racine).

2.3 Les relations a savoir retrouver rapidement
Il faut savoir rapidement, en ajoutant deux des formules d’addition, retrouver les relations suivantes.
Proposition (Formules de linéarisation)
Pour tous a et b dans R, on a : e cos(a)cos(b) = % (cos(a + b) 4 cos(a — b))
e sin(a)sin(b) = —% (cos(a + b) — cos(a — b))

e sin(a) cos(b) = % (sin(a + b) + sin(a — b))

pta et b= p—q7 onaa+b=peta—0b=qetlaproposition suivante.

Dans ces relations, en posant a =

Proposition (Formules de factorisation)

Pour tous p et ¢ dans R, on a :

5 o) o= cuslle)) = D (T) cos (1’2_‘1) e sin(p) + sin(q) = 2sin (p;q) cos (p;q>
e cos(p) — cos(q) = —2sin (p ; q) sin (p ; q) e sin(p) —sin(q) = 2cos (T) sin (p;q>
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Enfin, pour calculer des intégrales de fractions rationnelles en cos et sin, on pourra utiliser :

Proposition |

Siz e R~ {m+2km, k€Z}, on poset=tan (g) . La ou elles ont un sens, on a les égalités :
1—¢2 . 2t 2t
cos(x) = i1 sin(x) = T et tan(z) = T
2.4 Linéarisations
On rappelle les deux énoncés suivants.
,—[Proposition (Formule de Moivre) | \

Pour tout # € R, on a :

(ew)n o (cos(@) + z'sin(@))n = ™% = cos(nh) + isin(nd).

"

/—[Proposition (Formules d’Euler)

Pour tout # € R, on a :

0 | a—if 0 _ o—if
cos(f) = % et sin(f) = %
i

"

On a parfois besoin de linéariser des expressions du type cos™(z), sin?(z) ou encore cos™(x) sin? (), par exemple pour en chercher
des primitives, ou encore des développements en série entiere (PC/PSI).
On peut pour cela :

(1) utiliser le formulaire.

ou

(2) exprimer cos™(z), sin?(x) ou cos™(z)sin”(z) en partant des formules d’Euler, développer complétement en utilisant la
formule du binéme de Newton, et enfin regrouper les termes e’* et e~"* pour faire apparaitre des termes cos(kz) ou
sin(kx).

Exemple simple : Linéarisons cos?(z)sin(x) en utilisant les deux pistes évoquées ci-dessus.

(1) cos?(z)sin(z) = cos?(x)cos(x)sin(z) = ;1(1+cos(2x))sin(2x)

1 1 1 1
= 7 sin(2z) + 1 cos(2z) sin(2z) = 1 sin(2z) + 3 sin(4x)

ou
3 : _ 1 T —ix 3 T —ix _ 1 i3z T —ix —13x T —ix
(2) cos®(x)sin(z) = QTi(e +e ) (e —e ) = ZTi(e +3e" +3e " +e )(e —e )
1. . . . 4
_ 2_i(ez4a: + (3 _ 1)ez2a: 4 (1 o 3)e—z2w _ e—z4x + (3 _ 3)61093)
11 i4x 4z idx i4x 1. :
= 52—((e —e" )+ 2(e" —e )) = §(51n(4w)+2sm(2x))
{2
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2.5 Meéthode de ’arc moitié

On est parfois amené & factoriser des expressions du type e 4 ¢’ par exemple pour en déterminer le module et I’argument, ou
pour en déterminer la partie réelle et la partie imaginaire. On retiendra la <« méthode > plutot que le résultat lui-méme.

v 12 s ; ., Pt+q
L’idée est de considérer 'angle moitié

. . ipta
et de factoriser ’expression par €'z .

+ - _
Onadon0p2u+u _pbtqg p—gq

t q = , et les propriétés algébriques de la fonction exponentielle complexe, nous
permettent de faire apparaitre les formules d’Euler.

Proposition
Pour tout p,q € R, on a : Pour tout t € R, on a :
; : p+q p—q _;p—q pP—q iptq ; it ot it t it
e e’ 4 el =¢'2 (e’z +ez2)=2cos — ez 01+e”=e‘2(e Z2—|—ez2)=2cos 3 e'z
o P — it = i3 (e"% - e_i%;q) = 2isin (p; q) ettt o1 —cit =¢is (e_ié - ei%) = —2isin (;) el

2.6 Racines n-iemes de ’unité

On sait que tout nombre complexe z non nul s’écrit de maniere unique sous la forme z = pe'? o p est un réel strictement positif
et 0 est défini modulo 27.

Soit n un entier naturel. Les racines n-iemes de I'unité sont les solutions de 1’équation :

z" = 1.

Il est évident 0 n’est pas solution. Soit z un nombre complexe non nul et p > 0, € R tels que z = pe’?. On a les équivalences
suivantes.

(fim/n
2 =1 = prem? =1=1¢"" < <
p" = 1( car p™ > 0) (Rinfo
<~ et
nf = 0[27]
2/ N 1= 2i0m/n
p=1 (car p>0) =
— et o
Jk € Z, nd =0+ 2knw
p=1 ¥ 2n-)in/n
et 7
= P
2%k p
Fez, §="" 2
n

Et comme 'exponentielle complexe est 2im-périodique, on peut démontrer que cette derniere condition équivaut a :

p=1
et

Jeeo,n-1], o= 2"
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Et finalement :

~——— Proposition

e Pour tout z € C, on a :

.

<~

dkeo,n—1], z=e

n—1

e On a aussi la décomposition en facteurs irréductibles dans C : X" —1 = H (X

k=0

2ikm
n

Casoun=3:

2
En maths, on note j le complexe : exp (ZEW

On a les propriétés suivantes (& retenir!).

o z2=1ssiz=1o0ujouj?
o X°—1=(X-1)(X—j)(X-j?)
X4 X +1=(X - )X -3

10

B(3)

)
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Polynomes

3.1 Divisibilité

— Déﬁnition\}

Soit P(X) € K[X].
e On dit que Q € K[X] divise P (ou est un diviseur de P) si il existe U € K[X] tel que P =U x Q.
On note Q|P.
e On dit que @ est un multiple de P si P est un diviseur de Q.
On note P.K[X] I’ensemble des multiples de P.

/—[Proposition (Division euclidienne)}

Soient A, B € K[X] avec B # 0.
Il existe un unique (Q, R) € K[X]? tel que

A=BQ+R avec deg(R) < deg(B).

Q est appelé le quotient et R le reste de la division euclidienne de A par B.

"

3.2 Racines

/—[ Proposition\}

Soit P € K[X] un polynéme non nul et n € N*. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(1) P(a)=P'(a)=---=P" N@)=0 et PM(a)#0.
(2) 3Q€KIX], P(X) = (X —a)"Q(X) et Qa)#0.

Lorsqu’elles sont vérifiées, on dit que a est racine d’ordre n de P.

~——— Proposition |

Soit P € K[X] un polynéme non nul et ay,...,a, des réels distincts.

e On a I’équivalence suivante.
n

ai,...,a, racines de P < H(X —a;) divise P(X).
k=1

e Siay,...,a, sont racines de P et si deg(P) = n alors P(X) = A H(X — a;) ol A est le coefficient dominant de P.
k=1

e Un polynéme P non nul a au plus deg(P) racines distinctes.

~—— Définition |

Un polynéme P € K[X] non constant est scindé dans K, s’il peut s’écrire sous la forme :

P(X):)\H(X—ak) avec A, ai,...,a, € K et n = deg(P).
k=1

11
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On conviendra que les polynémes constants sont aussi scindés.

Cette définition dépend du corps sur lequel on se place. Ainsi par exemple P(X) = X2 +1 = (X —i)(X +1) n’est pas scindé sur
R, mais il ’est sur C.

Dans cette définition, les racines aq, ..., a, ne sont pas nécessairement distinctes. Si besoin, on peut écrire :
q
P(X) = A]J(X = b))
Jj=1

ol by, ...,b, sont les racines distinctes de P, et my, ..., m;,_ sont leurs multiplicités respectives.

Proposition (Théoréme de D’Alembert-Gauss)

Tout polynéme non constant de C[X] admet au moins une racine, et par conséquent tout polynéme de C[X] est scindé.

3.3 Relations entre les coefficients et les racines
Pour trouver les relations entre les coefficients et les racines d’un polynéme P(X), on écrit (c’est toujours possible dans C[X]) :

n
P(X)=ap X"+ + a1 X +ao=A[[(X - a).
k=1
On développe le produit, puis on identifie les coefficients.
Il faut connaitre les résultats suivants.

Proposition

e Si P(X)=aX?+ X+ avec a # 0 et si ar, ay sont ses racines, on a: s =a; +ay = — et p = ajay = 2,
e e
Avec ces notations on a donc :
P(X)=0a(X —a1)(X —az) = a(X?% - sX +p).
n
e SiPX)=a, X"+ - +a1 X +ap=ay, H(X —a;) avec ay, ..., Gy les racines de P(X) répétées avec multiplicité et

k=1
avec a, # 0, alors on a :

S:a1_|_...+an:—an_l et p=a1><"'><an:(_1)n%'
an Qn
Et donc : "
P(X) = an[[(X-a) = anX"+ - + X +ao
k=1

= an<X”f(a1+~~~+an)X"’1+~'+(—1)”(a1><~~><an)> = an<X”st"’1+-~'+(—l)”p)

3.4 Méthode de Horner pour I’évaluation polynomiale

3.4.1 Motivation

Posons P = a,X? + a,—1 XP7 '+ + a1 X! + apX?. On évalue le polynome en z i.e. on calcule P(zp) :

— Cotut pour le calcul tres naif i.e. codé avec deux boucles imbriquées
une boucle for (externe) pour la somme
et
une boucle for (interne) pour le calcul de chaque puissance :

’opération:\ + \ X ‘
o [~ [~ 3]
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— Cotut pour le calcul naif i.e. codé avec une seule boucle for a la fois
pour la somme

et

pour les puissances grace a une variable auxiliaire stockant la puissance précédente

’opération:\ + \ X ‘

|

cout : \wp\pr‘

3.4.2 Principe de la méthode sur un exemple de degré < 4

e Le polynome P(X) = ay X* + a3 X3 + a2 X2 + a1 X + ag soit encore P(X) = X*as + X3a3 + X2%as + Xay + ag

peut s’écrire successivement :

P(X) =X {X3%as + X?a3 + X'az + a1} + ao
P(X)= X{X [X2a4 + Xlaz + ag} —|—a1} + ag
P(X)=X{X[X (X'as+a3) +az] +a1}+ao
P(X)=X{X[X (X {as) +a3) +az] +a1}+ao
e Pour calculer, on empilera successivement les évaluations en xq de :
0
X.O+<a4>
X <Cl4> + a3

X(X(a4> +(13) +a2
X[X (X {aq) +a3) +az] +a1
X{X[X (X (as) +a3) +az] +a1}+ao

e Chaque ligne, sauf la premiere compte 1 multiplication et 1 addition
soit en tout :
5 multiplications et 5 additions
contre resp.
15 multiplications et 5 additions pour le calcul tres naif

et

9 multiplications et 5 additions pour le calcul naif

3.4.3 Le théoréme

Enoncé
Proposition
P ap = ap
Pour P = Zaka, on pose : et
k=0 pour k allant de p —1 & 0, g = g X qr+1 + ak
P(z0) = qo
et
On a alors : p—1
Q= quX k est le quotient de la division euclidienne de P par X — z
k=0

En conséquence, lorsque le diviseur est scindé, on peut par applications successives de la méthode précédente trouver reste et
quotient de la division euclidienne par ce diviseur.

Cout

Cott pour le calcul de P(xg) selon la méthode de Horner codé conformément au tableau précédent :

’opération:\ + \ X ‘

|

cout : \Np\wp‘

13
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Code pour la méthode de Horner :

Voici une implémentation récursive de la méthode de Horner. Un polynéme est codé par la liste de ces coefficients, du coefficient

dominant & celui en X° en notant 0 pour un coefficient nul.

Voici une implémentation récursive de la méthode de Horner.

def horner_rec_00(P,

x0) :

>>> hormner_rec_00([1, 1,

166

nnon

if len(P) =
return

else:

0

0:

3,

return hormer_rec_00(P[:-1],

11, 8)

x0) *x0+P[-1]

100

102

103

104

105

107

108

Expliquer pourquoi ce code est maladroit en Python. (Ind : songer que Uinstruction L[start : stop] crée une nouvelle liste)

3.4.4 Disposition pratique de la méthode sous forme d’un tableau sur un exemple :

Par exemple avec P = 3X% + 5X + 4 et 29 = 2, on cherche, conformément & 1’énoncé, les scalaires g3, q2,q1,90 dans cet ordre, mais par
commodité d’exposition et d’initialisation on pose g4 =0

on met en place le tableau suivant :

~+coeff : 3 0 5 4
2xgk =...1 N\ N\ \ ¢
| ot | @u=0] | as= ] | =] | o= ] | a0 =
on calcule et on place en suivant les fléches : 2 X g4 =0 puis gz =2 x qu +3 =3
~+coeff : 3 0 5 4
2xqr =..7 0 ¢ hY h Y
| ot | au=0] | 3=3 | | =] | o= | @ =
on calcule et on place en suivant les fléches : 2 X g3 =6 puis g2 =2 x g3 +0=16
~+coeff : 3 0 5 4
2xqe =...7 0 N\ 6 N\ h N\
| et | au=0] | as=3 ] | 22=6 | | o= | | w=
on calcule et on place en suivant les fleches : 2 X go =12 puis 1 =2 X g2 +5 =17
~+coeff : 3 0 5 4
2x gy =...T 0 AW 6 AW 12 AW N
’ qe T ‘(]4:0‘ ‘ g3 =3 ‘ ‘ g2 =6 ‘ ‘Q1:17‘ ‘ go =
on calcule et on place en suivant les fléches : 2 X g1 = 34 puis o =2 X g1 +4 = 38
~+coeff : 3 0 5 4
2xqy =...T 0 AW 6 AW 12 AW 34 Ny
| et [ a=0] | =3 | | =6 | [ =17 | | a0 =38

AINSI on a P(2) =38
MAIS AUSSI P = (X —2)(3X2+6X 4+ 17) + 38

14




Theme 4

Généralités sur les fonctions numériques

4.1 Propriétés des fonctions numériques

Définition (Parité)
Soit f : D — K une fonction définie sur une partie D de R et a valeurs dans K =R ou C.

e On dit que f est paire si pour tout = dans D, —x est aussi un élément de D et : f(—x) = f(x)
Dans ce cas, le graphe de f est symétrique par rapport a 'axe (Oy).

e On dit que f est impaire si pour tout z dans D, —x est aussi un élément de D et : f(—z) = —f(x).
Dans ce cas, le graphe de f est symétrique par rapport au point O.
Définition (Périodicité)
Soit f : D — K une fonction définie sur une partie D de R et a valeurs dans K = R ou C. Soit 7" > 0.
On dit que f est T-périodique si :

VeeR, ze€D<«<—zx+T€D
et
Vee D, f(z)=f(x+T)

Dans ce cas, le graphe de f est invariant par la translation de vecteur Ti

Définition (Monotonie)

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I et a valeurs dans R.

(1.a) On dit que f est croissante si pour tout x,y dans I on a :
vy = f(@)=f(y).
(1.b) On dit que f est strictement croissante si pour tout x,y dans I on a :
x>y = f(z)> f(y)
(2.a) On dit que f est décroissante si pour tout =,y dans I on a :
vy = f(2) < fy)
(2.b) On dit que f est strictement croissante si pour tout =,y dans I on a :
>y = f(z) <f(y)
On peut aussi obtenir les variations d’une fonction f en étudiant le signe de sa dérivée... du moins quand elle existe.

Cette méthode est souvent privilégiée par les étudiants, et pourtant, un retour a la définition est parfois bien plus simple! On s’en
convaincra en étudiant les exemples suivants.
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+oo
Exemple 1 : On détermine ’ensemble de définition de la fonction ¢ : z — Z —. On a les équivalences suivantes.
n
n=1

z€D: <= ((x) existe

Riemann

1
<= la série Z — converge <— r>1
nﬂ?
Et donc | D¢ =]1, +o0].

On étudie alors la monotonie de ¢ sur |1, +oo].

1
Soient z,y €]1, +-o0] tels que z < y. Puisque — < 1, pour tout n € N*, on a — > =
n n nt
N N
Et donc pour tout N € N*, on a : — > —.
n=1 n® n=1 n¥

Puisque z,y €]1, +o0], les deux membres de I'inégalité admettent une limite finie quand N tend vers +o0o0. On peut donc passer
a la limite dans cette inégalité. On obtient :

—&-oo1 +001
(@) =30 = Xy =W

Et donc | la fonction ¢ est décroissante sur |1, +oo]. ‘

On pourrait de la méme maniere, étudier la monotonie d’une fonction définie par une intégrale sans passer par la dérivation.

Exemple 2 : Pour montrer qu'une fonction n’est pas croissante, il faut utiliser la négation de (1.a).
Ainsi, avec les notations précédentes, f n’est pas croissante sur I si Pon trouve un contre-exemple a Paffirmation (1.a), c’est-a-dire
si Pon peut trouver z et y dans I tels que x < y et f(x) > f(y).

™ s s i
Par exemple, 5 et 7 sont deux éléments de [0, 7] qui vérifient 5 < m, et pourtant :

sin (g) =1 > 0 = sin(n).

Et donc la fonction sin n’est pas croissante sur [0, 7],

Définition (Caractére borné)

Soit f : D — K une fonction définie sur une partie D de R et a valeurs dans K = R ou C.
On dit que f est bornée sur [ si :

il existe M >0tel que Ve € D, | f(z)| <M

Définition (Continuité)
Soit f : I — K une fonction définie sur un intervalle I de R et a valeurs dans K = R ou C. Soit zg € I.

On dit que f est continue en xg si lim f(x) = f(xg) ¢’est-a-dire si :
Tr—xo

Ve>0, Ja>0,Veel, |z—x|<a =|f(x)—f(zy)l|<e

Pour montrer la continuité, on essaie d’abord d’utiliser :
e les propriétés générales sur les opérations entre fonctions continues.

Et 14 ou elles ne s’appliquent pas, on revient a la définition. Par exemple en z(, on peut montrer que f(x) %0 f(zo) :
e par des majorations de | f(z) — f(xo) |,
e en utilisant des développements limités, des équivalents pour lever des indéterminations.

On rappelle plusieurs énoncés vérifiés par des fonctions continue (existence de solutions d’équations ou d’extremum).

Proposition (Théoréme des valeurs intermédiaires)

Soit f : I — R une application continue. Si a et b sont deux points de I tels que a < b, alors on a 'implication

F@)f®) <0 = Teeab], f(c) =0.

16
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Ce théoreme s’énonce aussi de la fagon suivante.

Proposition (Image continue d’un intervalle)

Soit f : I — R une application continue.
Si a et b sont deux points de I tels que a < b, alors toute valeur comprise entre f(a) et f(b) est atteinte par f sur [a, b].
On peut retenir cet énoncé sous la forme : ["image continue d’un intervalle est un intervalle.

Les énoncés précédents assurent I'existence de solutions d’équations f(z) = « lorsque f est continue. En ajoutant une hypothése
de stricte monotonie (et donc d’injectivité), on obtient en plus I'unicité de la solution.
Proposition (Théoréme de la bijection)

Soit f: I — R une fonction définie sur un intervalle I et & valeur dans R. Si f est continue et strictement monotone sur I,
alors f réalise une bijection de I sur son image J = f(I) et J est un intervalle.

Dans ce cas, la bijection réciproque f~!:.J — I est continue et de méme monotonie que f.

Le théoréeme suivant assure l'existence d’un maximum et d’un minimum pour une fonction a valeurs réelles continue sur un
segment.

Proposition (Théoréme des bornes atteintes ou Image continue d’un segment)

Soit I = [a,b] un segment de R et f: I — R une application continue. On a :
e la fonction f posséde un maximum M et un minimum m sur [a, b],
e f(la,b]) = [m, M].

On peut retenir cet énoncé sous la forme : [iTmage continue d’un segment de R est un segment.

Définition (Dérivabilité)
Soit f : I — K une fonction définie sur un intervalle I de R et a valeurs dans K =R ou C. Soit zg € I.

e On dit que f est dérivable en g si :
quel/ 0 I~{z) — R,

Ty _, flo) =)

T
T — X9
admet une limite finie en xo. Le quotient 7, () s’appelle taux d’accroissement de f entre zg et .

e En cas d’existence, cette limite s’appelle nombre dérivé au point z( et on la note f’(x¢) ou parfois D(f)(zg) ou d—(xo).
x

Ainsi, en cas d’existence :
f(@) — f(xo) :
= f'(wo)
r — 2o T—T0
Pour montrer la dérivabilité, on essaie d’abord d’utiliser :

e les propriétés générales sur les opérations entre fonctions dérivables.

Et 1a ou elles ne s’appliquent pas, par exemple en xg, on peut :
e revenir & la définition et déterminer la limite du taux d’accroissement, en utilisant des développements limités, des
équivalents pour lever des indéterminations.
e Utiliser le théoréme de la limite de la dérivée, dont on n’oubliera pas de vérifier les hypotheses.

Proposition (Théoréme de la limite de la dérivée)

Soit f: I — K avec K =R ou C, et a un élément de I. On suppose que l’on a :

- f est continue sur I,
- f est dérivable sur I \ {a},
= f|/I\{a} admet une limite finie £ en a,

alors f est dérivable en a et f'(a) = £.

17
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Remarque : Si on remplace la troisieme condition par f" I{a} tend vers 0o en a, on peut dire que f n’est pas dérivable en a
et que son graphe admet une (demi-)tangente verticale en le point d’abscisse a.

Définition (Convexité)

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I et a valeurs dans R.
On dit que f est convexe si :

V(w,y) € I?, VA€ [0,1], f(Az+ (1= Ny) <Af(z) + (1 =N f(y).

Interprétation graphique : On remarque
y=/lx)
que lorsque A parcourt [0,1], Az + (1 — Ny
parcourt le segment [z, y] (ou [y, x] si x > y). ftu)
Ainsi, graphiquement, une fonction est Me) +{1-2)#la)
convexe si son graphe est en dessous de ses
sécantes (ou cordes).
f(Az +(1-Ay)
flz)
0 T Az +(1-A)y Yy
f—{ Proposition (Caractérisation des fonctions convexes) } N
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I et a valeurs dans R.
e On suppose que f est dérivable sur I. Alors :
f est convexe <= f’ est croissante
e On suppose que f est deux fois dérivable sur I. Alors :
f est convexe <= f est positive
y=flx)

Conséquence graphique : Le graphe d’une fonc-
tion convexe et dérivable est au dessus de ses tan-
gentes.

flx)
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La convexité de certaines fonctions nous permet d’obtenir des inégalités utiles en analyse.

a b
Application 1 : On a pour tout a,b € R, e < < —2'_6 .

En effet, la fonction exp est de classe C? sur R, sa dérivée seconde est positive, donc exp est convexe sur R.
Ainsi : VYA € [0,1], exp(Aa+ (1 — A\)b) < dexp(a) + (1 — A) exp(b).

Avec \ = 2 on trouve le résultat attendu.

b
Application 2 : On a pour tout a,b €]1,400[, In <a;r> > /In(a) In(b).
1
En effet, on considere la fonction f : x — In(In(z)). Elle est de classe C! sur |1,+oo[ et : Vo > 1, f/(x) = ()’
xIn(z

Or z — zln(x) est croissante et strictement positive sur |1,+o0[, donc f est décroissante (inutile de calculer f”!). Ainsi,
—f" = (—f) est croissante, donc —f est convexe. On dit dans ce cas que f est concave. On a alors (inégalité inversée) :

V(z,y) €], +ool, YA€ [0,1],  fha+ (1= Ny) = Af(2) + (1= A\)f(y).

1
Avecz=a,y=bet A = 2 on trouve :

In (m ( a ; b)) > % (In(In(a)) + In(In(b)) = In ( In(a) 1n(b)) .

b
En composant par I'exponentielle qui est croissante : In (a—2|—> > exp (1n ( In(a) ln(b))) = /In(a) In(b).

Des inégalités a connaitre :

e la fonction exp est convexe sur R donc : e la fonction In est concave sur |0, +oo[ donc :
Ve eR, e*>1+ux. Vo €] — 1,400, In(l+z)<uz.
¥ )
y=exp(x) !
y=z
y=x+1
y=In(l+x)
-1
| o '
|
1 |
|
o r |
!

e la fonction sin est concave sur [0, 7] donc :

e On peut aussi montrer :
Ve € [0,7], sin(z) <z. P

Ve e R, |sin(z)| < |z|.
¥

y=z

y=sin(zx)

—2m - o 2m x

y=-z

19
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4.2 Plan général d’étude d’une fonction

1. Déterminer I’ensemble de définition Dy

2. Réduire, si c’est possible, ’ensemble d’étude grace a :
(a) périodicité
(b) parité ou imparité

3. Etudier la continuité de f :

(a) par opérations sur les fonctions continues,
ou

(b) en revenant & la définition et en montrant que : f(z) — f(xg) — 0.
T—To

Pour cela, on utilisera des majorations des développements limités ou des équivalents.
4. Déterminer les limites aux bords.
5. Dresser le tableau des variations de f grace a :
(a) monotonie immédiate (opérations sur les inégalités),
ou
(b) quand f est dérivable, par étude du signe de la dérivée.
6. Etudier éventuellement la convexité pour placer correctement les tangentes aux points remarquables

7. Tracer le graphe de f.
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Théme 5

Fonctions usuelles

5.1 Fonctions ch et sh

~— Définition \
y
Les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique notées y=ch(z)
respectivement ch et sh sont définies sur R par :
o=z
et +e® et —e™ % A
Vz € R, ch(z) = ete et sh(z)=———. L)
2 2 A
y =) Ny
o x
La fonction ch est paire et la fonction sh est impaire. 7
y=sh(z)
~——— Proposition | N
Pour tout x € R, on a les relations suivantes.
ch(z) 4+ sh(z) = €* ch(z) —sh(z) =e™* et ch?(x) —sh?(z) = 1
Les fonctions ch et sh sont de classe C* sur R et pour tout z € R, on a : ch’'(z) =sh(z) et sh'(z)=ch(z).

Il existe aussi un formulaire de trigonométrie hyperbolique, tres similaire a celui de trigonométrie circulaire. Toutes ces formules
peuvent se retrouver en utilisant les propriétés algébriques de la fonction exponentielle.

Par exemple, on a :

e — 2 1 21\2 —x\2 1r. -z x —x
e sh(2z) = — = §<(e ) —(e7™) ) = §(e +e )(e —e ) = 2ch(z)sh(z).
e En développant ch?(z) + sh?(z), les doubles-produits s’éliminent et il reste :
2x —2x
ch?(z) +sh?(z) = % = ch(2z).

Et avec les relations précédentes : ch(2z) = ch?(z) + sh?(z) = 2ch?(z) — 1 = 1 + 2sh?(z).
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5.2 Fonction Arcsin

~—— Définition

. . . . . ™ T PYEY .. . 2.7
La fonction sin est continue et strictement croissante sur [—5, 5] , par le théoreme de la bijection monotone, elle réalise donc

une bijection de [—g, E} sur son image & savoir [—1,1].

2
T
La fonction Arcsin est la bijection réciproque de la restriction de la fonction sin a l'intervalle {—5, 5} . Elle est donc définie
T
sur [—1,1], et elle prend ses valeurs dans [—5, 5] .
Ainsi, par définition, si = [—1,1], on a : 1

e |—, —
Arcsin(z) =6 <= - > - . '1 ~ "3 ~
x = sin(0)
.'l.

En particulier, on a :

Ve e [-1,1], sin(Arcsin(x)) =z

veeR,  (Arsingin@) =o — re[-27])

"

e |
/—[Proposmlon

Y , y=r

En appliquant le théoréme de dérivation pour les fonc- x| y=mﬁ“ﬂ(r)

tions réciproques, on montrerait que la fonction Arcsin est 2

dérivable sur | — 1, 1] et que : .
14-eemenen b - y=sin(x)

" 1 [ i
Ve €] —1,1[, Arcsin'(z) = —— /

V1i—z2

Et en appliquant le théoreme de la limite de la dérivée g ' . ;
étendu, on montrerait que la fonction Arcsin n’est pas : : 1 3
dérivable en 1 et —1, et que son graphe admet en ces points : :
des demi-tangentes verticales.

|
va| =
|
—_

On remarque aussi que la pente de la tangente a la courbe - 1-1
en z = 0 est Arcsin’(0) = 1. 0
. by
. 172
Valeurs remarquables :
V3 V2 1 1| V2 | 3
z =5 -5 |2|0|z|%F |2 |1
Arcsin(z) || -5 | —% -Z|-Z2|0]|%| 2 |z
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5.3 Fonction Arccos

~—— Définition N

La fonction cos est continue et strictement décroissante sur [0, 7], par le théoréme de la bijection monotone, elle réalise donc
une bijection de [0, 7] sur son image & savoir [—1,1].

La fonction Arccos est la bijection réciproque de la restriction de la fonction cos & I'intervalle [0, 7]. Elle est donc définie sur
[—1,1], et elle prend ses valeurs dans [0, 7].

Ainsi, par définition, si z = [—1,1], on a :

o
q
2
6 € [0,n] .
Arccos(z) =0 <= et //"_-
0
1
1

x = cos(f) /

Vo e [-1,1], cos(Arccos(z)) = x

En particulier, on a :

Vo € R, (Arccos(cos(gc)) =1 < z€ [0,7?])

"

~——— Proposition \

En appliquant le théoréeme de dérivation pour les fonc- y = arccos(z)

T

tions réciproques, on montrerait que la fonction Arccos est
dérivable sur | — 1, 1] et que :

1
V1I—z2

Et en appliquant le théoreme de la limite de la dérivée
étendu, on montrerait que la fonction Arccos n’est pas
dérivable en 1 et —1, et que son graphe admet en ces points
des demi-tangentes verticales.

Vz €] —1,1], Arccos'(z) = —

et

On remarque aussi que la pente de la tangente a la courbe
en z = 0 est Arccos’(0) = —1.

Valeurs remarquables :
V3| V2 |1 1| 2 8|
& L3 2 | 2|0 2 2 2 1
s s s s 21 3 5T
Arccos(z) ||O | & | T | 2| 5| 5 = o T
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5.4 Fonction Arctan

~—— Définition N

. . . . ™ T YRS .. . 2.8
La fonction tan est continue et strictement croissante sur ] 35 {, par le théoreme de la bijection monotone, elle réalise donc

™ T
une bijection de ]—5, 5 [ sur son image a savoir R.
. .. 9 2.3 .. q NETE m
La fonction Arctan est la bijection réciproque de la restriction de la fonction tan a Uintervalle } —5
T [
2721

0l

[. Elle est donc définie
Ainsi, par définition, si z =R, on a : /

Arctan(z) =60 <— aete } 2 5[ / ) .-..-7r /
x = tan(d) —11/ ° / = /

sur R, et elle prend ses valeurs dans ]—

-

En particulier, on a : vz €R, () =

T T
Vo € R avec x # 5 [7], (Arctan(tan(:v)) =1 < 1€ ] ~505 D
/—i Proposition N
=tan(z)

En appliquant le théoréme de dérivation pour les fonc- ! vr

tions réciproques, on montrerait que la fonction Arctan !

est dérivable sur R et que :

Vr € R, Arctan’(x) = L
’ 2R

On remarque aussi que la pente de la tangente a la courbe y=arctan(z)

en x = 0 est Arctan’(0) = 1. —3

Valeurs remarquables : : 2

1 1
T V3| -1 |- 0| |1]V3
Arctan(z) || -5 | -5 | -5 10| 5 | 5| %

A

On retiendra également les relations suivantes, tres utiles dans les exercices.

Vz >0, Arctan(z)+ Arctan <l> = g ] [ Vo <0, Arctan(z)+ Arctan (l> -7 ]
T x
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Theme 6
Développements limités et applications

Définition (En 0)
Soient I un intervalle de R, f : I — K une fonction et p € N. On suppose que 0 appartient a I. On dit que f admet un

développement limité & 'ordre p en 0 s’il existe des scalaires ay, ..., a;, de K et une fonction € : I — K tels que

Veel, f(x)=ao+orz+- -+ apz? +zPe(x) avec lirrba(x) =0
r—

Définition (Cas général)

Soient I un intervalle de R, f : I — K une fonction, a¢ un point de I et p € N. On dit que f admet un développement limité a
lordre p en a s’il existe des scalaires «p, ..., o, de K et une fonction € : I — K tels que

Veel, flz)=a+(x—a)oq+ -+ (z—a)Pap,+ (x—a)Pe(z) avec lim e(x) =0

T—ra

Proposition
Soit f : I — K une fonction et a un point de I. On a les équivalences suivantes.
e f admet un DL & 'ordre 0 en a <= f est continue en a,

et dans ce cas f(z) = f(a) + e(x) avec 11_r>n e(x) =0.

e f admet un DL & U'ordre 1 en a <= f est dérivable en a,
et dans ce cas f(z) = f(a) + (z — a)f'(a) + (x — a)e(x) avec lim e(z) = 0.
T—a

On peut démontrer, en utilisant la notion de limite, que si f admet un développement limité & un ordre p en un point a, alors il
est unique. Les premiers développement limités sont obtenus grace a la formule de Taylor-Young.

Proposition (Formule de Taylor-Young)

Soient I un intervalle de R, f : I — K une fonction de classe C? et a € I. Alors, il existe une fonction € : I — K telle que

e ®(q
fl(') +___+($_a)pf7(>+(m_a)f’g($) avec lim g(z) =0

p! r—a

f(@) = f(a) + (z —a)

Et donc, f admet un développement limité & ’ordre p en a.

On obtient alors d’autres développements limités par opérations : intégration, combinaison linéaire, produit, composition.

Les développements limités suivants sont & connaitre sans aucune hésitation! Ils sont donnés au point 0, si ce n’est pas le cas, on
pourra s’y ramener en posant u = x — a et en utilisant les propriétés algébriques des fonctions usuelles.

La notation 00(:5”) désigne toute expression qui peut s’écrire sous la forme z"e(x) avec lim e(z) = 0.
T T—a

25



page 26

Développement limités provenant de la fonction x —

— X

1 n
= 1+z+22+--+a"+ o (z") = ¥+ o (a)
1—=x z—0 prs z—0
1 _ 2 n .M n _ - k .k n
T = l-z+z +(-1)"x +zgo(m) = ,;]( 1) +xgo(x)
iL‘2 n . n LI,‘k N
l-2) = —@— 5 - —+ o, = —;7%20(“’)
2 n
— _l‘_ oo _1)n1 e = —1)k-1 &
h(l+s) = s-T+ -+ ()" o @) kZ_}( D=+ o ()
A 23 L p2ntl omio n p2k+1 omio
retan(e) = - 3 poeess (= 2n+1 +z—>0(x a k—O(_l) 2k +1 zgo( )
Développements limités provenant de la fonction exponentielle :
x2 ag° -
ep(r) = Ltz Tttt o (a7 = L%
23 L2+ , n 22k+1
. B _ B _\n n+2 _1\k 2n+2
sin(z) = =z a0 SRR () 2n+ 1) acg(](m ) k_o( 1) 2k +1)! gc—>0(93 )
( ) - 1 :l?2 + +( l)n 502" + o ( 2n+1) z":( l)k *k o ( 2n+1)
cos(z) = o1 @) 250 & - = (2k)! " =50
23 p2n+l — n 2kl omio
shiz) = ottt G Te% ) - ,;J(?kﬂ)' Sl
22 22n ) noop2k
o z~ » o n+1 — 2n+1
ch(z) = 1+ o1 +- 4 (2n)! ng( ) I;) (2k)! +w20($ )
Autres :
s
tan(z) =z + = + o (2%
3 x—0
1) — 1
(I+2)* = I tazt...42ezDlazntl)n (")
n! z—0
- ala=1)-(a—k+1) , .
=y elenlenki o
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On rappelle aussi les équivalents de référence, obtenus par un développement limité & Uordre 1 (c’est-a-dire un taux d’accroissement,)

ou a l'ordre 2.

Proposition
. sin(z Ny .
lim sin(z) =1 Cclest-a-dire sin(z) ~ =z
z—0 a8 z—0
1—cos(z) 1 x?
lim —————= = - ‘est-a-di 1- ~ —
lim 2 5 Clest-d-dire cos(z) oD
tan(x
lim tan(z) =1 Cclest-a-dire tan(z) ~ =z
z—0 xT z—0
.oet—1 N
lim =1 Clest-a-dire e*—1 ~ x
z—0 xT z—0

Rappels sur les comparaisons

Pour les suites numériques

Proposition

On considére deux suites numériques (uy,)nen €t (Un)nen €t
on suppose que (vp)nen he s’annule pas (& partir d’un
certain rang). On a les équivalences suivantes.

. U p
up= O (v,) <= lasuite | — est bornée
n—-+oo Un neN
. u
Up= 0 (v,) <= lim (n) =0
n—-+oo n—-+oo Un
, u
U ~ Uy = lim (n) =1
n——+oo n—+oo \ Up

e La relation u,, = o (1) signifie que lirf u, = 0.
n—-+0o0 n—-—+0o0

e La relation u, = O (1) signifie que la suite (u,)nen est
n—-+oo

bornée.

e A retenir :

Uy ~ Uy = u,—v,= 0 (vn)
n—-+oo n——+oo
= u,=v,+ 0 (vn)
n—-+o0o
Ainsi par exemple, puisque In*(n) = o (n)ona:
n—-+o0o

n+1n’(n) ~ n.
n——+oo

Dans la somme n + ln2(n), on peut donc négliger le terme
In? (n). Dans un produit, ce n’est pas possible (faire le quotient
et se convaincre qu’il ne tend pas vers 1).

nln n
n—-+oo

Une remarque analogue vaut pour les fonctions numériques.

h

lim > (z) =1 Ccest-a-dire sh(z) ~ =z

z—=0 X z—0

. ch(z)—1 1 s x?

ili% — 2 —35 ¢ est-a-dire ch(z) — 19}:0 el
In(1

lim ol + 2) =1 Ccest-a-dire In(l+z) ~ x

x—0 ap x—0

Pour les fonctions numériques

Proposition

Soient deux fonctions numériques f et g définies sur un in-
tervalle I et a € RU {00} un point ou un extrémité de I.
On suppose que g ne s’annule pas (au voisinage de a). On
a les équivalences suivantes.

f(z) = IQm(g(gc)) = g est bornée au voisinage de a
@)= o (s@) <> i (L) <o
f@) ~ ) i (L) -

e La relation f(z) = (1) signifie que lim f(z) = 0.
a T—a

2

e La relation f(z) = O (1) signifie que f est bornée au
r—a

voisinage de a.

e A retenir :

f(@) ~ g(z)

rT—a r—a

e On a aussi :

Si alors :

lim f(z) =4 <<= f(x) ~ ¢

Tr—a r—a

On a une propriété analogue pour les suites numériques.

Attention, ce résultat est faux lorsque ¢ = 0.
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Theme 7

Primitives et intégration

7.1 Primitives usuelles

’ Fonctions \ Primitives (& cst pres) \ Domaines de validité ‘
(x —a)* avec acR~{-1} (v — ) Rou R~ {a}
v ~ ] ~
! In |z — a R~ {a}
r—a h
In(x) zln(z) —x 10, 400
eam
e*” avec o € R* — R
a
cos(x) sin(x) R
sin(z) —cos(z) R
ch(zx) sh(z) R
sh(x) ch(zx) R
! Arctan(z) R
1+ 22
1 lArctan (f) R
a? + z? a a
1 1 1 1+
= =1 R -1,1
g Ry R T e ~=L
! Arcsin(z) ]—1,1]
in(x -1,
V1—a?

28



7.2. RAPPELS GENERAUX page 29

7.2 Rappels généraux

b
La notation f(t)dt désigne I'intégrale sur le segment [a,b] de la f fonction continue sur [a, b)].

a
On appelle primitive de f sur I'intervalle I toute application F dérivable sur I avec F’' = f.
Les primitives de f (s’il en existe) sur un intervalle donné different d’une constante.
Le théoreme fondamental de I’Analyse donne D’existence de primitives pour des fonctions continues sur un intervalle.

Proposition (Théoréme fondamental de I’Analyse ou Théoréme fondamental de 1’Intégration)

Soit f : I — K une fonction continue et a un point de I. Alors la fonction F, définie sur I par
x
Ve eI, Fy(x) :/ f(t)dt

est la primitive de f qui s’annule en a. En particulier, pour tout « € I on a F(z) = f(x) et F,(a) = 0.

Ce théoreme donne le mécanigme de calcul suivant :
Pour calculer une intégrale / f(t)dt, on calcule la différence F'(b) — F'(a) ou F est une primitive de f. Les constantes disparaissent
a

naturellement ce qui s’écrit :

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a) avec F(b) — F(a) que 'on note souvent [F(t)r ou F|°.

a

T
On notera / f(x)dx ou / f(t)dt une primitive générique de f sur un intervalle donné.

1 * 1
Par exemple, sur R, on a /xdm = §x2 + C'te ou encore / tdt = 5;102 + Cte.

7.3 Primitivations < a vue >

On rappelle que si f: I — Ket u: J — R sont des fonctions vérifiant :
e f est de classe C! sur I,
e u est de classe C! sur J,

eV e J, u(x) el

alors la fonction fowu:z+— f(u(z)) est définie et de classe C! sur J et de dérivée (fou) : x> u/(z).f (u(z)).

Certaines intégrales peuvent donc se calculer < a vue ». On vérifiera le domaine de validité de la dérivée composée.

b u®t(z) + C avec a # —1. . /ﬂdw = Arctan(u(z)) + C

o (x)u(z)dz = | T u2(2)

/
. / Y®) G = o fua)| + C . / o () cos(u())dz = sin(u(z)) + C
/

o' (2)e*@dz = ™ 4+ ¢ o /u’(m) sin(u(z))dz = —cos(u(z)) + C  etc...

| 1
Exemples : /%dx =3 In?(x) + C ou encore / . do =In|In(z)| + C.

In(z)
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7.4. CALCUL DE PRIMITIVES DU TYPE / 2 d AVEC a #0 ET a,b,c € R page 30
a

+bt+c

dt

maveca#Oet a,b,c € R
a c

7.4 Calcul de primitives du type /

7.4.1 Rappel : mise sous forme canonique d’un trindéme

On rappelle ici comment écrire sous forme canonique une fonction polynomiale de degré 2. Mieux vaut retenir la démarche que le
résultat !
On considere P(x) = ax? + bx + ¢ avec a non nul. L’idée est de faire apparaitre le début d’un carré :

( b)2 , b | 02
o |z +— | Hzxr+-—-rH+-—

2a a 4q2°

b
oP(x):aaz2+bx+c:a(z2+f:z: +E)
a | a

On a donc, en posant A = b? — 4ac, 1'égalité :

2+ b+ 2 by 42 2+c s 42 TA
ax r+c=alz*+—-ax+—)=al|llz+ — -———|=allz+=—) ——
a a 2a a 4a? 2a 4a?
On pourra ensuite discuter selon le corps dans lequel sont menés les calculs (R ou C), mais aussi selon la nullité de A ou encore

le signe de A si l'on travaille sur R.

Remarque : Lorsqu'un trindéme est déja écrit sous forme canonique, il est bien maladroit d’en chercher les racines en le
développant et en calculant ensuite son discrimant A ...

Par exemple : (X —3)2 — 16 = ((X —3) — 4) ((X -3)+ 4) = (X —T7)(X +1). Cest tres rapide!

7.4.2 Cas ou le dénominateur se factorise sur R

Dans ce qui suit, on note A = b — 4ac € R le discriminant du dénominateur.

Rappel : On connait déja pour :

/ ! du=In(Ju—al)+C /#du:f ! +C

uUu—«o

Attention, ces égalités n’ont pas de sens si o € C.

e si A =0, le dénominateur a une racine double notée r, ce qui s’écrit ax?® + bx + ¢ = a(x — r)? et alors :
1 1 1 1
[omere - ot = -5 + ©
ax? +br+c a) (z—r)? alx —r)

e si A > 0, le dénominateur a deux racines distinctes que lon note 71 et rq, ce qui s’écrit ax? + bz + ¢ = a(x —r1)(z —1ra).
On effectue alors une décomposition en éléments simples. Il existe a1, as € R tels que

1 1 Qg (0%)

Vr e R T2}, = = :
v S A} ar?+br+c alx—r)(r—r2) x—1 +x—r2

On peut déterminer r; en multipliant ’égalité précédente par x — r;, en simplifiant les fractions, et en faisant tendre = vers
r; dans I’égalité. Le calcul donne :

On a donc finalement :

1 1 1
/mdx = al/x—rldz + a2/x—r2dx = alnjz—7r1| + aglnjz—re| + C.
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7.5. CALCUL DE PRIMITIVES DU TYPE / e cos(bt)dt ET/ e sin(bt)dt AVEC a,b € R page 31

7.4.3 Cas ou le dénominateur n’a pas de racine réelle

Idée : mise sous forme canonique du trindme au dénominateur :

2t hote=a(a®+ ot &) = A R A
ax xr c=a|T al‘ o =a X % a 4a2 =a X % 4

avec A = b% — 4ac < 0 par hypothese.
1

1 U
mdu = ZArCtan (Z) + C

e Rédaction 1 : On connait déja/

A b
On choisit A réel tel que A% = 1 > 0 et on pose a = %" On obtient :
a

1 1 1 11 T+«
. dr = Az = S Arct .
/axz—l—bx—i—cz a/(:c+a)2+A2 . aA rcan< A ) +C

1
e Rédaction 2 : On connait déja / ﬁdu = Arctan(u) + C.
u

A b
On choisit A réel tel que A? = 7 > 0 et on pose a = %"
a

(@ + )’ + A% = 42 ((”5;0‘>2+1>

T+ o 1
On effect 1 le ch. td iabl = — (ch td iable affi d dzx.
n effectue alors le changement de variable 1 (changement de variable affine) dans / e (9630)2 1) T

. P du , .
On est ainsi ramené a l'intégrale 71 que l'on sait calculer.
U

7.5 Calcul de primitives du type / e™ cos(bt)dt et / e sin(bt)dt avec a,b € R

7.5.1 Par une double intégration par parties

On rappelle la proposition suivante.

Proposition (Intégration par parties (IPP))

Si u et v sont deux fonctions de classe C! sur le segment [a,b] et & valeurs dans K = R ou C alors on a

a

On peut calculer les intégrales de fonctions du type e®* cos(bx) ou €** sin(bx) en effectuant deux intégrations par parties successives.
Il faut pour cela prendre deux fois une primitive de la fonction exponentielle, ou bien prendre deux fois une primitive des fonctions
trigonométriques.

L’intégrale que 1'on cherche a calculer apparait alors de nouveau, et en l’isolant avec la premieére on peut calculer sa valeur.

Attention lorsqu’on doit diviser par un parameétre qui pourrait s’annuler : il faut alors distinguer plusieurs cas!
2w

Exemple : Pour a € R, calculons I(a) = e** cos(x)dx.

0
On précise tout d’abord que la fonction x — e cos(x) est continue sur le segment [0, 27], et donc l'intégrale I(a) est bien
définie.

Pour calculer les primitives de x — e**, on doit distinguer les cas a = 0 et o # 0.

2m

2m
alors 1(0) = / cos(z)dz = [sin(x)}o =0.
0
On suppose désormais que
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7.5. CALCUL DE PRIMITIVES DU TYPE / e cos(bt)dt ET / e sin(bt)dt AVEC a,b € R

page 32

1
e Premiére intégration par parties : On pose u(z) = cos(z) et v(z) = —e*.

e
Les fonctions u et v sont de classe C' sur [0, 27] et on a :
Vz € [0,27], u'(x)=—sin(z) et o'(z)=e*".
2m 2m 2m
. wp |1 1 .
On obtient : I(a) = e*cos(z)dr = |—e*cos(z)| +— e sin(x)dx
0 @ 0 @ Jo

1
e Seconde intégration par parties : On pose u(x) = sin(z) et v(z) = —e®".
a
Un calcul similaire au précédent conduit & :

/0 7 e sin(z)dz = {%M sin(x)] -

I(a) | = o a2 I(a)
1 2 a2 1
Et donc +2a I(a) = 67, ce qui donne, puisque 1+ a2 # 0 :
e e
2

@
v, R* I _ ar de = a2m 1
aecR*, I(a) /0 e*® cos(z)dz T+ a2 (e )

Remarque 1 : Cette égalité est encore valable si a« = 0 puisque I(0) = 0.

Remarque 2 : En intégrant successivement la fonction cos, puis la fonction sin, et en dérivant la fonction exponentielle, il n’y

aurait pas eu de distinction de cas puisque la dérivé de z —— e®® est toujours x — ae™*.
7.5.2 En passant par ’exponentielle complexe
On rappelle la proposition suivante.

Proposition

Si ¢ : I — C est dérivable alors Papplication F : x — e¥(*) est dérivable sur I et on a :

Ve el, F'(z) = ¢ (z)e?®,

En particulier, si ¢(x) = (a + ib)z avec o = a + ib € C, alors avec les notations précédentes, F’(z) = (a 4 ib)e(@F)®,

On en déduit donc des primitives pour des fonctions exponentielles a valeurs complexes.
¢ 1
Si o € C est non nul, alors : / edt = —e*® + C.
@

On utilise ces primitives pour calculer (on suppose ici (a,b) # (0,0)) :

/ e cos(bt)dt = Re (/ e(a+ib)tdt> et / e’ sin(bt)dt = Im (/ e(““b)tdt)

1 e(a-l—ib)w +C = a—ib

P me“”(cos(bx) + isin(bx)) + C

x
avec / elatid)t gy

ax

_ ((;W(acos(bx)+bsin(bx))> ti (

€R car a,beR €R car a,beER

e(l.’L‘

a? + b2

avec C = A+ 1B € C. Et donc :

ax

z a e . ‘ at _: €
/ e cos(bt)dt = m(a cos(bx) + bsin(bx)) + A et / e sin(bt)dt = m(

axr

avec A, B € R.
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Theme 8

Suites numériques remarquables

8.1 Suites arithmético-géométriques

Définition
Une suite arithmético-géométrique est une suite numérique (u,)nen pour laquelle il existe a, b € C vérifiant :
Vn € N, Upt1 = Uy + b.

Dans le cas ol, a = 1, on retrouve les suites arithmétiques.

Et dans le cas ou b = 0, on retrouve les suites géométriques.
On peut expliciter (c’est-a-dire trouver une expression) le terme w,, en fonction de ug et de n.
e Si a =1 alors pour tout n € N, on a u, = ug + nb.
e Si b =0 alors pour tout n € N, on a u,, = uga™.

e Sinon (et surtout si a # 1), on trouve rapidement lexpression de u, en suivant la démarche suivante (ne pas apprendre la
formule par coeur, mais bien connaitre la démarche!).

- Dans un premier temps, on détermine les suites constantes solutions. Cela revient a déterminer ¢ € K tel que :

al +b=1¢ (*)

- On pose alors v, = u,, — £ et on vérifie que la suite (v,,)nen est une suite géométrique de raison a.
- On en déduit enfin 'expression de v, puis celle de u,, = v, + £.

11 faut savoir déterminer ces suites sans aucune hésitation.

8.2 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition
On appelle suite récurrente linéaire d’ordre une suite (u,)nen & valeurs dans K pour laquelle il existe des scalaires a,b € K

tels que :
(&x) : VneN, upyo+aupyr +bu, =0

Si l'on connait ug et uy, on peut trouver ug, et de proche en proche, on peut trouver tous les termes généraux de la suite (uy,)nen-
A l'image des suites géométriques, on peut déterminer I'expression du terme général u,, en fonction de n, ug et u;.
Dans la suite, on appelle équation caractéristique associée a la relation (£k), I’équation de degré 2 suivante :

(EC): r*+ar+b=0,

et on note A = a? — 4b son discrimant.
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8.2. SUITES RECURRENTES LINEAIRES D’ORDRE 2 page 34

(CasoﬁKz(C: )

- alors (EC) : r* +ar + b= (r —rg)? = 0 posséde une solution double ry € C, et on peut trouver A, B € C tels
que :
Vn € N, U = (An + B)ry.

[ Sol(&c) = {(Anrg + Brg)neN avec A, B € (C} = Vectc{ (m“g)neN, (T’g>n€N}. ]

- |Si A # 0| alors I'équation 62 = A posseéde deux solutions distinctes +8 et —§ dans C (ce sont les racines carrées de A,
mais attention la notation /o est exclusivement réservée aux réels positifs). L’équation caractéristique possede alors deux
solutions distinctes. On a (EC) : 72 +ar +b= (r —r1)(r —ra) = 0 avec :

—a-+0 . —a—0
€ To = .
2 2 2

T =
On peut alors trouver A, B € C tels que que :
Vn € N, Up, = Arl + Bry.

‘ Sol(&c) = {(Ar{l + BTS)neN avec A,B € (C} = Vectc{ (T?)n€N7 (7’3) neN}' ]

(CasoﬁKzR: )

On peut toujours étudier les suites complexes solutions et utiliser le premier cas. Mais si I’on cherche les suites réelles solutions,
trois cas seront a distinguer.

- alors (EC) : 12 +ar +b = (r —19)? = 0 posseéde une solution double 7y € R, et on peut trouver A, B € R tels
que :
Vn € N, u, = (An + B)ry.

‘ Sol(&r) = {(Anrg + BT{})nEN avec A, B € R} = VectR{ (nr(})neN, (Tg)neN}. ]

- alors (EC) : 72 +ar +b = (r — r1)(r — ro) = 0 possede alors deux solutions distinctes 71,72 € R et on peut
trouver A, B € R tels que que :
Vn € N, un, = Arl + Bry.

( Sol(&r) = {(Ar{l + Br’;)neN avec A,B € R} = VectR{ (T’f)neN, (7‘3) HGN}. ]

- alors (EC) : 2 +ar+b= (r—ry)(r —re) = 0 posséde alors deux solutions complexes conjuguées que I’on peut
écrire sous forme exponentielle : r; = pe? et 7y = pe™*?. D’apres le cas complexe, on sait déja qu'il existe Ag, By € C tels
que :

vneN,  u, = Ao + Bory = p" (Aoe™ + Boe ).

En utilisant les formules d’Euler et la formule de Moivre, on peut démontrer que les suites réelles solutions sont celles pour
lesquelles il existe A, B € R vérifiant :

Vn €N, Up, = p" (Acos(nb) + Bsin(nh)) .

(301(511@) = { (Ap” cos(nf)+Bp" sin(n@))n avec A,B € ]R} = VectR{ (p" cos(nﬁ))neN, (p” Sin(nﬁ))neN}J

eN

Dans tous les cas, on a la proposition suivante.

Proposition

Pour tous a,b € K, I’ensemble des suites (un,)nen vérifiant
Vn € N, Up42 + QUp41 + buy, =0

est un K—espace vectoriel de dimension 2.
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8.3. SUITES DEFINIES PAR UNE RELATION w41 = f(u,,) page 35

8.3 Suites définies par une relation u,.; = f(u,)

ug € 1,

Soit I un intervalle de R et f une application de I dans R. On veut définir une suite (u,)nen par : { Wn €N, uns1 = flun).

On ne peut pas toujours le faire! Cela dépend de la fonction f et du premier terme wuyg.
Néanmoins, si f est définie sur R ou si l'intervalle I est stable par f (c’est-d-dire f(I) C I) alors on pourra toujours calculer u,,.

8.3.1 Limites éventuelles
Proposition

Soit f: I — R et ug € I. On suppose que la suite (uy,)nen est bien définie par la relation wu, 1 = f(u,). Si f est continue
sur I alors on a I'implication :
(Un)nen converge vers £ € I = f(£) = 4.

Ainsi, si f est continue sur I, les seules limites possibles pour la suite (uy),en qui sont contenues dans I sont des points
fixes de f.

8.3.2 Monotonie

Les énoncés qui suivent ne sont pas explicitement au programme. Il faudra si besoin, les démontrer.

Pour étudier la monotonie d’une suite (u,),en définie par une relation u,4+1 = f(uy,), on s’intéresse au signe de
Unt1 — Up = f(Un) — Unp.

Avec les notations précédentes, si I est un intervalle de R, on a 'implication suivante.

Soit f: I — R et ug € I. On suppose f(I) C I et on définit la suite (u,)nen par la relation w,+1 = f(uy).
On a alors pour tout n € Ny u,, € I et on a:

e si pour tout x € I, f(z)> z alors (up)nen est croissante.

e si pour tout z € I, f(z) < x alors (uy)nen est décroissante.

On peut aussi utiliser la monotonie de f (& ne pas confondre avec celle de (up)nen)-

Soit f: I — R et ug € I. On suppose que la suite (u,)nen est bien définie par la relation w,+1 = f(uy,).
Si f est croissante, alors la suite (u,)nen est monotone. Plus précisément, on a :

e si u; > ug alors la suite (u,)nen est croissante.

e si uy < ug alors la suite (un)nen est décroissante.

La preuve de ce résultat se fait en étudiant le signe de u, 41 — u,, par récurrence sur n.

8.3.3 Utilisation de I’inégalité des accroissements finis

Proposition (Inégalité des Accroissements Finis)

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b[.

S’il existe un réel M > 0 tel que pour tout = €]a,b[ on ait |f'(z)| < M alors on a :

|£(b) = f(a)| < M|b—al.

Application : sil’on sait que f est M-lipschitzienne sur I avec M €]0, 1], c’est-a-dire que Va,b € I, |f(b) — f(a)] < M|b—al en
Pappliquant avec a = u, € I et b= ¢ € I tel que f(¢) = ¢ (s'il existe), on obtient :

[uns1 =€ = |f(un) = f(O)] < Mlun —£].
Et par récurrence :

|un, — €] < M™|uy, — 4.

Puisque lim M"™ =0 (car M €]0,1]), le théoreme d’encadrement permet de conclure que
n—-+400 n—

lim w, =¢.
+oo
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Theme 9

Séries numeériques

9.1 Séries géométriques

Les séries géométriques interviennent dans de trés nombreux domaines des mathématiques. Il est absolument nécessaire de connaitre
tout ce paragraphe sans aucune hésitation.

Définition
On appelle suite géométrique de raison a € K, toute suite (u,)nen vérifiant :

Vn € Nv Un+1 = AUp.

On peut alors montrer qu’il existe A € K tel que pour tout n € N on ait u,, = Aa™.

Définition

On appelle série géométrique de raison a € K, toute série dont le terme général est une suite géométrique de raison a.

Avec les notations précédentes, quitte & factoriser A (8'il est non nul), I'étude des séries géométrique se ramene a celle des séries

Z a™ avec a € K.
Proposition

n . 1—qntl
Expression des sommes partielles : Sia # 1 alors § :a T 14
(somme des premiers termes d’une suite géométrique) k=0

n
SiazlalorsZak:n+1

k=0
Proposition
Soit a € K. On a I’équivalence suivante.
Za” converge = la| < 1.
+o0 1
Et dans ce cas, on a Z a = .
1—-a
n=0
Expression des restes partiels : & a™t!
p p * |Sila| <1 alors R, = Zakzl
—a

k=n-+1

Remarque : pour expliciter rapidement (et sans se tromper!) un reste partiel de série géométrique convergente, on peut factoriser
par le premier terme. Par exemple, pour tout p € C tel que |p| <1 :
¢a, on connait !

“+o0
ij—1 _ pn+pn+1+pn+2+... = p”(1+p+p2+-~- ) = pl—
Jj=n+1

au brouillon ou de téte
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9.2. THEOREMES DE COMPARAISON

9.2 Théoremes de comparaison

Si,

"

/—[Proposition (Théoréme de comparaison des séries de terme général positif 1)}

keN keN

pour tout k € N,

Ogukrgvka

keN

alors :

Soit Z uy et Z vy, des séries de terme général réel positif.

E VE converge
keN

E ug converge
keN

E uy diverge
keN

Z vy, diverge

keN

+oo

k=0

+oo

En cas de convergence de Y vy on a bien sir 'inégalité 0 < Z up < Z V.-

k=0

Si,

Si,

"

/—[Proposition (Théoréme de comparaison des séries de terme général positif 2)}

keN keN

Uk ~ Vg,
k—+oo

autrement dit :

alors :

Soit Z uy et Z vy, des séries de terme général positif.

keN

E V), converge

—
keN

E Uy converge

~ v, alors les séries g v et E ug sont de méme nature.
keN

k—+o00

keN

"

/—Q Proposition\}

Soit > uy, série de terme général réel ou complexe.

Et dans ce cas, on a :

Z |ug| converge
keN

“+oo +oo
D> ue| <3 ful
k=0 k=0

E up converge
keN

Cela motive la définition suivante :

Définition |

Soit E uy, série de terme général réel ou complexe.

On dit que E uy est une série absolument convergente si g |ug| converge.

,—[Proposition (Théoréme de comparaison pour les séries numériques 3)}

keN

keN

(1) VkeN,

(2 w= 0O

keN

k—+oo

keN

I'une des quatre comparaisons suivantes est vérifiée :
0 < |uk| < v

(vk)

Soit E uy série a terme général réel ou complexe et E v de terme général réel positif.

() lul,
(4) s = k~>0+oo

et E E v converge, | alors E uy est absolument convergente et donc convergente.

37




9.3. ENCADREMENT A L’AIDE D’INTEGRALES (MISE EN OEUVRE) page 38

9.3 Encadrement a ’aide d’intégrales (mise en oeuvre)

Dans ce paragraphe, on s’intéresse aux séries numériques du type g Uy, OU Uy, est donné explicitement par une relation u,, = f(n).

n>ngo

Sous certaines hypotheses, on encadre le terme général f(n) a aide d’intégrales. Cela permet ensuite d’obtenir des informations
sur les sommes partielles (et en particulier sur la nature de la série), mais aussi sur les restes partiels quand la série converge.

Dans ce qui suit, on se donne une fonction f : [ng, +0o[— R continue et décroissante sur [ng, +00|.

Etape 1 : Soit k > ng un entier. On considére Vintégrale de f sur [k, k + 1]. La fonction f est décroissante sur [k, k + 1] donc :
Vel k4], f(h+1) < f(1) < F(b).

Et par positivité de 'intégrale, on a :

k+1 k+1 k+1
k d d k)dt.
A f(+Ut§A f@tSA flk)dt

k+1 k+1
Les intégrales / f(k+1)dt et / f(k)dt sont des intégrales de fonctions constantes, le calcul donne aisément :
k k

k+1 k+1
/ Fle+D)dt = f(k+1) et / FR)dt = f(k).
k k

On a donc démontré :

k+1
Vk > ng entier, f(k+1) < / f(t)de
k

Illustration graphique :

On remarque bien que pour tout ¢ € [k, k + 1], on a :

fk+1) < f(t) < f().

-+ —-—----

L’aire du petit rectangle est égale a f(k + 1). ft)
k+1 fhtl — = — 4 = = — — —

Elle est plus petite que I'aire sous la courbe qui vaut f(t)de,

v=Flz)

elle méme plus petite que laire du grand rectangle égale & f(k).

On retrouve bien graphiquement l’encadrement (x).

L’encadrement (x) s’écrit aussi sous forme de deux inégalités.

k—+1 k+1
Vk > ng entier, flk+1) < / ft)dt et / f(e)de
k k

L’inégalité (2) nous permet de minorer f(j) en posant j = k > ng. L’inégalité (1) nous permet de majorer f(j) en posant
j=k+1>n+1.

J j+1
On obtient donc : Vj >ng+1 entier, fl) < / f()dt et / f®dt < f()
1) Jj-1 J 2
et aussi 'encadrement suivant.

J+1 J
Vj>mno+1 entier, / f®dt < f(4) < / ) f(®)de. (%%)
J 7=
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9.4. SERIES TELESCOPIQUES page 39

Dans la seconde étape, on pourra ajouter des encadrements (x) ou des encadrements (%*). Il faudra néanmoins étre vigilant au
domaine de validité : la majoration de (%x) n’est valable que pour j > ng + 1.

Etape 2 : On ajoute un nombre fini d’encadrements () (ou d’encadrements (+x)).

On obtient par la relation de Chasles, ’encadrement d’une intégrale par des sommes (ou l’encadrement d’une somme par des
intégrales).

Quand c’est possible, on calcule ces intégrales et on fait le lien avec le résultat attendu.

. 1
Un exemple simple a connaitre : Divergence de E —.
n

n>1

e Pour tout £k € N*, on a :

1 1
vtelkk+1, — <=<-=.
[ ] k+1~t "k
Et par positivité de 'intégrale :
1 k1 k+1 k+1 g 1
i:/ —dtg/ fdtg/ Ta=1
kE+1 & k+1 k t k k k
E+1 1
e Pour montrer que la série diverge, on minore ses sommes partielles. On ajoute pour k = 1,...,n les inégalités / gdt < T
E

On obtient, par la relation de Chasles :
n+l g n_opktl g nq
Vn € N, —dt = —dt < -=5,
new, [ ju=y [ la<y g

n+tl n+1
e Or, / ;dt = {ln(t)] =In(n+1) — +oo.
1 1

n—-+oo

Donc par mll’lOI‘athIl, on a aussi lim Sn = 400 et par consequent . — dlverge.
n—-+oo n

9.4 Séries télescopiques
Proposition

q—1

Soit (2, )nen une suite & valeurs dans K =R ou C et p,q € N tels que p < ¢. On a : Z(xk—s-l —Tp) =Tqg— Tp
k=p

Résultat que 'on explique ainsi (simplifications en diagonale) :
mq - .13},4
+ Tyl - l‘},é

touh - b
+%_xp
n—1

En conséquence, puisque E (k41 — k) = T — X0, ON a la proposition suivante, que l'on reverra dans l'année.
k=0

Proposition

Soit E T, une série numérique. On a I’équivalence suivante.

La série Z(l’n—H —x,) converge — La suite (zp)nen converge.

39



Theme 10

Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a
coefficients constants

Soient a,b € K. On considere ’équation différentielle suivante.
(&) + Y ' 4+ay +by=0

Dans la suite, on appelle équation caractéristique associée a (&), 'équation de degré 2 suivante :
(EC): r*+ar+b=0,

et on note A = a? — 4b son discrimant.

CasouK=C:

- alors (EC) : r2+ar +b = (r —rg)? = 0 posséde une solution double g € C, et les solutions (complexes) de ()
sur R sont les t € R — (At + B)e™! avec (A, B) € C2.

Sol(&c) = {t € R — Ate™' + Be™' avec A,B ¢ (C} = Vectc{t ER+—— te™ t e R+—> e”’t}.

- |Si A # 0 |alors 'équation z? = A posseéde deux solutions distinctes +8 et —§ dans C (ce sont les racines carrées de A, mais
attention la notation |/~ est exclusivement réservée aux réels positifs). L’équation (EC) : r’4+ar+b=(r—r)(r—ry) =0
possede alors deux solutions (complexes) distinctes :

—a-+0 ; —a—0
€ To = .
2 2 2

Les solutions (complexes) de (&) sur R sont les t € R — Ae™! + Be™! avec (A, B) € C%.

r =

Sol(&c) = {t €R+— Ae™! + Be™! avec A,B € (C} = Vect(c{t ERr— et teR+— e”t}.

CasouK=R:

On peut toujours étudier les fonctions complexes solutions et utiliser le premier cas. Mais si 'on cherche les fonctions réelles
solutions, trois cas seront a distinguer.

- alors (EC) : 72 +ar +b = (r — r9)? = 0 possede une solution double ry € R, et les solutions réelles de (&) sur
R sont les t € R — (At + B)e™? avec (4, B) € R%.

Sol(&r) = {t € R +— Ate™' + Be™"' avec A,B € R} = VectR{t ER+— te™ teR+— eTot}.

- alors (EC) : 2 4+ar+b= (r —ry)(r — ro) = 0 possede alors deux solutions distinctes 71,72 € R et les solutions
réelles de (&) sur R sont les t € R — Ae™! + Be™! avec (A, B) € R%.

Sol(&r) = {t € R+ Ae™! + Be™! avec A,B € R} = VectR{t ER+—— e te R+ e”t}.
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- alors (EC) : 7 +ar+b = (r—r1)(r—rs) = 0 posséde deux racines complexes distinctes et conjuguées z = a=%1f.
Les solutions complexes de (£c) sur R sont les t € R — Ael@ i)t - Bela—i)t — cot(Aei | Be=9%) avec (A, B) € C2.
Les solutions réelles de (£g) sur R sont les t € R — e2(C cos(0t) + Dsin(6t) avec (C, D) € R?.

Sol(&r) = {t € R — Ae® cos(0t) + Be® sin(0t) avec A, B € R}

= VectR{t € R+ e cos(6t), t € R — e sin(Ht)}

Dans tous les cas, on a la proposition suivante.

Proposition

Pour tous a,b € K, ’ensemble des solutions de I’équation différentielle
x): ¥ +ay' +by=0

est un K—espace vectoriel de dimension 2.

On retiendra enfin le résultat particulier suivant, utile dans d’autres disciplines scientifiques.

~——— Proposition N

Soit w un réel non nul. Les solutions de (£) : y” + w?y = 0 sont les (trois facons différentes de les décrire) :

o y:t€ R+ Acos(wt) + Bsin(wt) avec (4, B) € R?

o y:t€ R+ Ccos(wt+ ¢) avec (C, p) € R?
o y:t€ R+ Dsin(wt+ 1) avec (D,?) € R?

.

~—— Proposition N

Soit w un réel non nul. Les solutions de (£) : y” — w?y = 0 sont les (deux facons différentes de les décrire) :
o y:t€ R+ Ach(wt) + Bsh(wt) avec (A, B) € R?
o y:te R+ Ce*t + De % avec (C, D) € R?

"
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Theme 11

Sous-espaces vectoriels et applications
linéaires

11.1 Sous-espaces vectoriels

Dans ce paragraphe, E désigne un espace vectoriel sur le corps K = R ou C dont on note + et . les lois interne et externe.

Définition

Un sous-espace vectoriel (s.e.v.) de E est un sous ensemble F' C F non vide qui, muni des lois + et ., est un espace vectoriel.

11 est fastidieux d’utiliser cette définition pour montrer qu'un sous-ensemble F' de E est un sous-espace vectoriel de E.
On utilise quasiment toujours I'une des deux caractérisations suivantes.
Proposition
On a les équivalences suivantes. FCE
Fsev.de B — 0 € F
V(u,v) € F2, V(\, p) € K2, Au+pv€F.

FCE
Fsev.de B <~ Og € F,
V(u,v) € F2, YA€ K, Au+veEF.

Remarque 1 : Ainsi, un sous-espace vectoriel de E contient toujours Og. Et donc un sous-ensemble de E qui ne contient pas
Og ne peut pas étre un s.e.v. de FE.

Remarque 2 : En algebre linéaire, la nature des objets manipulés doit étre bien comprise.
Un espace vectoriel F' est avant tout un (de vecteurs). Il est donc, dans ce cas, complétement insensé d’écrire :

M F n’est pas une fonction!!!

11.2 Applications linéaires

Dans ce paragraphe, E et F' sont des espaces vectoriels sur le corps K = R ou C dont on note + et . les lois interne et externe.

Définition
Soit f : E — F une application. On dit que f est linéaire elle vérifie I'une des trois conditions équivalentes suivantes.
o V(u,v) € E?, flu+v)=f(u)+ f(v) et YVue E, VA€ K, f(Au)=Af(u).
ou
o V(u,v) € E?, V(A p) €K% f(Au+ pw) = X f(u) + p.f(v).

ou
o V(u,v) € E2, Y\, €K, f(Au+v)=M\f(u)+ f(v).
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11.2. APPLICATIONS LINEAIRES page 43

On note L(F, F) ensemble des applications linéaires, c’est un K—espace vectoriel.

On appelle forme linéaire une application linéaire de E dans K = F, et endomorphisme une application linéaire de E dans
E=F.

On notera L(E) Pespace vectoriel des endomorphismes de E.
Si f € L(E, F) est bijective, on dira que f est un isomorphisme de E sur F. On appelle automorphisme de E, un endomor-

phisme de E qui est bijectif. On notera GL(FE) l'espace vectoriel des automorphismes de E.

Remarque 1 : Si f € L(E,F) alors on a f(0g) = 0p.
En effet, 0 = 0x.0g et par linéarité de f, on a f(0g) = f(0x.0g) = O0x.f(0g) = Op.
Il n’y a donc aucun intérét a vérifier que f(0g) = Op pour montrer que f est linéaire, ¢’est une conséquence directe de la définition.

Remarque 2 : La encore, la nature des objets manipulés doit étre bien comprise.
Une application linéaire f est avant tout une | application | Il est donc, dans ce cas, complétement insensé d’écrire :

>< f n’est pas un ensemble!!!

Soit f : E — F une application linéaire.
On appelle noyau de f I’ensemble suivant.

Définition

Ker(f) = {x € E tel que f(x) = 0}.

On appelle image de f I’ensemble suivant.

Im(f) ={f(z) avecz € E} ={y € F telque 3z € E y = f(x)}.

Cette définition s’écrit aussi :
e Pour tout z € £, on a :
z €Ker(f) <= f(x)=0.
e Pour tout y € F, on a :

y€elm(f) <= 3Jxe€FEtelquey= f(zx).

On peut alors démontrer que :
e Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E,

e Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

On a en outre la proposition suivante.

Proposition

Soit f € L(E, F). On a les équivalences suivantes.

f est injective <— Ker(f) ={0g},

— (VUGE, F(u) =0 :>u:OE).
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Theme 12

Familles libres, liées, génératrices

Dans ce paragraphe, E désigne un espace vectoriel sur le corps K =R ou C.

12.1 Cas particulier : famille de 1 vecteur

~—— Définition |

Soit x € E. On dit y € E est combinaison linéaire de x si :

dIrekK, y=>Az

"

~——— Proposition |

Soit & € E. On a les équivalences suivantes (la seconde est la contraposée de la premiere) :
(z) est libre — z#0g

(x) est lide <= (z) n’est pas libre
<~ z=0g.

"

12.2 Cas particulier : famille de 2 vecteurs

~—— Définition |

Soit (x1,22) € E%. On dit que y € E est combinaison linéaire de (1, z2) si :

3()\1, )\2) € KQ, Y = ANT1 + Aaxa.

~—— Définition |

Soit (z1,72) € E?. On dit que (z1,x2) est libre si :

V(A1 de) € K2, (Alxl Flota=0p = M =X= OK).

~—— Définition |

Soit (z1,72) € E?. On dit que (z1,x2) est liée si (x1,z2) n’est pas libre i.e. si :

3()\1, /\2) (S KZ, <(/\1, )\2) 7é (OK, OK) et )\1%1 + )\23?2 = OE)
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12.3. CAS GENERAL : FAMILLE DE n VECTEURS (n > 2)

page 45

/—‘ Proposition

Soit (x1,22) € E%. Les 3 propositions suivantes sont équivalentes :
1. (21, 22) est liée.
2. 1 =0 ou ED\EK, To = A\.271.

3.3 eK, (xa=Az1 ou z3=Azs) (e x1 et xzo sont colinbaires).

(.

Par conséquent on a I’équivalence suivante.

Proposition

Soit (z1,r2) € E?. Si , alors on a :

(x1,29) est libe <= 3INeEK, a9 =A2x;.

12.3 Cas général : famille de n vecteurs (n > 2)

~—— Définition

Soit (z1,...,x,) € E™. On dit que y € E est combinaison linéaire de (x1,...,2,) si :

H(Al,...,)\n>€Kn, Yy=AT1+ -+ ApTp.

.

~—— Définition

Soit (x1,...,2,) € E™. On dit que (z1,...,2,) est une famille libre si :

=1

(.

V(Al,...,)\n)GKTL, <Z>\1x1:OE - Vie{l,...,n}, )\z:OK>

~—— Définition

Soit (z1,...,z,) € E™. On dit que (z1,...,2,) est liée si (z1,...,z,) n’est pas libre i.e. si :

El()\l,...,An)EKn, <()\17~--,)\n)7é(0K7~-~70K) et Z)‘ixiZOE>~
=1

(.

En utilisant cette définition, on peut démontrer les caractérisations suivantes.

"Soit (z1,...,2,) € E™. Les 3 propositions suivantes sont équivalentes :

1. (21,...,2,) est liée

n—1
2. (x1,...,@n1) estliée ou I(Ap,...,Ani1) €KL @y = N
=1

,,,,,

3.3 el ont, 3(N). ., €K = A
i=1

i
L i
Soit (z1,...,z,) € E™. Si| (z1,...,2n—1) est libre |, alors :
n—1
(x1,...,2,) est libke <=  3I(\1,...,A\p1) €K™ 2, = Z i
=1
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12.4. FAMILLE GENERATRICE D’UN ESPACE VECTORIEL page 46

12.4 Famille génératrice d’un espace vectoriel

~—— Définition N

Soit (z1,...,x,) € E™. L’ensemble des combinaisons linéaires de ces n vecteurs est noté Vect(xq,...,x,).

Vect(z1,...,xn) = {Ax1 + -+ Az, (M, M) €K'}

Pour tout y € E, on a donc :

y € Vect(z1,...,2,) <= IJ(A1,..., ) €K, y=X x4+ -+ Ay

/—Q Proposition \
Soit (z1,...,2,) € E™. Alors Vect(z1,...,x,) est un sous-espace vectoriel de E . C’est méme le plus petit des sous-espaces
vectoriels de E contenant les z1,...,T,.

Idée : Pour montrer qu'une partie de E est un sous-espace vectoriel de F, il est parfois bien plus rapide de montrer qu’il s’écrit
sous la forme Vect(z1,...,2,)!

Définition

Pour F' sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel E, et F = (a1, ...,ap) € EP ou p € N.
On dit que F est une famille génératrice de F' si F' = Vect(as, ..., a,) autrement dit si :

Vye F, J(A1,..., ) €K™, y=XMa+ -+ A\pan

12.5 Base d’un espace vectoriel

~—— Définition N

On dira que F est de dimension finie si F possede une famille génératrice finie, autrement dit, si ’on peut trouver des vecteurs
Ui, ..., up € E tels que
E =vect{ui,...,up}.
~— Définition N
Soit B = (eq,...,e,) € E™. On dira que B est une base de F si elle est a la fois libre et génératrice de E.
~—— Proposition \
Soit B = (eq,...,ey) une famille de vecteurs de E. Alors B est une base de E si et seulement si :
Vee E, 1 (A\,...;\) €K™, z=Xer+...\qen

On retiendra que l'existence du n—uplet provient du caractere générateur de B, et que I'unicité provient de son caracteére libre.

~——— Proposition N

Si E de dimension finie, alors il posseéde au moins une base et toutes les bases de F ont alors méme cardinal, on appelle ce
cardinal dimension de F et on le note dim(E).

" J

/—Q Proposition \

Si F est un espace vectoriel de dimension finie n € N* :

‘ libre ‘ génératrice ‘
toute famille libre peut se compléter en une base | de toute famille génératrice on peut extraire une base
toute famille libre a au plus n éléments toute famille génératrice a au moins n éléments
une famille libre ayant n éléments est une base une famille génératrice ayant n éléments est une base
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Formules de changement de base

13.1 Matrice d’un vecteur dans une base

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et B = (ey,...,e,) une base de E. Soit € E et (z1,...,zy) ses coordonnées dans
n

la base B, ce qui signifie que x = Z x;e; (écriture unique). On appelle matrice de x dans la base B le vecteur colonne
i=1
7 -
X = € M7L71(K).

Tn

Notations usuelles : on écrit‘ X = Matg(x) ‘ou’ X = Mp(z) ‘ou x:Xg |

13.2 Matrice de passage

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. On se donne B = (eq,...,e,) et B’ = (e, ...,e},) deux bases de E. On appelle matrice

de passage de B a B’ la matrice P € M,,(K) dont les colonnes sont les coordonnées de €], ..., e}, dans la base B = (e1,...,ep).

Notations usuelles : on écrit | P = Pg, ou| P=Pgp |.

On rappelle la proposition suivante.

Proposition

Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie et B, B’ deux bases de E. La matrice de passage P g’ est inversible et on a
I'égalité (deux notations) :

N 1 =
(Pg) ZPEI ou (PB,B'> :PB’,B-

Proposition (Formule de changement de base (1))

Avec les données précédentes, si x € E, on pose X = Matg(x) = Mg(z) et X' = Matg (z) = Mp(x).
En notant P = Pg = Pgp ona:

| x = px' |

Au lieu de la démontrer, on illustre cette proposition par un exemple.
Dans R2, on note B = (e1,e2) la base canonique, et ] = 2e; + es, e = 3e; + 2es.

On remarque detg(e},e)) = ? g ‘ =1+ 0 donc B’ = (¢}, €}) est une base de R? et P = P§ = P = < ? g > .
Soit @ = (z1,72) € R% Ainsi (z1,72) sont, par définition, ses coordonnées dans la base canonique B. On note (z},}) ses

coordonnées dans la base B’. Avec les notations de la proposition, précédente, I'égalité x = x}e| + xhel, s’écrit matriciellement
dans la base B :
(T 2 3\ [ 22 +3x,\ (2 3 i\ /
X_(x2>_xl(1>+x2<2>_<x'1+233'2 “\1 2 ) )= 0%
N—— N——
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13.3 Matrice d’une application linéaire

On définit également la notion de matrice d’application linéaire. Soient E et F' deux K—espaces vectoriels de dimensions finies.
On se donne une base B = (e1,...,e,) de E et une base B = (f1,...,fp) de F. Soit u € L(E,F). On appelle matrice de u
dans les bases B et B’ la matrice M € M, ,(K) dont les colonnes sont formées des coordonnées de u(ey),...,u(e,) dans la base

B = (f1,--, fp)-
Notations usuelles : ‘ M = Matp g (u) ‘ ou ‘ M = Mg p(u) ‘ ou ‘ M = Mat(u, (B,B')) ‘

Et quand E = F et B = B’, on notera simplement ‘ M = Matp(u) ‘ ou ’ M = Mp(u) ‘ ou ‘ M = Mat(u, B) ‘

Exemple : Soit f € £(R?) définie par :
V(Zl,fﬂg) S R2, f(l‘l,l'g) = (1'1 -+ 31’2, -1 + 1'2).

On note encore B = (e1, e2) la base canonique de R2. On a donc f(ey) = (1,—1) = e; — ey et f(ez) = (3,1) = 3e; + e2. Et donc
par définition :
fler) f(ez)

fle1): <_11>B et f(e2) : G)B donc M = Matg(f) = Mp(f) = ( _11 i) ) el

€2

Intérét de I’écriture matricielle : Avec les notations précédentes, soient x € E et y € F. On pose X = Matg(x) = Mp(x)
et Y = Matp/ (y) = Mp/(y). On a alors

‘u(m):y = MX:Y‘

La encore, on illustre cette assertion par un exemple. On considere ’endomorphisme f défini précédemment et B la base canonique
de R2.
On a effectivement : si © = (z1,22) = x1€1 + T2e2, alors y = f(x) = (21 + 3x2, —x1 + 22) = (1 + 3x2)e; + (—x1 + 2)ex ce qui

s’écrit matriciellement :
o w1332 1 3 r1 0\ _
r=(nm )= (A ) (0 ) e

On reverra dans ’année, d’autres propriétés rendant ce formalisme utile, comme par exemple : < la matrice de la composée est le
produit des matrices >, ou encore < la matrice de la bijection réciproque est l'inverse de la matrice >.

Mais on s’intéresse plus particulierement ici a l'effet d’un changement de base sur une matrice d’application linéaire. Le cas général
sera a nouveau détaillé en cours. On présente ici le cas ou F' = E et donc ol u est un endomorphisme de E.
Proposition (Formule de changement de base (2))
Soit E est un espace vectoriel de dimension finie, et soit B et B’ sont deux bases de E. Pour tout u € £(F) on note :
o M = Matg(u) = Mp(u) = Mat(u, B),
o M' = Matp (u) = Mp(u) = Mat(u, B), On a alors : M' =P 'MP. ‘

e P=PF =Psp.

Remarque : on utilise assez rarement cette relation pour trouver M’. Trés souvent, notamment dans le chapitre Réduction, on
construit M’ en revenant & la définition. Il faut pour cela, connaitre I'image de chaque vecteur de B’ et surtout savoir I’exprimer
dans cette méme base.

Connaissant, M, P et M’, la relation M’ = P 'MP est alors bien utile pour calculer les puissances de M, ou encore pour
déterminer les matrices qui commutent avec M.
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Calculs pratiques de déterminants

A retenir :
e Le déterminant d’une matrice possédant une colonne nulle est nul.
e Le déterminant d’une matrice possédant deux colonnes égales est nul.

Il y a des propriétés analogues pour les lignes, grace au dernier point de la proposition suivante.

Proposition
Soient A, B € M,,(K) et A€ K. On a
1. det(A.A) = A" det(A)
2. det(A x B) = det(A) x det(B)
1
det(A)

3. Si A est inversible, det(A™!) =

4. det(AT) = det(A)

Transformations élémentaires : On décrit effet des transformations élémentaires sur le déterminant.

Opérations Effet
Ci +— Ci +XC; (1 # 7)) déterminant inchangé
Ci +— Ci+ > NG déterminant inchangé
J#i
C; +— \C; déterminant multiplié par A
Ci+— C; (1 #7) déterminant multiplié par (—1)
Li<— Li + XL (i # j) déterminant inchangé
Li«— L+ > \Lj déterminant inchangé
i
L; +— )L, déterminant multiplié par A
L; «— L; (i #j) déterminant multiplié par (—1)
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Développement par rapport & une colonne ou une ligne :

Deux cas simples :

/—[Proposition (n — 1 coefficients nuls sur une colonne)}

0
Ay : Ay
0 | A A | o
i1t Gij—1 Gy Qi1 o G | = (=1)a, A A, |OU le a; ; est en position (i, 5)
3 Ay
As : Ay
0
/—[Proposition (n — 1 coefficients nuls sur une ligne)} N
Eileg)
A1 A2
Ai—1,5 o A A
0 -+ 0 a; 0 -+ 0] = (-1)"a,; Al A2 ou le a; ; est en position (3, j)
@it1,j oo
A3 A4
Qn,j
ott en fait e = (—1)"*7 s’obtient aussi grace au damier de signes :
+ - + «—1
— + —
+ - +
€ 1
_|_ —
- + <n
T T T
1 7 n
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Cas général :
Soit A = [a; il jeq1,..ny € Mn(K).
Pour tout (i,5) € {1,...,n}?, on note A, ; le déterminant obtenu & partir de A en supprimant sa iéme ligne et sa jéme colonne
et aussi o
Ajy= (=14

A partir des deux cas simples précédents, on peut démontrer le résultat plus général suivant.

Proposition (Cas général)
Soit Ala; ;] € M, (K) et (4,5) € {1,...,n}%
1. Le développement par rapport a la j-éme colonne de A donne

det(A) = Zai’in’j
=1

= D ai; (1A,
=1

2. Le développement par rapport a la i-éme ligne de A donne :

n
>0l
=1

det(A)
= Y aii(-1)MA,,
j=1

Tres souvent, a l’aide d’opérations élémentaires sur les colonnes (ou sur les lignes), on fait apparaitre un maximum de 0 sur une
méme colonne (ou sur une méme ligne). On effectue ensuite un développement selon cette colonne (ou cette ligne).
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Probabilités et variables aléatoires

15.1 Probabilités (MPSI/PCSI)

Définition (Probabilité)
Soit 2 un ensemble fini. Une probabilité sur § est une application P : P(Q) — R vérifiant :
1. YA e P(Q), P(A)e][0,1],
2. P(QY) =1,
3. Y (A, B) € P(Q)?, (A NB=0 = P(AUB) = P(A)+ P(B))

Les éléments de P(Q2) sont appelés événements et (€2, P) est appelé espace probabilisé (fini).

Définition (Probabilité conditionnelle)

Soit B € P(Q) un événement tel que P(B) > 0. On appelle probabilité conditionnelle de A sachant B :

On note aussi P(A | B).

Proposition

Avec les notations précédentes, Pg est une probabilité sur (2.

Proposition (Formule de Bayes (1))
Pa(B)P(A)

Soit A, B € P(Q) des événements tels que P(A) >0et P(B) >0.0na: Pg(A)= PB)

Proposition (Formule des probabilités composées)

Soient Ay, ..., A, € P(Q) des événements.
1. Si P(Al) >0 alors P(Al N AQ) = P(Al) X PA1 (AQ)

p—1 P
2. Si P( N Ai) >0 alors P( N Ai> = P(A1) X Pa, (As) X Paynay(A3) X -+ X Pa,nagnna,_ (Ap)
1=1 =1

Définition (Systéme complet d’événements)

Soient Ay, ..., A, € P des événements.
On dit que (Ai)ie{l ..p} st un systeme complet d’événements, si c’est une partition de €, c’est-a-dire si :

e pour tous 4,j € {1,...,p} distincts, on a A; N A; =0,

p
« 0= UAi.
=1
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/—[Proposition (Formule des probabilités totales)}

Soit (Ai)ieqs,... py un systéme complet d’événements de 2. On a :
P
P(B)=> P(BNA;).
i=1

Et si de plus, Ay, ..., A, sont de probabilités non nulles :

"

/—[Proposition (Formule de Bayes (2))}

Soit (Ai)ie[[l p] un systéeme complet d’événements de 2 supposés de probabilités non nulles.

Pour tout B un événement de probabilité non nulle, on a :

Pa.(B)P(A;
el Pacty = PaBPE)
Y. Pa,(B)P(4A;)
=il
15.2 Variables aléatoires (MPSI/PCSI)
Dans tout ce qui suit 'univers 2 est un ensemble fini.
r—[Déﬁnition (Indépendance)} N

Soient X : @ - Ret Y : Q@ — R deux variables aléatoires réelles. On note X(Q) = {x1,...,x,} avec z1,...,z, distincts et
Y(Q) ={v1,...,yq} avec y1, ..., yq distincts.
On dit que X et Y sont (stochastiquement) indépendantes (et on note X 11 Y') si :

i) el x[Lal,  P(X ==Y =y;) = P((X =2) N (Y =y;)) = P(X =) x P(Y = 1)
,—[Déﬁnition (Espérance)\} \

Soit X : 2 — K, une variable aléatoire réelle ou complexe. On note X () = {z1, ..., x,} avec 1, ..., z, distincts.
On appelle espérance de X le réel ou complexe :

E(X) = Zn:xip(x = ;) soit aussi : E(X)= ) zP(X=n).

"

/—[Proposition (Théoreme de transfert)}

Soit X une variable aléatoire réelle sur Q et f: X () C R — K une fonction. On note X () = {z1,...,xp} avec z1,..., )
distincts. Alors f o X est une variable aléatoire réelle sur 2 et on a :

E(foX)= Y f@P(X=2)=) f(@)P(X =)
z€X(Q) i=1

"

,—[Proposition (Propriétés de ’espérance) } N

Soient X, Y deux variables aléatoires réelles ou complexes sur €.
1. Linéarité : pour tout A € K on a :
EX+Y)=EX)+EY) et E\X)=)\E(X)
En particulier pour tous a,b € K,ona: FE(aX +b) =aE(X)+Db.
2. Si X et Y indépendantes alors E(X.Y)=E(X).E(Y)
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/—[Déﬁnition (Variance) W‘

2. On appelle écart type de X le réel

"

Soit X une variable aléatoire réelle sur 2.
1. On appelle variance de X le réel positif V(X) = E((X - E(X))2>

o(X)

Form. du

Tra;sfert

> P
)

zeX(Q

— &)(x — B(X))*.

/—[ Proposition

3. Si X et Y sont indépendantes

alors

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur 2. On a :
1. | V(X) = E(X?) — (E(X))® | et donc, comme V(X) > 0, on a toujours (E(X))* < E(X?2).

2. Pour tous a,b € R,ona V(aX +b) = a®V(X)
ou dans le premier membre b est la variable aléatoire constante égale au réel b.

VX +Y) = V(X) + V().

,—[ Définition (Covariance) }

"

On dit que X et Y sont décorrelées si Cov(X,Y) = 0.

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur 2. On appelle covariance de X et Y :

Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))).

/—[ Proposition

1. Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur 2. On a :

2. Si X et Y sont indépendantes alors elles sont décorrélées i.e. Cov(X,Y) = 0 (réciproque fausse).
3. Dans le cas général : V(X +Y) =V (X) + V(YY) +2Cov(X,Y).

/—[Proposition (Inégalité de Markov)}

Soit X une variable aléatoire réelle sur 2. Si X est a valeurs positives, alors on a :

Va >0, P(Xza)g—

,—[Proposition (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)}

"

Soit X une variable aléatoire réelle sur 2. On a :

Ve >0, P(|X—E(X)| 25) <

()

15.3 Lois au programme

| nom | notation | X(Q) | loi de probabilité | E(X) | V(X)
loi uniforme | X ~U[1,7] | [1,7] P(X % n ;r ! ”21; !
loi de Bernoulli | X ~ B(p) | {0,1} §E§ —q D pq = p(l —p)
loi binomiale X ~ B(n,p) | [0,n] =k )pk(l —p)" " | np | npg=np(l-—p)
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Theme 16

Calcul différentiel

On munit R? de sa norme et de sa distance euclidiennes usuelles :

VT = (2,y) R VT = ('y) €R?, W) = Va2 +y? et AW, T) =T - | =z -2+ (y—y)>

16.1 Continuité

Définition

Soit U une partie ouverte de R? et f : U — R une application. On dit que f est continue en up = (20,y0) si:

ve>0,3n>0, YZ=@yel, (I@y - (@ouw)l<n = |f(y) - fwo.w) <e)

On dit que f est continue sur U si elle 'est en tout point de U.

On peut montrer que les fonctions coordonnées (z,y) — x et (x,y) — y sont continues sur R?, et que les fonctions polynomiales
en les coordonnées le sont aussi.

16.2 Dérivées partielles

On donne ici une approche tres pratique.

Définition
Soit U une partie ouverte de R2, f : U — R une application et u = (zq,0) € U.

e On dit que f admet une dérivée partielle par rapport & la premiére variable en (g, yo) si 'application partielle x — f(x, yo)

est dérivable en z.

of . flxo+h,y0) — f(2o,y0)
Dans ce cas, on note %(1'0, Yo) = }lllg}) W .

e On dit que f admet une dérivée partielle par rapport & la seconde variable en (xg,yo) si application partielle y — f(z0,y)

est dérivable en yq.

g BT f(x07yo+h)_f($0790)
Ay (w0, 40) = Jimy h :

Dans ce cas, on note

Dans les exercices, on cherchera d’abord a utiliser les opérations sur les fonctions dérivables. Dans le cas ou elles ne s’appliquent
pas, on reviendra a la définition en étudiant les limites correspondantes.

Lorsque f admet des dérivées partielles en tout point de U, on peut définir les fonctions dérivées partielles :

0 0 0 0
a% (2,y) €U — afi(l‘,y) et ET;; t(2,y) €U afz(x,y)
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16.3 Deéveloppement limité a ’ordre 1

Définition
Soit U une partie ouverte de R?, f : U — R une application. On dit que f est de classe C! sur U si f admet des dérivées
of . of

partielles en tout point de U, et si les applications s et 5 sont continues sur U.
Y

Proposition

Soit U une partie ouverte de R?, f : U — R une application. Si f est de classe C' sur U, alors elle admet le développement
limité suivant & 'ordre 1 en tout point (zg,yo) de U :

0 0 .
o+ K) = F(zo,10) + 52 (oo, o)+ 5 oo,k + 1 B)e(h ) avec | lim e, k) =0

=df(ag,y0) (A:F)

Définition (Différentielle, Gradient)
Soit U est une partie ouverte de R?, et f : U — R est une application de classe C! sur U.
e On définit la différentielle de f en (zg,yo) € U par :
R? — R
Wiz (hok) ¥ df(ag o) (R k) = %(fﬂo,yo)h + %(%J/o)k

C’est une forme linéaire sur R2.

e On définit le vecteur gradient de f en (zq,yo) € U par :
— 3] 3]
Vf(zo,y0) = gradf(zo, yo) = (8£($0»yo)’ 85(%’%))

e Avec ces définitions, on a V(h, k) € R? df (z0,y0) (hy k) = <Vf(x0,y0)‘(h, k)>, olt { | ) est le produit scalaire usuel sur R2.

16.4 Regle de la chaine

On rappelle quesi f:z € JCR+—— f(x) ERetsip:t €l CR+— ¢(t) € J sont dérivables, alors F = fog :t — f(p(t)) est
dérivable sur I et :

viel, F'(t)=(fop) (&)= f(pt) x (1)

d d d dF dfd
ce que lon écrit encore (fdz 2 = ((dﬁ) o <,0> X d—f ou l'on a posé x = ¢(t), voire P d];ditv

La regle de la chaine est la généralisation de cet énoncé, pour les fonctions de deux variables :

Proposition

Soit U une partie ouverte de R?, f : U — R une application de classe C!, et soit ¢ : t € I — ¢(t) = (z(t),y(t)) € U on
z,y : I — R sont deux applications de classe C'.

Alors, F = fop:t— f(o(t)) = f(x(t),y(t)) est de classe C* sur I et pour tout t € I, on a :

G0 = 2(10.00) = S eO.v0 0+ T 6000w O = (VIE0.50) | @O.00)

Ainsion a : d({;@) = ((g‘;) o ) c(l;’ + ((g‘;) o 90) % soit en abrégeant, pour mémoriser :

dF  Ofdx _Of dy

At T dxdt | Ay dt <vf(z’y)‘(zl’y/)>'
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