
❈❤❛♣✐%&❡ ✻

■♥"#❣%❛❧❡) ✐♠♣%♦♣%❡) ✭♦✉ ❣#♥#%❛❧✐)#❡)✮

✻✳✶ ❈♦♥✈❡(❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥/0❣(❛❧❡ ✐♠♣(♦♣(❡

✻✳✶✳✶ ■♥%&❣(❛❧❡ ,✉( ]a, b] ♦✉ ,✉( [a, b[

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶

• ❙♦✐# a ∈ R ❡# b ∈ R ∪ {+∞} #❡❧& '✉❡ a < b.

❙♦✐# f : [a, b[−→ K ❝♦♥#✐♥✉❡ ♣❛- ♠♦-❝❡❛✉①✳ ❖♥ ❞✐# '✉❡ ❧✬✐♥#4❣-❛❧❡ ✐♠♣-♦♣-❡ ✭♦✉ ❣4♥4-❛❧✐&4❡✮

∫ b

a

f(t)dt ❝♦♥✈❡-❣❡ &✐

∫ x

a

f(t)dt ❛❞♠❡# ✉♥❡ ❧✐♠✐#❡ ✜♥✐❡ ❧♦-&'✉❡ x −→ b−.

❖♥ ♣♦&❡ ❛❧♦-&

∫ b

a

f(t)dt =

∫
→b

a

f(t)dt = lim
x→b−

∫ x

a

f(t)dt.

• ❉❡ ♠❛♥✐;-❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ &♦✐❡♥# a ∈ R ∪ {−∞} ❡# b ∈ R #❡❧& '✉❡ a < b.

❙♦✐# f :]a, b] −→ K ❝♦♥#✐♥✉❡ ♣❛- ♠♦-❝❡❛✉①✳ ❖♥ ❞✐# '✉❡ ❧✬✐♥#4❣-❛❧❡ ✐♠♣-♦♣-❡

∫ b

a

f(t)dt ❝♦♥✈❡-❣❡ &✐

∫ b

x

f(t)dt ❛❞♠❡# ✉♥❡ ❧✐♠✐#❡ ✜♥✐❡ ❧♦-&'✉❡ x −→ a+.

❖♥ ♣♦&❡ ❛❧♦-&

∫ b

a

f(t)dt =

∫ b

→a

f(t)dt = lim
x→a+

∫ b

x

f(t)dt.

• ❖♥ ❞✐-❛ '✉✬✉♥❡ ✐♥#4❣-❛❧❡ ✐♠♣-♦♣-❡ ❞✐✈❡-❣❡ &✐ ❡❧❧❡ ♥✬❡&# ♣❛& ❝♦♥✈❡-❣❡♥#❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✶✳ ❈♦♥✈❡%❣❡♥❝❡ ❡( ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

∫ 1

0

dt√
1− t

.

✶✵✸
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❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✷✳ ■♥"#❣%❛❧❡) ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✭< ❝♦♥♥❛>"?❡✮✳

• ◆❛"✉%❡ ❞❡

∫ 1

0

dt

tα

∫ 1

0

dt

tα
❝♦♥✈❡%❣❡ ⇐⇒ α < 1

• ◆❛"✉%❡ ❞❡

∫ +∞

1

dt

tα

∫ +∞

1

dt

tα
❝♦♥✈❡%❣❡ ⇐⇒ α > 1

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✸✳ ❈♦♥✈❡%❣❡♥❝❡ ❡" ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

∫ 1

0

ln(t)dt ✭< ❝♦♥♥❛>"?❡✮✳

∫ 1

0

ln(t)dt ❝♦♥✈❡%❣❡✳

✶✵✹
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❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✹✳ ◆❛"✉$❡ ❡" ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

∫ +∞

0

e−αtdt ✭< ❝♦♥♥❛>"?❡✮✳

∫ +∞

0

e−αtdt ❝♦♥✈❡$❣❡ ⇐⇒ α > 0

✻✳✶✳✷ ■♥&'❣)❛❧❡ ✓ ❢❛✉00❡♠❡♥& ✔ ✐♠♣)♦♣)❡

+?♦♣♦*✐"✐♦♥ ✶

❙♦✐❡♥% a, b ∈ R ❡% f : [a, b[−→ K ❝♦♥%✐♥✉❡ ♣❛* ♠♦*❝❡❛✉①✳

❖♥ /✉♣♣♦/❡ 0✉❡ f ❡/% ♣*♦❧♦♥❣❡❛❜❧❡ ♣❛* ❝♦♥%✐♥✉✐%4 ❡♥ b ✿

∃ℓ ∈ K, lim
x→b−

f(x) = ℓ.

❆❧♦*/ ❧✬✐♥%4❣*❛❧❡ ✐♠♣*♦♣*❡

∫ b

a

f(t)dt =

∫
→b

a

f(t)dt ❡/% ❝♦♥✈❡*❣❡♥%❡✳

❖♥ ❛ ✉♥ *4/✉❧%❛% ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉* ✉♥❡ ✐♥%4❣*❛❧❡ /✉* ]a, b] ❛✈❡❝ a ❡% b *4❡❧/✳

+?❡✉✈❡✳ ❖♥ ♠♦♥%*❡ ❝❡ *4/✉❧%❛% ♣♦✉* f ❝♦♥%✐♥✉❡ /✉* [a, b[. ▲❡ ❝❛/ ❣4♥4*❛❧ /❡*❛ ♦❜%❡♥✉ ❣*:❝❡ ❛✉① %❤4♦*<♠❡/ ❞❡ ❝♦♠♣❛*❛✐/♦♥✳

✷

❘❡♠❛?'✉❡ ✐♠♣♦?"❛♥"❡ ✿

❈❡% 4♥♦♥❝4 ♥✬❛ ♣❛/ ❞❡ /❡♥/ ❛✈❡❝ b = +∞ ✭♦✉ a = −∞✮✳

❖♥ ♥❡ ♣❡✉% ❡♥ ❡✛❡% ♣❛/ ❞❛♥/ ❝❡ ❝❛/ ♣*♦❧♦♥❣❡* ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ f ♣❛* ❝♦♥%✐♥✉✐%4✳

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✺✳ ◆❛"✉$❡ ❞❡

∫ 1

0

sin(t)

t
dt.

✶✵✺
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✻✳✶✳✸ ■♥&'❣)❛❧❡ -✉) ]a, b[

❉$✜♥✐"✐♦♥ ✷

❙♦✐# f :]a, b[−→ K ❝♦♥#✐♥✉❡ ♣❛* ♠♦*❝❡❛✉① ❡# c ∈]a, b[. ❖♥ ❞✐*❛ /✉❡ ❧✬✐♥#2❣*❛❧❡ ✐♠♣*♦♣*❡

∫ b

a

f(t)dt ❝♦♥✈❡*❣❡ 5✐ ❧❡5 ❞❡✉①

5✉✐✈❛♥#❡5 ✐♥#2❣*❛❧❡5 5♦♥# ❝♦♥✈❡*❣❡♥#❡5✳

∫ c

a

f(t)dt ❡#

∫ b

c

f(t)dt

❖♥ ♣♦*❡ ❛❧♦9*

∫ b

a

f(t)dt =

∫ c

a

f(t)dt+

∫ b

c

f(t)dt.

❘❡♠❛9'✉❡ ✿ 7❛* ❧❛ *❡❧❛#✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛5❧❡5✱ ❝❡##❡ ❞2✜♥✐#✐♦♥ ♥❡ ❞2♣❡♥❞ ♣❛❞ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ c ∈]a, b[.

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✻✳ ◆❛"✉$❡ ❞❡

∫ π/2

−π/2

tan(x)dx.

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✼✳ ◆❛"✉$❡ ❡" ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

∫ +∞

−∞

dx

1 + x2
.

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✽✳ ◆❛"✉$❡ ❞❡

∫ +∞

0

dt

tα
.

✶✵✻
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✻✳✶✳✹ ■♥&'❣)❛&✐♦♥ ♣❛) ♣❛)&✐❡/

◗✉❛♥❞ ♦♥ ✈❡✉( ❡✛❡❝(✉❡+ ✉♥❡ ✐♥(-❣+❛(✐♦♥ ♣❛+ ♣❛+(✐❡0 ❞❛♥0 ✉♥❡ ✐♥(-❣+❛❧❡ ✐♠♣+♦♣+❡✱ ♦♥ ❞♦✐( ✿

• +❡✈❡♥✐+ 5 ✉♥❡ ✐♥(-❣+❛❧❡ 0✉+ ✉♥ 0❡❣♠❡♥( ♣✉✐0 ♣❛00❡+ 5 ❧❛ ❧✐♠✐(❡✱
♦✉

• ❡✛❡❝(✉❡+ ❞✐+❡❝(❡♠❡♥( ❧✬✐♥(-❣+❛(✐♦♥ ♣❛+ ♣❛+(✐❡ ❞❛♥0 ❧✬✐♥(-❣+❛❧❡ ✐♠♣+♦♣+❡ ❡♥ ✉(✐❧✐0❛♥( ❧❛ ♣+♦♣♦0✐(✐♦♥ ❝✐✲❞❡00♦✉0✳
❖♥ ✈-+✐✜❡+❛ ❞❛♥0 ❝❡ ❝❛0 0♦✐❣♥❡✉0❡♠❡♥( ❧❡0 ❤②♣♦(❤=0❡0 +❡>✉✐0❡0✳

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✾✳ ◆❛"✉$❡ ❡" ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

∫ 1

0

t ln(t)dt.

+;♦♣♦*✐"✐♦♥ ✷ ✭■♥"$❣;❛"✐♦♥ ♣❛; ♣❛;"✐❡* ❞❛♥* ✉♥❡ ✐♥"$❣;❛❧❡ ✐♠♣;♦♣;❡✮

❙♦✐❡♥( u, v : [a, b[−→ K ❞❡ ❝❧❛00❡ C1. ❖♥ 0✉♣♣♦0❡ >✉❡ u(t)v(t) ❛❞♠❡( ✉♥❡ ❧✐♠✐(❡ ✜♥✐❡ >✉❛♥❞ t (❡♥❞ ✈❡+0 b ✿

∃ℓ ∈ K, lim
t→b−

u(t)v(t) = ℓ.

❆❧♦+0 ♦♥ ❛ ❧✬->✉✐✈❛❧❡♥❝❡ 0✉✐✈❛♥(❡✳

∫ b

a

u(t)v′(t)dt ❝♦♥✈❡+❣❡ ⇐⇒
∫ b

a

u′(t)v(t)dt ❝♦♥✈❡+❣❡.

❊( ❞❛♥0 ❝❡ ❝❛0✱ ♦♥ ❛

∫ b

a

u(t)v′(t)dt =
[

u(t)v(t)
]→b

a
−
∫ b

a

u′(t)v(t)dt = lim
t→b−

u(t)v(t)− u(a)v(a)−
∫ b

a

u′(t)v(t)dt.

❖♥ ❞✐0♣♦0❡ ❞✬✉♥ +-0✉❧(❛( ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉+ ✉♥❡ ✐♥(-❣+❛❧❡ 0✉+ ]a, b].

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✶✵✳ ◆❛"✉$❡ ❡" ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

∫ +∞

0

te−tdt.

✶✵✼
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✻✳✶✳✺ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ✈❛.✐❛❜❧❡

◗✉❛♥❞ ♦♥ ✈❡✉( ❡✛❡❝(✉❡+ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈❛+✐❛❜❧❡ ❞❛♥2 ✉♥❡ ✐♥(3❣+❛❧❡ ✐♠♣+♦♣+❡✱ ♦♥ ❞♦✐( ✿

• +❡✈❡♥✐+ 7 ✉♥❡ ✐♥(3❣+❛❧❡ 2✉+ ✉♥ 2❡❣♠❡♥( ♣✉✐2 ♣❛22❡+ 7 ❧❛ ❧✐♠✐(❡✱
♦✉

• ❡✛❡❝(✉❡+ ❞✐+❡❝(❡♠❡♥( ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈❛+✐❛❜❧❡ ❞❛♥2 ❧✬✐♥(3❣+❛❧❡ ✐♠♣+♦♣+❡ ❡♥ ✉(✐❧✐2❛♥( ❧❛ ♣+♦♣♦2✐(✐♦♥ ❝✐✲❞❡22♦✉2✳
❖♥ ✈3+✐✜❡+❛ ❞❛♥2 ❝❡ ❝❛2 2♦✐❣♥❡✉2❡♠❡♥( ❧❡2 ❤②♣♦(❤>2❡2 +❡?✉✐2❡2✳

❊①❡8❝✐❝❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡ ✭❊✶✮

❉3(❡+♠✐♥❡+ ❧❛ ♥❛(✉+❡ ❞❡

∫ 1

0

t2√
1− t2

dt ❡( ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡+✳

+8♦♣♦*✐"✐♦♥ ✸ ✭❈❤❛♥❣❡♠❡♥" ❞❡ ✈❛8✐❛❜❧❡ ❞❛♥* ✉♥❡ ✐♥"$❣8❛❧❡ ✐♠♣8♦♣8❡✮

❙♦✐( ϕ :]α, β[−→]a, b[= ϕ(]α, β[) ❞❡ ❝❧❛22❡ C1 ❡( 2(+✐❝(❡♠❡♥( ♠♦♥♦(♦♥❡ ✭♦✉ ❡♥❝♦+❡ ❞❡ ❝❧❛22❡ C1 ❡( +3❛❧✐2❛♥( ✉♥❡ ❜✐❥❡❝(✐♦♥
❞❡ ]α, β[ 2✉+ ]a, b[= ϕ(]α, β[)✮✳ ❙✐ f :]a, b[−→ K ❡2( ❝♦♥(✐♥✉❡✱ ♦♥ ❛ ❧✬3?✉✐✈❛❧❡♥❝❡ 2✉✐✈❛♥(❡✳

∫ β

α

(f ◦ ϕ)(u)ϕ′(u)du ❝♦♥✈❡+❣❡ ⇐⇒
∫ b

a

f(t)dt ❝♦♥✈❡+❣❡

❊( ❞❛♥2 ❝❡ ❝❛2✱

∫ β

α

(f ◦ ϕ)(u)|ϕ′(u)|du =
∫ b

a

f(t)dt.

❘❡♠❛8'✉❡ ✿ ▲❛ ✈❛❧❡✉+ ❛❜2♦❧✉❡ ❞❛♥2 |ϕ′(u)| ♣❡+♠❡( ❞❡ ❝♦♠♣❡♥2❡+ ❧✬✐♥✈❡+2✐♦♥ ❞❡2 ❜♦+♥❡2 ?✉❛♥❞ ϕ ❡2( ❞3❝+♦✐22❛♥(❡✳

• 2✐ ϕ ❡2( ❝+♦✐22❛♥(❡ ✿ • 2✐ ϕ ❡2( ❞3❝+♦✐22❛♥(❡ ✿

✶✵✽
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❊①❡8❝✐❝❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡ ✭❊✶✮

❘❡"#♦✉✈❡# ❧❛ ❝♦♥✈❡#❣❡♥❝❡ ❡" ❧❛ ✈❛❧❡✉# ❞❡

∫ 1

0

t2√
1− t2

dt.

❘❡♠❛8'✉❡ ✿ -♦✉# ❧❡. ❝❤❛♥❣❡♠❡♥" ❞❡ ✈❛#✐❛❜❧❡ ❛✣♥❡. ✭u = at+b ❛✈❡❝ a 6= 0✮✱ ♦♥ ♣♦✉##❛ ❛♣♣❧✐8✉❡# ❞✐#❡❝"❡♠❡♥" ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥"
❞❡ ✈❛#✐❛❜❧❡ ✭9 ❝♦♥❞✐"✐♦♥ 8✉❡ ❧✬✐♥";❣#❛❧❡ ❝♦♥✈❡#❣❡✮✳

✻✳✶✳✻ ■♥%&❣(❛❧❡, - ✈❛❧❡✉(, ❞❛♥, C

❙♦✐" f : I −→ C, ♦♥ ❞;✜♥✐" Re(f) : x ∈ I 7−→ Re(f(x)) ❡" Im(f) : x ∈ I 7−→ Im(f(x)).
❖♥ ❛❞♠❡" ❧❛ ♣#♦♣♦.✐"✐♦♥ .✉✐✈❛♥"❡✳

+8♦♣♦*✐"✐♦♥ ✹

❙✐ f : [a, b[−→ C ❡." ❝♦♥"✐♥✉❡ ♣❛# ♠♦#❝❡❛✉①✱ ♦♥ ❛ ❧✬;8✉✐✈❛❧❡♥❝❡ .✉✐✈❛♥"❡✳

∫ b

a

f(t)dt ❝♦♥✈❡#❣❡ ⇐⇒
∫ b

a

Re(f)(t)dt ❡"

∫ b

a

Im(f)(t)dt ❝♦♥✈❡#❣❡♥"

❊" ❞❛♥. ❝❡ ❝❛.✱ ♦♥ ❛ ❧✬;❣❛❧✐";

∫ b

a

f(t)dt =

∫ b

a

Re(f)(t)dt+ i

∫ b

a

Im(f)(t)dt.

❖♥ ❛ ✉♥ ;♥♦♥❝; ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉# ✐♥";❣#❛❧❡ .✉# ]a, b].

✻✳✷ ■♥%&❣(❛❧❡, ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥, ♣♦,✐%✐✈❡,

✻✳✷✳✶ ▼♦♥♦%♦♥✐❡

❖♥ .✉♣♣♦.❡ 8✉❡ a < b 6 +∞ ❡" ♦♥ .❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝"✐♦♥ f : [a, b[−→ R ♣♦.✐"✐✈❡ ❡" ❝♦♥"✐♥✉❡ ♣❛# ♠♦#❝❡❛✉①✳ ❖♥ ❝♦♥.✐❞C#❡ ❧❛

❢♦♥❝"✐♦♥ F .✉✐✈❛♥"❡✳

F : x ∈ [a, b[−→
∫ x

a

f(t)dt.

❆❧♦#. ✿

F ❡." ❝#♦✐..❛♥"❡✳

❊♥ ❡✛❡" ✿

✶✵✾
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❆✐♥#✐✱ ♣❛' ❧❡ "❤$♦67♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐"❡ ♠♦♥♦"♦♥❡✱ ❞❡✉① ❝❛# #❡ ♣'.#❡♥/❡♥/✳

• F ❡#/ ♠❛❥♦'.❡ ❡/ ❞❛♥# ❝❡ ❝❛#✱ ∃ℓ ∈ R, lim
x→b

F (x) = ℓ.

• F ♥✬❡#/ ♣❛# ♠❛❥♦'.❡ ❡/ ❞❛♥# ❝❡ ❝❛#✱ lim
x→b

F (x) = +∞.

+6♦♣♦*✐"✐♦♥ ✺

❙♦✐/ f : [a, b[−→ R ❝♦♥/✐♥✉❡ ♣❛' ♠♦'❝❡❛✉① ❡/ ♣♦*✐"✐✈❡✳ ❖♥ ❛ ❧❡# .7✉✐✈❛❧❡♥❝❡# #✉✐✈❛♥/❡#✳

∫
→b

a

f(t)dt ❝♦♥✈❡'❣❡ ⇐⇒ x 7−→
∫ x

a

f(t)dt ❡#/ ♠❛❥♦'.❡✳

∫
→b

a

f(t)dt ❞✐✈❡'❣❡ ⇐⇒ lim
x→b−

∫ x

a

f(t)dt = +∞.

✻✳✷✳✷ ❚❤%♦'(♠❡+ ❞❡ ❝♦♠♣❛'❛✐+♦♥

+6♦♣♦*✐"✐♦♥ ✻

❙♦✐❡♥/ f, g : [a, b[−→ K ❝♦♥/✐♥✉❡# ♣❛' ♠♦'❝❡❛✉① ❡/ ♣♦*✐"✐✈❡*✳

✶✳ ❖♥ #✉♣♣♦#❡ 7✉✬✐❧ ❡①✐#/❡ c ∈ [a, b[ /❡❧ 7✉❡ ∀t ∈ [c, b[, f(t) 6 g(t)

✭❝❡ 7✉✐ ❡#/ ❧❡ ❝❛# ❧♦'#7✉❡ f(t) = o
t→b

(g(t))). ❆❧♦'# ✿

∫
→b

a

g(t)dt ❝♦♥✈❡'❣❡ =⇒
∫
→b

a

f(t)dt ❝♦♥✈❡'❣❡

∫
→b

a

f(t)dt ❞✐✈❡'❣❡ =⇒
∫
→b

a

g(t)dt ❞✐✈❡'❣❡ ✭❝♦♥/'❛♣♦#.❡✮

✷✳ ❖♥ #✉♣♣♦#❡ 7✉❡ f(t) = O
t→b

(g(t)). ❆❧♦'# ✿

∫
→b

a

g(t)dt ❝♦♥✈❡'❣❡ =⇒
∫
→b

a

f(t)dt ❝♦♥✈❡'❣❡

✸✳ ❖♥ #✉♣♣♦#❡ 7✉❡ f(t) ∼
t→b

g(t). ❆❧♦'# ✿

∫
→b

a

g(t)dt ❝♦♥✈❡'❣❡ ⇐⇒
∫
→b

a

f(t)dt ❝♦♥✈❡'❣❡

+6❡✉✈❡✳ ❖♥ ♠♦♥/'❡ #❡✉❧❡♠❡♥/ ✶✳

✶✶✵
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✷

❘❡♠❛7'✉❡* ✿ ❈❡" #♥♦♥❝# ❡'" ❡♥❝♦(❡ ✈❛❧❛❜❧❡ '✐ f ❡'" '❡✉❧❡♠❡♥" ♣♦'✐"✐✈❡✱ ♦✉ ❞❡ '✐❣♥❡ ❝♦♥'"❛♥" ✭❛❞❛♣"❡( ❧❡' ✐♥#❣❛❧✐"#' ✦✮ ❛✉

✈♦✐'✐♥❛❣❡ ❞❡ b. ❖♥ ♣❡✉" #❣❛❧❡♠❡♥" ❞♦♥♥❡( ✉♥ #♥♦♥❝# ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉( ✉♥❡ ✐♥"#❣(❛❧❡ '✉( ]a, b].

✻✳✷✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❯♥ ❣.❛♥❞ ❝❧❛22✐4✉❡ 6 2❛✈♦✐. .❡❢❛✐.❡ ❧❡2 ②❡✉① ❢❡.♠;2 ✦

❊①❡7❝✐❝❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡ ✭❊✶✮

8♦✉( n ∈ N✱ ♠♦♥"(❡( 9✉❡ ❧✬✐♥"#❣(❛❧❡ In =

∫ +∞

0

tne−tdt ❝♦♥✈❡(❣❡ ❡" 9✉❡ ✿

∫ +∞

0

tne−tdt = n!

✶✶✶
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✻✳✷✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ✿ ■♥-.❣0❛❧❡2 ❞❡ ❇❡0-0❛♥❞

❆""❡♥"✐♦♥ ✿ ▲❡* ✐♥"$❣9❛❧❡* ❞❡ ❇❡9"9❛♥❞ ♥❡ *♦♥" ♣❛* ❛✉ ♣9♦❣9❛♠♠❡ ❞❡ +❙■ ❡" ❧❡* 9$*✉❧"❛"* '✉✐ *✉✐✈❡♥" ♥❡ ♣♦✉9✲

9♦♥" ♣❛* ?"9❡ ✉"✐❧✐*$* ❞✐9❡❝"❡♠❡♥"✳ ■❧ ❢❛✉" *❛✈♦✐9✱ *❛♥* ❤$*✐"❛"✐♦♥✱ ❞$"❡9♠✐♥❡9 ❧❛ ♥❛"✉9❡ ❞✬✉♥❡ "❡❧❧❡ ✐♥"$❣9❛❧❡✳

• ■♥"$❣9❛❧❡* ❞❡ ❇❡9"9❛♥❞ ❛✉ ✈♦✐*✐♥❛❣❡ ❞❡ +∞ ✿

▲❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ f : t 7−→ 1

tα lnβ(t)
❡)& ❝♦♥&✐♥✉❡ )✉+ [2,+∞[ ❞♦♥❝ ❧✬✐♥&/❣+❛❧❡

∫ +∞

2

dt

tα lnβ(t)
❡)& ✐♠♣+♦♣+❡ ❛✉ ✈♦✐)✐♥❛❣❡ ❞❡ +∞.

■❧ ❢❛✉& *❛✈♦✐9 ❞$♠♦♥"9❡9 5✉❡

• ❙✐ α > 1✱ I(α, β) ❝♦♥✈❡+❣❡ ✿ ♦♥ ❝♦♠♣❛+❡ f(t) 9
1

tγ
❛✈❡❝ α > γ > 1.

• ❙✐ α < 1✱ I(α, β) ❞✐✈❡+❣❡ ✿ ♦♥ ❝♦♠♣❛+❡ f(t) 9
1

t
.

• ❙✐ α = 1, I(1, β) ❝♦♥✈❡+❣❡ )✐ ❡& )❡✉❧❡♠❡♥& )✐ β > 1 ✿ ♦♥ +❡✈✐❡♥& 9 ❧❛ ❞/✜♥✐&✐♦♥ ❡& ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡

∫ X

2

dt

t lnβ(t)
.

❊①❡9❝✐❝❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡ ✭❊✶✮

▼♦♥&+❡+ 5✉❡ ❧✬✐♥&/❣+❛❧❡

∫ +∞

0

ln(t)

1 + t2
dt ❡)& ❝♦♥✈❡+❣❡♥&❡✱ ♣✉✐) 9 ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥& ❞❡ ✈❛+✐❛❜❧❡✱ 5✉✬❡❧❧❡ ✈❛✉& 0.

✶✶✷
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❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✶✶✳ ◆❛"✉$❡ ❞❡

∫ +∞

2

dt

t ln2(t)
.

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✶✷✳ ◆❛"✉$❡ ❞❡

∫ +∞

2

√
t

t ln(t) + 2
dt.

•■♥"$❣<❛❧❡* ❞❡ ❇❡<"<❛♥❞ ❛✉ ✈♦✐*✐♥❛❣❡ ❞❡ 0 ✿ ❖♥ ❛❞❛♣%❡ ❧❡( )❛✐(♦♥♥❡♠❡♥%( ♣)-❝-❞❡♥%(✳

❊①❡<❝✐❝❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡ ✭❊✷✮

❉-%❡)♠✐♥❡) ❧❛ ♥❛%✉)❡ ❞❡

∫ 1

0

t− 1

ln(t)
txdt ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✉ ♣❛)❛♠3%)❡ x ∈ R.

✶✶✸
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✻✳✷✳✺ ■♥&'❣)❛❧❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✓ &)❛♥2❧❛&'❡ ✔

❙♦✐# a, b ❞❡✉① ()❡❧+ #❡❧+ ,✉❡ a < b. ❖♥ +✬✐♥#)(❡++❡ 0 ❧❛ ♥❛#✉(❡ ❞❡

∫ b

a

dt

(t− a)α
.

❙♦✐# X ∈]a, b]✳ ❖♥ ❛

∫ b

X

dt

(t− a)α
=

u=t−a

∫ b−a

X−a

du

uα
.

▲♦(+,✉❡ X −→ a, ♦♥ ❛ X − a −→ 0, ❡# ❞♦♥❝ ✐❧ +✬❛❣✐# ❞✬✉♥❡ ✐♥#)❣(❛❧❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❡♥ 0. ❆✐♥+✐✱ ♦♥ ❛ ❧✬),✉✐✈❛❧❡♥❝❡ +✉✐✈❛♥#❡✳

∫ b

a

dt

(t− a)α
❝♦♥✈❡(❣❡ ⇐⇒ α < 1.

❉❡ ♠<♠❡✱ +✐ a < b ♦♥ ❛

∫ b

a

dt

(b− t)α
❝♦♥✈❡(❣❡ ⇐⇒ α < 1.

❊①❡8❝✐❝❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡ ✭❊✷✮

❉)#❡(♠✐♥❡( ❧❛ ♥❛#✉(❡ ❞❡

∫ π/2

0

tanα(t)dt.

✶✶✹
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✻✳✸ ■♥%&❣(❛❧❡, ❛❜,♦❧✉♠❡♥% ❝♦♥✈❡(❣❡♥%❡,

✻✳✸✳✶ ❉%✜♥✐)✐♦♥

❉$✜♥✐"✐♦♥ ✸

❙♦✐# I = [a, b[, ]a, b] ♦✉ ]a, b[ ✉♥ ✐♥#❡'✈❛❧❧❡ ❞❡ R ,✉✐ ♥✬❡.# ♣❛. ✉♥ .❡❣♠❡♥# ❡# f : I −→ K ✉♥❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❝♦♥#✐♥✉❡ ♣❛' ♠♦'❝❡❛✉①✳

❖♥ ❞✐# ,✉❡

∫ b

a

f(t)dt ❡.# ❛❜.♦❧✉♠❡♥# ❝♦♥✈❡'❣❡♥#❡ .✐

∫ b

a

|f(t)|dt ❝♦♥✈❡'❣❡✳

❘❡♠❛9'✉❡ ✶ ✿ ❙✐

∫ b

a

f(t)dt ❡#

∫ b

a

g(t)dt .♦♥# ❛❜.♦❧✉♠❡♥# ❝♦♥✈❡'❣❡♥#❡.✱ ♣✉✐.,✉❡

0 6 |λf + µg| 6 |λ|.|f |+ |µ|.|g|

♣❛' ❧❡. #❤:♦';♠❡. ❞❡ ❝♦♠♣❛'❛✐.♦♥✱ ❧✬✐♥#:❣'❛❧❡

∫ b

a

|λf(t)+µg(t)|dt ❝♦♥✈❡'❣❡ ❡# ❞♦♥❝
∫ b

a

(λf +µg)(t)dt ❡.# ❛❜.♦❧✉♠❡♥# ❝♦♥✈❡'✲

❣❡♥#❡✳

❆✐♥.✐ ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡. ❢♦♥❝#✐♦♥. f ❝♦♥#✐♥✉❡. ♣❛' ♠♦'❝❡❛✉① .✉' [a, b[ ❡# ❞♦♥# ❧✬✐♥#:❣'❛❧❡

∫ b

a

f(t)dt ❡.# ❛❜.♦❧✉♠❡♥# ❝♦♥✈❡'❣❡♥#❡.

❡.# ✉♥ .♦✉.✲❡.♣❛❝❡ ✈❡❝#♦'✐❡❧ ✭✐❧ ❡.# :✈✐❞❡♠♠❡♥# ♥♦♥ ✈✐❞❡✮ ❞❡ ❧✬❡.♣❛❝❡ ✈❡❝#♦'✐❡❧ ❞❡. ❢♦♥❝#✐♦♥. ❝♦♥#✐♥✉❡. ♣❛' ♠♦'❝❡❛✉①✳

❘❡♠❛9'✉❡ ✷ ✿ ❙✐ f ❡.# @ ✈❛❧❡✉'. ❝♦♠♣❧❡①❡.✱ ♥♦#♦♥. f = Re(f) + i Im(f).

❖♥ ❛ ❞✬✉♥❡ ♣❛'#✱ |Re(f)| 6
√

|Re(f)|2 + | Im(f)|2 = |f | ❡# | Im(f)| 6
√

|Re(f)|2 + | Im(f)|2 = |f |✳

❉♦♥❝ .✐

∫ b

a

f(t)dt ❡.# ❛❜.♦❧✉♠❡♥# ❝♦♥✈❡'❣❡♥#❡. ❛❧♦'.

∫ b

a

Re(f)(t)dt ❡#

∫ b

a

Im(f)(t)dt ❧❡ .♦♥# ❛✉..✐✳

❉✬❛✉#'❡ ♣❛'#✱ |f | =
√

|Re(f)|2 + | Im(f)|2 6 |Re(f)| + | Im(f)| ❡# ❞♦♥❝ .✐
∫ b

a

Re(f)(t)dt ❡#

∫ b

a

Im(f)(t)dt .♦♥# ❛❜.♦❧✉♠❡♥#

❝♦♥✈❡'❣❡♥#❡. ❛❧♦'.

∫ b

a

f(t)dt ❧✬❡.# ❛✉..✐✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ♣'♦♣♦.✐#✐♦♥ .✉✐✈❛♥#❡✳

+9♦♣♦*✐"✐♦♥ ✼

❙♦✐# I = [a, b[, ]a, b] ♦✉ ]a, b[ ✉♥ ✐♥#❡'✈❛❧❧❡ ❞❡ R ,✉✐ ♥✬❡.# ♣❛. ✉♥ .❡❣♠❡♥# ❡# f : I −→ C ✉♥❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❝♦♥#✐♥✉❡ ♣❛'

♠♦'❝❡❛✉①✳ ❖♥ ❛ ✿

∫ b

a

f(t)dt ❝♦♥✈❡'❣❡ ❛❜.♦❧✉♠❡♥# ⇐⇒
∫ b

a

Re(f)(t)dt ❡#

∫ b

a

Im(f)(t)dt ❝♦♥✈❡'❣❡♥# ❛❜.♦❧✉♠❡♥#

✶✶✺
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✻✳✸✳✷ ◆❛&✉(❡

+6♦♣♦*✐"✐♦♥ ✽

❙♦✐# f : [a, b[−→ K ❝♦♥#✐♥✉❡ ♣❛* ♠♦*❝❡❛✉①✳

❙✐

∫ b

a

f(t)dt ❡.# ❛❜.♦❧✉♠❡♥# ❝♦♥✈❡*❣❡♥#❡ ❛❧♦*. ❡❧❧❡ ❡.# ❝♦♥✈❡*❣❡♥#❡✳

❖♥ ❛ ✉♥ 4♥♦♥❝4 ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉* ❞❡. ✐♥#4❣*❛❧❡. .✉* ]a, b] ♦✉ .✉* ]a, b[.

+6❡✉✈❡✳ • ❙✐ f ❡.# 6 ✈❛❧❡✉*. *4❡❧❧❡.✱ ♦♥ ♥♦#❡ ♣♦✉* t ∈ [a, b[✱ f+(t) = max(f(t), 0) ❡# f−(t) = min(f(t), 0).

❆❧♦*. f = f+ + f− ❡# |f | = f+ − f−✳ 9✉✐.:✉❡ 0 6 f+ 6 |f |✱ ❡# 0 6 −f− 6 |f |✱ ❡# ♣✉✐.:✉❡
∫ b

a

|f(t)|dt ❝♦♥✈❡*❣❡✱ ♣❛*

❝♦♠♣❛*❛✐.♦♥✱

∫ b

a

f+(t)dt ❡#

∫ b

a

f−(t)dt ❝♦♥✈❡*❣❡♥# ❡# ♣❛* ❧✐♥4❛*✐#4✱

∫ b

a

f(t)dt ❝♦♥✈❡*❣❡ ❛✉..✐✳

• ❙✐ f ❡.# 6 ✈❛❧❡✉*. ❝♦♠♣❧❡①❡.✱ ✐❧ .✉✣# ❞✬✉#✐❧✐.❡*❧❛ *❡♠❛*:✉❡ ✷ ❝✐✲❞❡..✉.✱ ❡# ❧❡ ♣*❡♠✐❡* ♣♦✐♥# ❛✈❡❝ Re(f) ❡# Im(f). ✷

❆♣♣❧✐❝❛"✐♦♥ ✿ 9♦✉* ❞4♠♦♥#*❡* ❧❛ ❝♦♥✈❡*❣❡♥❝❡ ❞❡

∫ b

a

f(t)dt✱ ♦♥ ♣❡✉# 4#✉❞✐❡* .❛ ❝♦♥✈❡*❣❡♥❝❡ ❛❜.♦❧✉❡ ❡# ❛♣♣❧✐:✉❡* ❧❡. #❤4♦*@♠❡.

❞❡ ❝♦♠♣❛*❛✐.♦♥ 6 |f | > 0.

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✶✸✳ ◆❛"✉$❡ ❞❡

∫ +∞

0

sin(t)

t
√
t
dt✳

❘❡♠❛6'✉❡ ✿ ❆##❡♥#✐♦♥✱ ❧❛ *4❝✐♣*♦:✉❡ ❡.# ❢❛✉..❡✳ ■❧ ❡①✐.#❡ ❞❡. ✐♥#4❣*❛❧❡. ❝♦♥✈❡*❣❡♥#❡. ♠❛✐. :✉✐ ♥❡ ❝♦♥✈❡*❣❡♥# ♣❛. ❛❜.♦❧✉♠❡♥#✳

❈❡. ✐♥#4❣*❛❧❡. .♦♥# ❞✐#❡. *❡♠✐✲❝♦♥✈❡6❣❡♥"❡* ✭❝❡##❡ ♥♦#✐♦♥ ❡.# ❤♦*.✲♣*♦❣*❛♠♠❡✮✳

❊①❡6❝✐❝❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡ ✭❊✶ ✲ ■♥"$❣6❛❧❡ ❞❡ ❉✐6✐❝❤❧❡"✮

▼♦♥#*❡* :✉❡ ❧✬✐♥#4❣*❛❧❡

∫ +∞

0

sin(t)

t
dt ❡.# ❝♦♥✈❡*❣❡♥#❡✳

❖♥ ✈❡**❛ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ :✉❡ ❝❡##❡ ✐♥#4❣*❛❧❡ ♥✬❡.# ♣❛. ❛❜.♦❧✉♠❡♥# ❝♦♥✈❡*❣❡♥#❡✳

✶✶✻
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✻✳✹ ❋♦♥❝'✐♦♥) ✐♥'*❣,❛❜❧❡)

❉❛♥# $♦✉$ ❝❡ ♣❛*❛❣*❛♣❤❡✱ I ❞/#✐❣♥❡ ✉♥ ✐♥$❡*✈❛❧❧❡ ❞✬❡①$*/♠✐$/# a ∈ R ∪ {−∞} ❡$ b ∈ R ∪ {+∞} ✿

I = [a, b], ]a, b], [a, b[ ♦✉ ]a, b[.

✻✳✹✳✶ ❉%✜♥✐)✐♦♥

❉$✜♥✐"✐♦♥ ✹

❙♦✐$ f : I −→ K ✉♥ ❢♦♥❝$✐♦♥✳ ❖♥ ❞✐$ ;✉❡ f ❡#$ ✐♥$/❣*❛❜❧❡ #✉* ❧✬✐♥$❡*✈❛❧❧❡ I #✐

• I = [a, b] ❡#$ ✉♥ #❡❣♠❡♥$ ❡$ f ❡#$ ❝♦♥$✐♥✉❡ ♣❛* ♠♦*❝❡❛✉① #✉* I✱
♦✉

• I ♥✬❡#$ ♣❛# ✉♥ #❡❣♠❡♥$✱ f ❡#$ ❝♦♥$✐♥✉❡ ♣❛* ♠♦*❝❡❛✉① #✉* I ❡$

∫ b

a

f(t)dt ❡#$ ❛❜*♦❧✉♠❡♥" ❝♦♥✈❡*❣❡♥$❡✳

❉❛♥# ❝❡ ❝❛#✱ ♦♥ ♥♦$❡

∫

I

f =

∫

I

f(t)dt =

∫ b

a

f(t)dt.

■❧ ❢❛✉$ ✉$✐❧✐#❡* ❝♦**❡❝$❡♠❡♥$ ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐*❡ ♠❛$❤/♠❛$✐;✉❡✳ ❈❡❧❛ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥ #❡♥# ❞❡ ❞✐*❡ ;✉❡

∫

I

f(t)dt ❡#$ ✐♥$/❣*❛❜❧❡✳✳✳ ■❧ ② ❛

❞✬❛✐❧❧❡✉*# ✉♥❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ✭❡♥ ❢❛✐$✱ ✐❧ #✬❛❣✐$ ❞✬✉♥❡ #❡✉❧❡ ❡$ ♠A♠❡ ♥♦$✐♦♥✮ ❡♥$*❡ #/*✐❡ ❡$ ✐♥$/❣*❛❧❡ ✿

(un)n∈N ❡#$ #♦♠♠❛❜❧❡ f ❡#$ ✐♥$/❣*❛❜❧❡ #✉* I

∑

|un| ❝♦♥✈❡*❣❡
∫

I

|f(t)|dt ❝♦♥✈❡*❣❡

✶✶✼
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❘❡♠❛$%✉❡ ✶ ✿ ❙✐ f ❡#$ ❝♦♥$✐♥✉❡ ♣❛+ ♠♦+❝❡❛✉① #✉+ [a, b[ ❡$ #✐ c ∈ [a, b[✱ ♣❛+ ❧❛ +❡❧❛$✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛#❧❡#✱ ❧✬✐♥$4❣+❛❜✐❧✐$4 ❞❡ f #✉+

[a, b[ ❡#$ 47✉✐✈❛❧❡♥$❡ 9 ❧✬✐♥$4❣+❛❜✐❧✐$4 ❞❡ f #✉+ [c, b[.
❖♥ ❞✐+❛ ❞❛♥# ❝❡ ❝❛# 7✉❡ f ❡#$ ✐♥$4❣+❛❜❧❡ ❛✉ ✈♦✐,✐♥❛❣❡ ❞❡ b ✭♦✉ ❞❡ b− ♣♦✉+ <$+❡ ♣❧✉# ♣+4❝✐#✮✳

❆✐♥#✐✱ ♣❛+ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥$ ❞❡ ✈❛+✐❛❜❧❡ ❛✣♥❡✱ ♦♥ ❞4♠♦♥$+❡+❛✐$ ❧❡# 47✉✐✈❛❧❡♥❝❡# #✉✐✈❛♥$❡#✳

/$♦♣♦,✐1✐♦♥ ✾

❙♦✐$ f :]a, b[−→ K ❝♦♥$✐♥✉❡ ♣❛+ ♠♦+❝❡❛✉①✳

• x 7−→ f(x) ❡#$ ✐♥$4❣+❛❜❧❡ ❛✉ ✈♦✐#✐♥❛❣❡ ❞❡ a+ #✐ ❡$ #❡✉❧❡♠❡♥$ #✐ t 7−→ f(a+ t) ❡#$ ✐♥$4❣+❛❜❧❡ ❛✉ ✈♦✐#✐♥❛❣❡ ❞❡ 0+✱

• x 7−→ f(x) ❡#$ ✐♥$4❣+❛❜❧❡ ❛✉ ✈♦✐#✐♥❛❣❡ ❞❡ b− #✐ ❡$ #❡✉❧❡♠❡♥$ #✐ t 7−→ f(b− t) ❡#$ ✐♥$4❣+❛❜❧❡ ❛✉ ✈♦✐#✐♥❛❣❡ ❞❡ 0+✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✷ ✿ ❙✐ f : I −→ R ❡#$ ❞❡ ,✐❣♥❡ ❝♦♥,1❛♥1✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡+❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥$4❣+❛❧❡

∫

I

f(t)dt ❡#$ 47✉✐✈❛❧❡♥$❡ 9 #❛ ❝♦♥✈❡+❣❡♥❝❡

❛❜#♦❧✉❡✱ ❡$ ❞♦♥❝ ❛✉##✐ 9 ❧✬✐♥$4❣+❛❜✐❧✐$4 ❞❡ f #✉+ I.

❆✐♥#✐✱ ❝❡+$❛✐♥# ❡①❡♠♣❧❡# ❞✬✐♥$4❣+❛❧❡# ❝♦♥✈❡+❣❡♥$❡# ✈✉# ♣+4❝4❞❡♠♠❡♥$✱ ❝❡ $+❛❞✉✐#❡♥$ ❡♥ $❡+♠❡ ❞✬✐♥$4❣+❛❜✐❧✐$4✳

❖♥ ♣♦✉++❛ ✉$✐❧✐#❡+✱ #❛♥# ❧❡# +❡❞4♠♦♥$+❡+✱ ❧❡# +4#✉❧$❛$# #✉✐✈❛♥$#✳

/$♦♣♦,✐1✐♦♥ ✶✵ ✭❋♦♥❝1✐♦♥, ❞❡ $9❢9$❡♥❝❡✮

t 7−→ 1

tα
❡#$ ✐♥$4❣+❛❜❧❡ ❛✉ ✈♦✐#✐♥❛❣❡ ❞❡ +∞ ⇐⇒ α > 1

t 7−→ 1

tα
❡#$ ✐♥$4❣+❛❜❧❡ ❛✉ ✈♦✐#✐♥❛❣❡ ❞❡ 0 ⇐⇒ α < 1

t 7−→ 1

|t− a|α ❡#$ ✐♥$4❣+❛❜❧❡ ❛✉ ✈♦✐#✐♥❛❣❡ ❞❡ a ⇐⇒ α < 1

t 7−→ e−αt
❡#$ ✐♥$4❣+❛❜❧❡ ❛✉ ✈♦✐#✐♥❛❣❡ ❞❡ +∞ ⇐⇒ α > 0

t 7−→ ln(t) ❡#$ ✐♥$4❣+❛❜❧❡ ❛✉ ✈♦✐#✐♥❛❣❡ ❞❡ 0

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✶✹✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ '✉✐ *✉✐+ ❡*+ +,-* ❝❧❛**✐'✉❡ ♠❛✐* ❧❡ ,0*✉❧+❛+ ♥✬❡*+ ♣❛* ❡①♣❧✐❝✐+❡♠❡♥+ ❛✉ ♣,♦❣,❛♠♠❡✳

❙♦✐+ f : t 7−→ 1

1 + t2
✳

▲❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ f ❡*+ ❝♦♥+✐♥✉❡ *✉, [0,+∞[ ❡+

∫ X

0

|f(t)|dt =
∫ X

0

dt

1 + t2
=

[

Arctan(t)
]X

0
= Arctan(X) −→

X→+∞

π

2
.

❉♦♥❝ f ❡*+ ✐♥+0❣,❛❜❧❡ *✉, [0,+∞[ ❡+

∫

[0,+∞[

dt

1 + t2
=

π

2
.

9❛, ♣❛,✐+0✱ ♦♥ ♠♦♥+,❡,❛✐+ ❛✉**✐ '✉❡ t 7−→ 1

1 + t2
❡*+ ✐♥+0❣,❛❜❧❡ *✉, ]−∞, 0[ ❡+ '✉❡

∫

]−∞,0]

dt

1 + t2
=

π

2
.

❆✐♥*✐✱ t 7−→ 1

1 + t2
❡*+ ✐♥+0❣,❛❜❧❡ *✉, R ❡+ ✿

∫

R

dt

1 + t2
=

∫ +∞

−∞

dt

1 + t2
=

∫ 0

−∞

dt

1 + t2
+

∫ +∞

0

dt

1 + t2
=

π

2
+

π

2
= π.

✶✶✽
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✻✳✹✳✷ ❚❤&♦()♠❡, ❞❡ ❝♦♠♣❛(❛✐,♦♥

▲❡" #❤%♦'(♠❡" ❞❡ ❝♦♠♣❛'❛✐"♦♥ ✈✉" ♣♦✉' ❧❡" ❢♦♥❝#✐♦♥" ♣♦"✐#✐✈❡" "✬%❝'✐✈❡♥# ❛✉""✐ ♣♦✉' ❧❡" ❢♦♥❝#✐♦♥" ✐♥#%❣'❛❜❧❡"✳

+6♦♣♦*✐"✐♦♥ ✶✶

❙♦✐❡♥# f, g : I −→ K ❝♦♥#✐♥✉❡" ♣❛' ♠♦'❝❡❛✉①✳

✶✳ ❖♥ ❛ ✿

|f | 6 g "✉' I

g ✐♥#%❣'❛❜❧❡ "✉' I

}

=⇒ f ✐♥#%❣'❛❜❧❡ "✉' I.

✷✳ ❖♥ "✉♣♣♦"❡ >✉❡ I = [a, b[✳

f(t) = o
t→b−

(g(t))

g ✐♥#%❣'❛❜❧❡ ❛✉ ✈♦✐"✐♥❛❣❡ ❞❡ b

}

=⇒ f ✐♥#%❣'❛❜❧❡ ❛✉ ✈♦✐"✐♥❛❣❡ ❞❡ b.

f(t) = O
t→b−

(g(t))

g ✐♥#%❣'❛❜❧❡ ❛✉ ✈♦✐"✐♥❛❣❡ ❞❡ b

}

=⇒ f ✐♥#%❣'❛❜❧❡ ❛✉ ✈♦✐"✐♥❛❣❡ ❞❡ b.

✸✳ ❖♥ "✉♣♣♦"❡ >✉❡ I = [a, b[ ❡# >✉❡ f(t) ∼
t→b−

g(t). ❖♥ ❛ ✿

f ✐♥#%❣'❛❜❧❡ ❛✉ ✈♦✐"✐♥❛❣❡ ❞❡ b ⇐⇒ g ✐♥#%❣'❛❜❧❡ ❛✉ ✈♦✐"✐♥❛❣❡ ❞❡ b.

❖♥ ❞✐"♣♦"❡ ❞✬%♥♦♥❝%" ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉' ❞❡" ✐♥#❡'✈❛❧❧❡" ❞✉ #②♣❡ ]a, b].

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✶✺✳ ▼♦♥#$❡$ &✉❡ f : t 7−→ sin(t)

t(1 + t2)
❡(# ✐♥#*❣$❛❜❧❡ (✉$ ]0,+∞[.

✻✳✹✳✸ 4(♦♣(✐&5&,

+6♦♣♦*✐"✐♦♥ ✶✷ ✭▲✐♥$❛6✐"$✮

❙♦✐❡♥# f, g : I −→ K ✐♥#%❣'❛❜❧❡" "✉' I ❡# (λ, µ) ∈ K
2.

❆❧♦'"✱ λf + µg ❡"# ✐♥#%❣'❛❜❧❡ "✉' I ❡# ∫

I

(λf + µg) = λ

∫

I

f + µ

∫

I

g.

❉$✜♥✐"✐♦♥ ✺

❙♦✐# I ✉♥ ✐♥#❡'✈❛❧❧❡ ❞❡ R✳ ❖♥ ♥♦#❡ L1(I,K) ❧✬❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡" ❢♦♥❝#✐♦♥" f : I −→ K >✉✐ "♦♥# ✐♥#%❣'❛❜❧❡" "✉' I✳

❉✬❛♣'(" ❝❡ >✉✐ ♣'%❝(❞❡✱ L1(I,K) ❡"# ✉♥ "♦✉"✲❡"♣❛❝❡ ✈❡❝#♦'✐❡❧ ❞❡ F(I,K) ✳

✶✶✾
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+6♦♣♦*✐"✐♦♥ ✶✸ ✭■♥"$❣6❛❜✐❧✐"$ *✉6 J ⊂ I✮

❙♦✐# f : I −→ K ❝♦♥#✐♥✉❡ ♣❛* ♠♦*❝❡❛✉① -✉* I.

❙✐ f ❡-# ✐♥#.❣*❛❜❧❡ -✉* I ❛❧♦*- ❡❧❧❡ ❧✬❡-# -✉* #♦✉# ✐♥#❡*✈❛❧❧❡ J ⊂ I.

+6♦♣♦*✐"✐♦♥ ✶✹ ✭■♥$❣❛❧✐"$ "6✐❛♥❣✉❧❛✐6❡✮

❙♦✐# f : I −→ K ❝♦♥#✐♥✉❡ ♣❛* ♠♦*❝❡❛✉① -✉* I. ❙✐ f ❡-# ✐♥#.❣*❛❜❧❡ -✉* I ❛❧♦*- |f | ❧✬❡-# ❛✉--✐ ❡# ♦♥ ❛

∣
∣
∣
∣

∫

I

f(t)dt

∣
∣
∣
∣
6

∫

I

|f(t)|dt.

+6♦♣♦*✐"✐♦♥ ✶✺ ✭❘❡❧❛"✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛*❧❡*✮

❙♦✐# f : I −→ K ✐♥#.❣*❛❜❧❡ -✉* I.

❙✐ a, b, c -♦♥# ❞❡- ♣♦✐♥#- ♦✉ ❞❡- ❡①#*.♠✐#.- ❞❡ I✱ ♦♥ ❛

∫ b

a

f(t)dt =

∫ c

a

f(t)dt+

∫ b

c

f(t)dt.

+6♦♣♦*✐"✐♦♥ ✶✻ ✭■♥"$❣6❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❝♦♥"✐♥✉❡✮

❙♦✐# f : I −→ K ❝♦♥"✐♥✉❡ ✱ ♣♦*✐"✐✈❡ ❡# ✐♥"$❣6❛❜❧❡ -✉* I. ❖♥ ❛

∫

I

f(t)dt = 0 =⇒ ∀t ∈ I, f(t) = 0.

+6❡✉✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ♣♦✉* #♦✉# -❡❣♠❡♥# [a, b] ❝♦♥#❡♥✉ ❞❛♥- I✱ ♦♥ ❛ ♣❛* ♣♦-✐#✐✈✐#. ❞❡

❧✬✐♥#.❣*❛❧❡ ❡# ♣❛* ❧❛ *❡❧❛#✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛-❧❡- ✿

0 6

∫ b

a

f(t)dt 6

∫

I

f(t)dt = 0.

❆✐♥-✐✱

∫ b

a

f(t)dt = 0✱ ❡# ❝♦♠♠❡ t 7−→ f(t) ❡-# ❝♦♥#✐♥✉❡ ❡# ♣♦-✐#✐✈❡ -✉* [a, b]✱ ❡❧❧❡ ② ❡-#

✐❞❡♥#✐>✉❡♠❡♥# ♥✉❧❧❡✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉-✐♦♥✱ f ❡-# ♥✉❧❧❡ -✉* #♦✉# -❡❣♠❡♥# ❝♦♥#❡♥✉ ❞❛♥- I ❞♦♥❝

f ❡-# ♥✉❧❧❡ -✉* I. ✷

✻✳✺ ■♥%&❣(❛❧❡, ❞&♣❡♥❞❛♥% ❞✬✉♥ ♣❛(❛♠2%(❡

✻✳✺✳✶ ▲❡ ♣❛(❛♠*+(❡ ❡,+ ❞❛♥, ❧❡, ❜♦(♥❡, ❞❡ ❧✬✐♥+4❣(❛❧❡

❖♥ ❝❤❡*❝❤❡ @ .#✉❞✐❡* ❞❡- ❢♦♥❝#✐♦♥- G ❞.✜♥✐❡- ♣❛* G(x) =

∫ v(x)

u(x)

f(t)dt.

• ❈❛* ❞✬✉♥❡ ✐♥"$❣6❛❧❡ *✉6 ✉♥ *❡❣♠❡♥" ✿

❖♥ *❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ #❤.♦*C♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥#❛❧ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②-❡✳

+6♦♣♦*✐"✐♦♥ ✶✼ ✭❚❤$♦6J♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥"❛❧✮

❙♦✐# f : I → K ✉♥❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❝♦♥"✐♥✉❡ ❡# a ✉♥ ♣♦✐♥# ❞❡ I. ❆❧♦*- ❧❛ ❢♦♥❝#✐♦♥ Fa ❞.✜♥✐❡ -✉* I ♣❛*

∀x ∈ I, Fa(x) =

∫ x

a

f(t)dt

❡-# ❧❛ ♣*✐♠✐#✐✈❡ ❞❡ f >✉✐ -✬❛♥♥✉❧❡ ❡♥ a. ❊♥ ♣❛*#✐❝✉❧✐❡*✱ ♣♦✉* #♦✉# x ∈ I ♦♥ ❛ F ′a(x) = f(x) ❡# Fa(a) = 0.

✶✷✵
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▲❛ ✈❛#✐❛❜❧❡ x ♣❡✉* ❛♣♣❛#❛+*#❡ ❞❛♥. ✉♥❡ ❜♦#♥❡ ♦✉ ❞❛♥. ❧❡. ❞❡✉①✳

• ❖♥ .✉♣♣♦.❡ 3✉❡ f : I −→ K ❡.* ❝♦♥"✐♥✉❡ .✉# I✱ 3✉❡ a ∈ I ❡* 3✉❡ ♣♦✉# *♦✉* x ∈ J, ♦♥ ❛ u(x) ∈ I. ❖♥ ❞5✜♥✐* ❧✬❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥

G ♣❛#

G(x) =

∫ u(x)

a

f(t)dt.

❙♦✐* F ✉♥❡ ♣#✐♠✐*✐✈❡ ❞❡ f .✉# I, ❛❧♦#. ♣♦✉# *♦✉* x ∈ J, ♦♥ ❛ G(x) = F (u(x))− F (a).
❆✐♥.✐✱ ♦♥ ❡.* #❛♠❡♥5 < ❧✬5*✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❝♦♠♣♦.5❡✳

• ❖♥ .✉♣♣♦.❡ 3✉❡ f : I −→ K ❡.* ❝♦♥"✐♥✉❡ .✉# I ❡* 3✉❡ ♣♦✉# *♦✉* x ∈ J, ♦♥ ❛ u(x) ∈ I ❡* v(x) ∈ I. ❖♥ ❞5✜♥✐*

❧✬❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ G ♣❛#

G(x) =

∫ v(x)

u(x)

f(t)dt.

❙♦✐* F ✉♥❡ ♣#✐♠✐*✐✈❡ ❞❡ f .✉# I✳ ❆❧♦#. ♣♦✉# *♦✉* x ∈ J, ♦♥ ❛ G(x) = F (v(x))− F (u(x)).

❊①❡9❝✐❝❡

❖♥ ❝♦♥.✐❞>#❡ ❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ f ❞5✜♥✐❡ ♣❛# f(x) =

∫ 2x

x

dt√
t4 + 1

.

✶✳ ❏✉.*✐✜❡# 3✉❡ f ❡.* ❞5✜♥✐❡ .✉# R ❡* ♠♦♥*#❡# 3✉✬❡❧❧❡ ❡.* ✐♠♣❛✐#❡✳

✷✳ ▼♦♥*#❡# 3✉❡ f ❡.* ❞5#✐✈❛❜❧❡ .✉# R ❡* ❝❛❧❝✉❧❡# f ′(x). ❊♥ ❞5❞✉✐#❡ ❧❡. ✈❛#✐❛*✐♦♥. ❞❡ f .✉# [0,+∞[.

✸✳ ❉5*❡#♠✐♥❡# ❧✬53✉❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ *❛♥❣❡♥*❡ ❛✉ ❣#❛♣❤❡ ❞❡ f ❛✉ ♣♦✐♥* ❞✬❛❜.❝✐..❡ 0.

✹✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❡♥❝❛❞#❡♠❡♥* ❥✉❞✐❝✐❡✉①✱ ❞5*❡#♠✐♥❡# lim
x→+∞

f(x).

✺✳ ❚#❛❝❡# Cf .

✶✷✶



▼❛"❤$♠❛"✐'✉❡* +❙■ ✿ ❱♦❧✉♠❡ ✶ ❙✳ ❉✐♦♥

✶✷✷



▼❛"❤$♠❛"✐'✉❡* +❙■ ✿ ❱♦❧✉♠❡ ✶ ❙✳ ❉✐♦♥

• ❈❛* ❞✬✉♥❡ ✐♥"$❣:❛❧❡ ✐♠♣:♦♣:❡ ✿

❖♥ "✬✐♥%&'❡""❡ ✐❝✐ * G ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞&✜♥✐❡ ♣❛' G(x) =

∫ x

a

f(t)dt ♦1 ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ f ❡"% ❝♦♥%✐♥✉❡ "✉' ✉♥ ✐♥%❡'✈❛❧❧❡ I✱ ♠❛✐" ♦1

❧✬✐♥%&❣'❛❧❡ G(x) ❡"% ✐♠♣'♦♣'❡ ❡♥ a ✭❡①%'&♠✐%& ❞❡ I✮✳

■❞$❡ ✿ ❖♥ "❡ ❞♦♥♥❡ b ∈ I✳ ❉✬❛♣'=" ❧❛ '❡❧❛%✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛"❧❡"✱ ♦♥ ❛

∫ x

a

f(t)dt =

∫ b

a

f(t)dt

︸ ︷︷ ︸

❝♦♥"%❛♥%❡

+

∫ x

b

f(t)dt

︸ ︷︷ ︸

✐♥%&❣'❛❧❡ "✉' ✉♥ "❡❣♠❡♥%

.

❖♥ ❡"% ❞♦♥❝ '❛♠❡♥& ❛✉ ❝❛" ♣'&❝&❞❡♥%✳

❊①❡:❝✐❝❡

@♦✉' x > 0, ♦♥ ♣♦"❡ F (x) =

∫ +∞

x

e−t

t
dt.

✶✳ ❏✉"%✐✜❡' ❧✬❡①✐"%❡♥❝❡ ❞❡ F (x) ♣♦✉' x > 0. ▲❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ F ❡"%✲❡❧❧❡ ❞&✜♥✐❡ ❡♥ 0 ❄

✷✳ ❉&♠♦♥%'❡' G✉❡ F ❡"% ❞❡ ❝❧❛""❡ C1 "✉' ]0,+∞[ ❡% ❝❛❧❝✉❧❡' F ′(x).

✸✳ ❉&%❡'♠✐♥❡' ❧❡" ❧✐♠✐%❡" lim
x→+∞

xF (x) ❡% lim
x→0

xF (x).

✹✳ ❙❛♥" ❡①♣'✐♠❡' F (x)✱ ♠♦♥%'❡' G✉❡

∫ +∞

0

F (t)dt ❡①✐"%❡ ❡% ❝❛❧❝✉❧❡' "❛ ✈❛❧❡✉'✳

✶✷✸
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✻✳✺✳✷ ▲❡ ♣❛(❛♠*+(❡ ❡,+ ,♦✉, ❧❡ ,✐❣♥❡ ❞✬✐♥+5❣(❛+✐♦♥

❖♥ "❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝)✐♦♥ f ❞❡ ❞❡✉① ✈❛.✐❛❜❧❡" .1❡❧❧❡" ❡) 2 ✈❛❧❡✉." ❞❛♥" K = R ♦✉ C.

f :

{
A× I −→ K

(x, t) 7−→ f(x, t)
A, I ✐♥)❡.✈❛❧❧❡" ❞❡ R.

❖♥ "✉♣♣♦"❡ 4✉❡ ♣♦✉. )♦✉) x ∈ A ✜①1✱ ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ t 7→ f(x, t) ❡") ❝♦♥)✐♥✉❡ ♣❛. ♠♦.❝❡❛✉① ❡) ✐♥)1❣.❛❜❧❡ "✉. I.

➚ )♦✉) x ❞❡ A, ♦♥ ♣❡✉) ❞♦♥❝ ❛""♦❝✐❡. ❧✬✐♥)1❣.❛❧❡

∫

I

f(x, t)dt ❡) ❝♦♥"✐❞1.❡. ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ "✉✐✈❛♥)❡✳

g :







A −→ K

x 7−→
∫

I

f(x, t)dt

❙✐ ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ f ♣♦""=❞❡ ❝❡.)❛✐♥❡" ♣.♦♣.✐1)1" ✭❝♦♥)✐♥✉✐)1✱ ❞1.✐✈❛❜✐❧✐)1✱ ❧✐♠✐)❡ ♣❛. .❛♣♣♦.) 2 ❧❛ ✈❛.✐❛❜❧❡ x✮✱ 4✉✬❡♥ ❡")✲✐❧ ❞❡ ❧❛

❢♦♥❝)✐♦♥ g? A❛.❢♦✐"✱ ♦♥ ♣♦✉..❛ ❝❛❧❝✉❧❡. ❡①♣❧✐❝✐)❡♠❡♥) g(x). ❉✬❛✉).❡" ❢♦✐"✱ ♦♥ ♣♦✉..❛✱ "♦✉" ❝❡.)❛✐♥❡" ❤②♣♦)❤="❡"✱ ✈1.✐✜❡. 4✉❡ g

❡") ❝♦♥)✐♥✉❡✱ ❞1.✐✈❛❜❧❡ ❡) ❡①♣.✐♠❡. "❛ ❞1.✐✈1❡ g′ "♦✉" ❧❛ ❢♦.♠❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥)1❣.❛❧❡✳

✹✳✺✳✷✳✶ ❈♦♥"✐♥✉✐"$ ✿

+:♦♣♦*✐"✐♦♥ ✶✽ ✭❚❤$♦:?♠❡ ❞❡ ❝♦♥"✐♥✉✐"$ *♦✉* ❧❡ *✐❣♥❡ ✐♥"$❣:❛❧❡✮

❙♦✐❡♥) A ❡) I ❞❡" ✐♥)❡.✈❛❧❧❡" ❞❡ R.

❖♥ ❝♦♥"✐❞=.❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝)✐♦♥ ♥✉♠1.✐4✉❡ f ❞❡ ❞❡✉① ✈❛.✐❛❜❧❡" ❞1✜♥✐❡ "✉. A× I.

f :

{
A× I −→ K,

(x, t) 7−→ f(x, t).

❖♥ "✉♣♣♦"❡ 4✉❡ ❧❡" ).♦✐" ❤②♣♦)❤="❡" "✉✐✈❛♥)❡" "♦♥) ✈1.✐✜1❡"✳

✶✳ A♦✉. )♦✉) t ∈ I, ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ x 7→ f(x, t) ❡") ❝♦♥)✐♥✉❡ "✉. A,

✷✳ A♦✉. )♦✉) x ∈ A, ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ t 7→ f(x, t) ❡") ❝♦♥)✐♥✉❡ ♣❛. ♠♦.❝❡❛✉① "✉. I,

✸✳ ❍②♣♦)❤="❡ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛)✐♦♥ ✿ ■❧ ❡①✐")❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝)✐♦♥ ϕ : I → R ✐♥)1❣.❛❜❧❡ "✉. I )❡❧❧❡ 4✉❡

∀(x, t) ∈ A× I, |f(x, t)| 6 ϕ(t).

❆❧♦."✱ ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ g : x ∈ A 7−→
∫

I

f(x, t)dt ❡") ❝♦♥)✐♥✉❡ "✉. A.

✶✷✺
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❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✶✻✳ ➱!✉❞✐❡& ❧❛ ❝♦♥!✐♥✉✐!, ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛!✐♦♥ g1 : x 7→
∫ 1

0

sin(xt2)dt.

❘❡♠❛;'✉❡ ✿ ❙✐ ♦♥ ♥❡ ♣❛'✈✐❡♥) ✓ + ❞♦♠✐♥❡' ✔ ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ f 2✉' )♦✉) ❧✬✐♥)❡'✈❛❧❧❡ A, ♦♥ ♣❡✉) '❡♠♣❧❛❝❡' ❧✬❤②♣♦)❤72❡ ❞❡

❞♦♠✐♥❛)✐♦♥ ♣❛' ✿

✸✬✳ ❍②♣♦!❤45❡ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛!✐♦♥ &❡5!&❡✐♥!❡ ✿ ♣♦✉& !♦✉! 5❡❣♠❡♥! J ⊂ A, ✐❧ ❡①✐5!❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝!✐♦♥ ϕJ : I → R ✐♥!,❣&❛❜❧❡ 5✉& I !❡❧❧❡ <✉❡

∀(x, t) ∈ J × I, |f(x, t)| 6 ϕJ(t).

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✶✼✳ ➱!✉❞✐❡& ❧❛ ❝♦♥!✐♥✉✐!, ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛!✐♦♥ g2 : x 7→
∫ 1

0

ln(t)

t+ x
dt 5✉& ]0,+∞[.

✶✷✻
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❘❡♠❛7'✉❡ ✿ ▲✬❤②♣♦&❤'(❡ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛&✐♦♥ ❡(& ❡((❡♥&✐❡❧❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✶✽✳ ➱!✉❞✐❡& ❧❛ ❝♦♥!✐♥✉✐!, ❞❡ g3 : x 7→
∫ 1

0

x

x2 + t2
dt.

✹✳✺✳✷✳✷ ▲✐♠✐"❡* ✿

❊♥ 2❡✈❡♥❛♥& 4 ❧❛ ❞5✜♥✐&✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥&✐♥✉✐&5 ❡♥ x0 ∈ A, ❧❡ &❤5♦2'♠❡ ❞❡ ❝♦♥&✐♥✉✐&5 (♦✉( ❧❡ (✐❣♥❡ ✐♥&5❣2❛❧❡ ♣❡2♠❡&✱ (♦✉( ❝❡2&❛✐♥❡(

❤②♣♦&❤'(❡(✱ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉2❡ ;✉❡ ♣♦✉2 &♦✉& x0 ∈ A, lim
x→x0

g(x) = g(x0) ♦✉ ❡♥❝♦2❡ ✿

lim
x→x0

∫

I

f(x, t)dt =

∫

I

f(x0, t)dt =

∫

I

(

lim
x→x0

f(x, t)

)

︸ ︷︷ ︸

=f(x0,t)

dt.

❈❡❧❛ 2❡✈✐❡♥& 4 ♣❡2♠✉&❡2 ❧❡ (✐❣♥❡

∫
❡& ❧❡ (✐❣♥❡ lim✳ ▲❡ &❤5♦2'♠❡ (✉✐✈❛♥& ♣❡2♠❡& ❞✬5&❡♥❞2❡ ❝❡ 25(✉❧&❛& ❧♦2(;✉❡ x &❡♥❞ ✈❡2( ✉♥❡

❡①&25♠✐&5 ❞❡ A.

✶✷✼
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+6♦♣♦*✐"✐♦♥ ✶✾ ✭❚❤$♦6;♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡6❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥$❡ @ ♣❛6❛♠;"6❡ ❝♦♥"✐♥✉✮

❙♦✐❡♥% A ❡% I ❞❡' ✐♥%❡(✈❛❧❧❡' ❞❡ R ❡% a ✉♥❡ ❡①%(.♠✐%. ❞❡ A.

❖♥ ❝♦♥'✐❞2(❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ♥✉♠.(✐4✉❡ f ❞❡ ❞❡✉① ✈❛(✐❛❜❧❡' ❞.✜♥✐❡ '✉( A× I.

f :

{
A× I −→ K,

(x, t) 7−→ f(x, t).

❖♥ '✉♣♣♦'❡ 4✉❡ ❧❡' %(♦✐' ❤②♣♦%❤2'❡' '✉✐✈❛♥%❡' '♦♥% ✈.(✐✜.❡'✳

✶✳ <♦✉( %♦✉% t ∈ I, ♦♥ ❛ f(x, t)−→
x→a

ℓ(t)✱

✷✳ <♦✉( %♦✉% x ∈ A✱ ❧❡' ❢♦♥❝%✐♦♥ t 7→ f(x, t) ❡% t 7→ ℓ(t) '♦♥% ❝♦♥%✐♥✉❡' ♣❛( ♠♦(❝❡❛✉① '✉( I,

✸✳ ❍②♣♦%❤2'❡ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛%✐♦♥ ✿ ■❧ ❡①✐'%❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ϕ : I → R ✐♥%.❣(❛❜❧❡ '✉( I %❡❧❧❡ 4✉❡

∀(x, t) ∈ A× I, |f(x, t)| 6 ϕ(t).

❆❧♦('✱ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ℓ ❡'% ✐♥%.❣(❛❜❧❡ '✉( I ❡% ♦♥ ❛ ✿

∫

I

f(x, t)dt −→
x→a

∫

I

ℓ(t)dt.

❘❡♠❛6'✉❡ ✿ ❝❡%%❡ ❧✐♠✐%❡ '✬.❝(✐% ❛✉''✐ lim
x→a

∫

I

f(x, t)dt =

∫

I

(

lim
x→a

f(x, t)
)

︸ ︷︷ ︸

=ℓ(t)

dt.

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✶✾✳ ❏✉"#✐✜❡' ❧✬❡①✐"#❡♥❝❡ ❞❡ F (x) =

∫ 1

0

tx
ln(t)

t− 1
dt ♣♦✉' x > 0 ❡# ❞0#❡'♠✐♥❡' lim

x→+∞
F (x).

✶✷✽
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❈❡ "❤$♦&'♠❡ ♣❡✉" +"&❡ ✉"✐❧❡✱ ♠❛✐0 ❛✈❛♥" ❞❡ 0✬❡♥❣❛❣❡& ❞❛♥0 0❛ &$❞❛❝"✐♦♥ ✭❛00❡③ ❢❛0"✐❞✐❡✉0❡✮✱ ♦♥ ❡00❛✐❡&❛ ❞✬❛❜♦&❞ ❞✬❡①♣❧♦&❡& ❞❡0

♣✐0"❡0 ✉"✐❧✐0❛♥" ❞❡0 ❡♥❝❛❞&❡♠❡♥"0✳

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✷✵✳ ❖♥ ❛ ✈✉ %✉❡ G(x) =

∫ 1

0

tx
t− 1

ln(t)
dt ❡①✐)*❡ ♣♦✉- x > −1. ❉/*❡-♠✐♥❡- lim

x→+∞
G(x).

▼$"❤♦❞❡ ✶ ✿ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛❥♦@❛"✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐"❡

▼$"❤♦❞❡ ✷ ✿ A ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣@♦♣@✐$"❡* '✉❛❧✐"❛"✐✈❡*

✶✷✾
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❊①❡8❝✐❝❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡ ✭❊✶✮

❙♦✐# f : [0,+∞[ 7−→ C ✉♥❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❝♦♥#✐♥✉❡ ♣❛+ ♠♦+❝❡❛✉①✳ ❉0#❡+♠✐♥❡+ lim
x→+∞

∫ +∞

0

f(t)e−xtdt ❧♦+23✉❡ ✿

✶✳ f ❡2# ❜♦+♥0❡✳

✷✳ f ❡2# ✐♥#0❣+❛❜❧❡ 2✉+ [0,+∞[.

✶✸✵
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✹✳✺✳✷✳✸ ❉$:✐✈❛❜✐❧✐"$ ✿

+:♦♣♦*✐"✐♦♥ ✷✵ ✭❚❤$♦:A♠❡ ❞❡ ❞$:✐✈❛"✐♦♥ *♦✉* ❧❡ *✐❣♥❡ ✐♥"$❣:❛❧❡✮

❙♦✐❡♥% A ❡% I ❞❡' ✐♥%❡(✈❛❧❧❡' ❞❡ R.

❖♥ ❝♦♥'✐❞.(❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ♥✉♠2(✐3✉❡ f ❞❡ ❞❡✉① ✈❛(✐❛❜❧❡' ❞2✜♥✐❡ '✉( A× I.

f :

{
A× I −→ K,

(x, t) 7−→ f(x, t).

❖♥ '✉♣♣♦'❡ 3✉❡ ❧❡' %(♦✐' ❤②♣♦%❤.'❡' '✉✐✈❛♥%❡' '♦♥% ✈2(✐✜2❡'✳

✶✳ <♦✉( %♦✉% t ∈ I, ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ x 7→ f(x, t) ❡'% ❞❡ ❝❧❛''❡ C1 '✉( A, ❝✬❡'%✲? ❞✐(❡ 3✉❡ x 7→ ∂f

∂x
(x, t) ❡'% ❞2✜♥✐❡ ❡% ❝♦♥%✐♥✉❡

'✉( A.

✷✳ <♦✉( %♦✉% x ∈ A :

✲ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ t 7→ f(x, t) ❡'% ✐♥%2❣(❛❜❧❡ '✉( I,

✲ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ t 7→ ∂f

∂x
(x, t) ❡'% ❝♦♥%✐♥✉❡ ♣❛( ♠♦(❝❡❛✉① '✉( I,

✸✳ ❍②♣♦%❤.'❡ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛%✐♦♥ ✿ ■❧ ❡①✐'%❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ϕ : I → R ✐♥%2❣(❛❜❧❡ '✉( I %❡❧❧❡ 3✉❡

∀(x, t) ∈ A× I,

∣
∣
∣
∣

∂f

∂x
(x, t)

∣
∣
∣
∣
6 ϕ(t).

❆❧♦('✱ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ g : x ∈ A 7−→
∫

I

f(x, t)dt ❡'% ❞❡ ❝❧❛''❡ C1 '✉( A ❡% ♦♥ ❛ ✿ ∀x ∈ A, g′(x) =

∫

I

∂f

∂x
(x, t)dt.

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✷✶✳ ❉!"❡$♠✐♥❡$ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞!✜♥✐"✐♦♥ Dg ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ g ❞!✜♥✐❡ ♣❛$ g(x) =

∫ +∞

0

e−t sin(xt)

t
dt.

▼♦♥"$❡$ 4✉❡ g ❡*" ❞!$✐✈❛❜❧❡ *✉$ Dg✱ ❝❛❧❝✉❧❡$ g
′
❡" ❡♥ ❞!❞✉✐$❡ g.

✶✸✶
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✶✸✷
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❘❡♠❛7'✉❡ ✿ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉& ❧❛ ❝♦♥+✐♥✉✐+-✱ /✐ ♦♥ ♥❡ ♣❛&✈✐❡♥+ ✓ 2 ❞♦♠✐♥❡& ✔ ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ f /✉& +♦✉+ ❧✬✐♥+❡&✈❛❧❧❡ A, ♦♥ ♣❡✉+

&❡♠♣❧❛❝❡& ❧✬❤②♣♦+❤9/❡ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛+✐♦♥ ♣❛& ✿

✸✬✳ ❍②♣♦'❤)*❡ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛'✐♦♥ 1❡*'1❡✐♥'❡ ✿ ♣♦✉1 '♦✉' *❡❣♠❡♥' J ⊂ A, ✐❧ ❡①✐*'❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝'✐♦♥ ϕJ : I → R ✐♥'9❣1❛❜❧❡ *✉1 I '❡❧❧❡ ;✉❡

∀(x, t) ∈ J × I,

∣
∣
∣
∣

∂f

∂x
(x, t)

∣
∣
∣
∣
6 ϕJ(t).

✹✳✺✳✷✳✹ ❉$7✐✈$❡* *✉❝❝❡**✐✈❡* ✿

+7♦♣♦*✐"✐♦♥ ✷✶

❙♦✐❡♥+ A ❡+ I ❞❡/ ✐♥+❡&✈❛❧❧❡/ ❞❡ R.

❖♥ ❝♦♥/✐❞9&❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝+✐♦♥ ♥✉♠-&✐=✉❡ f ❞❡ ❞❡✉① ✈❛&✐❛❜❧❡/ ❞-✜♥✐❡ /✉& A× I.

f :

{
A× I −→ K,

(x, t) 7−→ f(x, t).

❖♥ /✉♣♣♦/❡ =✉❡ ❧❡/ +&♦✐/ ❤②♣♦+❤9/❡/ /✉✐✈❛♥+❡/ /♦♥+ ✈-&✐✜-❡/✳

✶✳ C♦✉& +♦✉+ t ∈ I, ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ x 7→ f(x, t) ❡/+ ❞❡ ❝❧❛//❡ Ck /✉& A,

✷✳ C♦✉& +♦✉+ x ∈ A, ♣♦✉& +♦✉+ p ∈ [[0, k − 1]], ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ t 7→ ∂pf

∂xp
(x, t) ❡/+ ✐♥+-❣&❛❜❧❡ /✉& I,

✸✳ C♦✉& +♦✉+ x ∈ A, ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ t 7→ ∂kf

∂xk
(x, t) ❡/+ ❝♦♥+✐♥✉❡ ♣❛& ♠♦&❝❡❛✉① /✉& I,

✹✳ ❍②♣♦+❤9/❡ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛+✐♦♥ ✿ ✐❧ ❡①✐/+❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝+✐♦♥ ϕ : I → R ✐♥+-❣&❛❜❧❡ /✉& I +❡❧❧❡ =✉❡

∀(x, t) ∈ A× I,

∣
∣
∣
∣

∂kf

∂xk
(x, t)

∣
∣
∣
∣
6 ϕ(t).

❆❧♦&/✱ ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ g : x ∈ A 7−→
∫

I

f(x, t)dt ❡!" ❞❡ ❝❧❛!!❡ Ck !✉( A ❡"✱ ♣♦✉( "♦✉" p ∈ {1, . . . , k}✱ ♦♥ ❛

∀x ∈ A, g(p)(x) =

∫

I

∂pf

∂xp
(x, t)dt.

❘❡♠❛$%✉❡ ✶ ✿ ▲. ❡♥❝♦(❡✱ !✐ ❝✬❡!" ♥1❝❡!!❛✐(❡✱ ♦♥ ♣❡✉" (❡♠♣❧❛❝❡( ❧✬❤②♣♦"❤5!❡ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛"✐♦♥ ♣❛( ✿

✸✬✳ ❍②♣♦'❤)*❡ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛'✐♦♥ 1❡*'1❡✐♥'❡ ✿ ♣♦✉1 '♦✉' *❡❣♠❡♥' J ⊂ A, ✐❧ ❡①✐*'❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝'✐♦♥ ϕJ : I → R ✐♥'9❣1❛❜❧❡ *✉1 I '❡❧❧❡ ;✉❡

∀(x, t) ∈ J × I,

∣
∣
∣
∣

∂kf

∂xk
(x, t)

∣
∣
∣
∣
6 ϕJ(t).

❘❡♠❛$%✉❡ ✷ ✿ ❙✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉" ❛❞❛♣"❡( ❧❡ "❤1♦(5♠❡ ❡" ♠♦♥"(❡( ❞❡ ❧❛ ❝❧❛!!❡ C∞✱ ✐❧ !✉✣" ❞❡ ✈1(✐✜❡( ✶✱ ❡" ❞❡ ♠♦♥"(❡( ✸✳ ❡" ✹✳ ♣♦✉(

"♦✉"❡! ❧❡! ❞1(✐✈1❡! !✉❝❝❡!!✐✈❡!✳

✶✸✸
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✻✳✻ ❆♥♥❡①❡

✻✳✻✳✶ ❋♦♥❝'✐♦♥ ●❛♠♠❛ ❞✬❊✉❧❡2

❖♥ ❞#✜♥✐& ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ Γ ❞✬❊✉❧❡0 ♣❛0 ✿ ∀x > 0, Γ(x) =

∫ +∞

0

e−ttx−1 dt.

✶✳ ✭❊✶✮ ▼♦♥&0❡0 6✉❡ ❧✬❡♥7❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞#✜♥✐&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ Γ ❡7& ✭❡①❛❝&❡♠❡♥&✮ ]0,+∞[✳

✷✳ ✭❊✶✮ ❏✉7&✐✜❡0 6✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ Γ ❡7& 7&0✐❝&❡♠❡♥& ♣♦7✐&✐✈❡ 7✉0 ]0,+∞[✳

✸✳ ✭❊✷✮ ▼♦♥&0❡0 6✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ Γ ❡7& ❞❡ ❝❧❛77❡ C∞ 7✉0 ]0,+∞[✳

✶✸✹
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✹✳ ❊①♣%✐♠❡% Γ(x+ 1) ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ x ❡- ❞❡ Γ(x)✳

✺✳ ❈❛❧❝✉❧❡% Γ(n) ♣♦✉% -♦✉- ❡♥-✐❡% ♥❛-✉%❡❧ n > 1✳

✶✸✺
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✻✳✻✳✷ ➱$✉✐✈❛❧❡♥,- ❞✬✐♥,0❣2❛❧❡-

❖♥ ❝♦♥$✐❞'(❡ ✐❝✐ ❞❡$ ✐♥*+❣(❛❧❡$ ❞+♣❡♥❞❛♥* ❞✬✉♥ ♣❛(❛♠'*(❡ n ❡♥*✐❡(✱ ♦✉ ❡♥❝♦(❡ x (+❡❧✳ ❖♥ ✈❡✉* ♦❜*❡♥✐( ❞❡$ ✐♥❢♦(♠❛*✐♦♥$ $✉( ❧❡✉(

❝♦♠♣♦(*❡♠❡♥* ❧♦($8✉❡ n *❡♥❞ ✈❡($ +∞✱ ♦✉ x *❡♥❞ ✈❡($ a ∈ R∪{±∞} ✿ ❧✐♠✐*❡$✱ +8✉✐✈❛❧❡♥*$✱ ❞+✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥*$ ❛$②♠♣*♦*✐8✉❡$✳✳✳
■❧ ♥✬② ❛ ♣❛$ ❞❡ (❡❝❡**❡ *♦✉*❡ ❢❛✐*❡✱ ✐❧ ❢❛✉* ❛✈❛♥* *♦✉* $✬❡♥*(❛<♥❡(✱ ♣(❡♥❞(❡ ❧❡ *❡♠♣$ ❞❡ ❝❤❡(❝❤❡(✱ ❞✬❡①♣❧♦(❡( ❞✐✛+(❡♥*❡$ ♣✐$*❡$✳

❖♥ ♣❡✉* ♣❛( ❡①❡♠♣❧❡ ✿

• ✉*✐❧✐$❡( ❞❡$ ❡♥❝❛❞(❡♠❡♥*$ ❡* ❧❛ ♣♦$✐*✐✈✐*+ ❞❡ ❧✬✐♥*+❣(❛❧❡✱
• ✉*✐❧✐$❡( ❧❡ *❤+♦('♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡(❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥+❡✱
• ❡✛❡❝*✉❡( ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥* ❞❡ ✈❛(✐❛❜❧❡ ♦✉ ✉♥❡ ✐♥*+❣(❛*✐♦♥ ♣❛( ♣❛(*✐❡$ ❡* (❡♣(❡♥❞(❡ ❧❡$ ❞❡✉① ♣(❡♠✐❡($ ♣♦✐♥*$ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
✐♥*+❣(❛❧❡✱

• ❡✛❡❝*✉❡( ✉♥❡ ✐♥*+❣(❛*✐♦♥ ♣❛( ♣❛(*✐❡$ ❡* ♠♦♥*(❡( 8✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉* ♥+❣❧✐❣❡( ✉♥ *❡(♠❡ ❞❡✈❛♥* ❧✬❛✉*(❡✳
• ✉*✐❧✐$❡( ❧❛ (❡❧❛*✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛❧$❡$ ❡* ♠♦♥*(❡( 8✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉* ♥+❣❧✐❣❡( ✉♥ *❡(♠❡ ❞❡✈❛♥* ❧✬❛✉*(❡✱
• ✉*✐❧✐$❡( ✉♥❡ +8✉❛*✐♦♥ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡* ✉♥ ❛(❣✉♠❡♥* ❞❡ ❝♦♥*✐♥✉✐*+ ✳ ✳ ✳

A❛(❢♦✐$✱ ✐❧ ❡①✐$*❡ ♣❧✉$✐❡✉($ $♦❧✉*✐♦♥$ ❝♦♠♣❧'*❡♠❡♥* ❞✐✛+(❡♥*❡$✳ ❖♥ ♣❡✉* ❛✉$$✐ ✉*✐❧✐$❡( ♣❧✉$✐❡✉($ ❞❡ ❝❡$ ♣♦✐♥*$ ❞❛♥$ ✉♥❡ ♠B♠❡

(+$♦❧✉*✐♦♥✳

+❛6 ❡♥❝❛❞6❡♠❡♥" ♦✉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥"$❣6❛"✐♦♥ ♣❛6 ♣❛6"✐❡* ✿

❊①❡6❝✐❝❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡ ✭❊✸✮

A♦✉( n ∈ N, ♦♥ ♣♦$❡ un =

∫ n

0

Arctan(t)

1 + t
dt.

◗✉❡ ✈❛✉* lim
n→+∞

un ❄ ❉+*❡(♠✐♥❡( ❞❡ ❞❡✉① ❢❛F♦♥$ ✉♥ +8✉✐✈❛❧❡♥* un 8✉❛♥❞ n *❡♥❞ ✈❡($ +∞✳

✶✸✻
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❊♥ ✉"✐❧✐*❛♥" ❧❡ "❤$♦78♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡7❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥$❡ ✿

❊①❡7❝✐❝❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡ ✭❊✸✮

 ♦✉# x > 0✱ ♦♥ ♣♦'❡ F (x) =

∫ +∞

0

1− e−xt

(1 + t2)2
dt.

❏✉'*✐✜❡# ❧✬❡①✐'*❡♥❝❡ ❞❡ F (x) ❡* ❞2*❡#♠✐♥❡# ✉♥ 24✉✐✈❛❧❡♥* ❞❡ F (x) 4✉❛♥❞ x *❡♥❞ ✈❡#' 0✳

✶✸✼
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❊♥ ✉"✐❧✐*❛♥" ✉♥ ♣❡✉ "♦✉" ✿

❊①❡9❝✐❝❡ ✭❡♥ ❛✉"♦♥♦♠✐❡✮

❖♥ ❝♦♥$✐❞'(❡ ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ F ❞.✜♥✐❡ ♣❛( F (x) =

∫ +∞

0

e−xt

1 + t
dt.

✶✳ ❉.-❡(♠✐♥❡( ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞.✜♥✐-✐♦♥ D ❞❡ F ✳

✷✳ ❉.♠♦♥-(❡( 8✉❡ ♣♦✉( -♦✉- x ∈ D✱ ♦♥ ❛ F (x) =

∫ +∞

0

e−u

x+ u
du.

✸✳ ❉.♠♦♥-(❡( 8✉❡ x 7−→
∫ +∞

1

e−u

x+ u
du ❡$- ❜♦(♥.❡ $✉( D.

✹✳ ❉.♠♦♥-(❡( 8✉❡

∫ 1

0

e−u

x+ u
du = − ln(x) + O

x→0+
(1).

✺✳ ❊♥ ❞.❞✉✐(❡ ✉♥ .8✉✐✈❛❧❡♥- ❞❡ F ❡♥ 0+.

❈♦99❡❝"✐♦♥ ✿

✶✳ ❉.-❡(♠✐♥❡( ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞.✜♥✐-✐♦♥ D ❞❡ F ✳

❘$♣♦♥*❡ ✿

❙♦✐# x ∈ R. ▲❛ ❢♦♥❝#✐♦♥ t 7−→ e−xt

1 + t
❡*# ❝♦♥#✐♥✉❡ *✉, [0,+∞[✳

❉❡ ♣❧✉*✱

e−xt

1 + t
= o

t→+∞
(e−xt)✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡* ❢♦♥❝#✐♦♥* ✐♥#4❣,4❡* *♦♥# ♣♦*✐#✐✈❡*✱ ♦♥ ♣❡✉# ❛♣♣❧✐7✉❡, ❧❡* #❤4♦,9♠❡* ❞❡ ❝♦♠♣❛,❛✐*♦♥✳

❙✐ x > 0, ❧✬✐♥#4❣,❛❧❡

∫ +∞

0

e−xtdt ❝♦♥✈❡,❣❡ ❡# ❞♦♥❝

∫ +∞

0

e−xt

1 + t
dt ❛✉**✐✳

❙✐ x 6 0, ♦♥ ❛

1

t
= O

t→+∞

(
e−xt

1 + t

)

✱ ❡# ♣❛, ❝♦♠♣❛,❛✐*♦♥✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ❞✐✈❡,❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥#4❣,❛❧❡

∫ +∞

0

e−xt

1 + t
dt.

❖♥ ❛ ❞4♠♦♥#,4 ✿

∫ +∞

0

e−xt

1 + t
dt ❝♦♥✈❡,❣❡ ⇐⇒ x > 0.

❊# ❞♦♥❝ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞4✜♥✐#✐♦♥ ❞❡ F ❡*# D =]0,+∞[.

✷✳ ❉.♠♦♥-(❡( 8✉❡ ♣♦✉( -♦✉- x ∈ D✱ ♦♥ ❛ F (x) =

∫ +∞

0

e−u

x+ u
du.

❘$♣♦♥*❡ ✿

❊♥ ♣♦*❛♥# u = xt ❞❛♥* ❧✬✐♥#4❣,❛❧❡ ✭❝❤❛♥❣❡♠❡♥# ❞❡ ✈❛,✐❛❜❧❡ ❛✣♥❡✮ ♦♥ ♦❜#✐❡♥# ❧❡ ,4*✉❧#❛# ❛##❡♥❞✉✳

∀x ∈ D, F (x) =

∫ +∞

0

e−u

x+ u
du.

✸✳ ❉.♠♦♥-(❡( 8✉❡ x 7−→
∫ +∞

1

e−u

x+ u
du ❡$- ❜♦(♥.❡ $✉( D.

❘$♣♦♥*❡ ✿

D♦✉, #♦✉# x ∈ D ❡# ♣♦✉, #♦✉# u ∈ [1,+∞[, ♦♥ ❛ 0 6
e−u

x+ u
6 e−u

✳ ❊# ♣❛, ♣♦*✐#✐✈✐#4 ❞❡ ❧✬✐♥#4❣,❛❧❡ ✿

∀x ∈ D, 0 6

∫ +∞

1

e−u

x+ u
du 6

∫ +∞

1

e−udu =M.

❊# ❞♦♥❝ x 7−→
∫ +∞

1

e−u

x+ u
du ❡*# ❜♦,♥4❡ *✉, D.

✶✸✽
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✹✳ ❉#♠♦♥'(❡( *✉❡

∫ 1

0

e−u

x+ u
du = − ln(x) + O

x→0+
(1).

❘$♣♦♥*❡ ✿

❖♥ "❡♠❛"&✉❡ (♦✉( ❞✬❛❜♦"❞ &✉❡

∫ 1

0

1

x+ u
du =

[

ln(x+ u)
]1

0
= ln(1 + x)− ln(x) = − ln(x) + o

x→0+
(1).

❊( ❞❡ ♣❧✉0 ✭♣✉✐0&✉❡ ♣♦✉" u > 0, ♦♥ ❛ 1− e−u 6 u✮ ✿

∣
∣
∣
∣

∫ 1

0

e−u

x+ u
du−

∫ 1

0

1

x+ u
du

∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣

∫ 1

0

e−u − 1

x+ u
du

∣
∣
∣
∣
=

∫ 1

0

1− e−u

x+ u
du

6

∫ 1

0

u

x+ u
du =

∫ 1

0

(u+ x)− x

x+ u
du

6 1− x

∫ 1

0

1

x+ u
du = 1− x(ln(1 + x)− ln(x))

︸ ︷︷ ︸

= O
x→0+

(1)

❊( ❞♦♥❝ ✿

∫ 1

0

e−u

x+ u
du−

∫ 1

0

1

x+ u
du = O

x→0+
(1). ❖✉ ❡♥❝♦"❡ ✿

∫ 1

0

e−u

x+ u
du =

∫ 1

0

1

x+ u
du+ O

x→0+
(1)

❊( ❛✈❡❝ ❧❛ ♣"❡♠✐7"❡ "❡♠❛"&✉❡✱ ♦♥ ("♦✉✈❡ ❡♥✜♥ ✿

∫ 1

0

e−u

x+ u
du = − ln(x) + O

x→0+
(1).

✺✳ ❊♥ ❞#❞✉✐(❡ ✉♥ #*✉✐✈❛❧❡♥' ❞❡ F ❡♥ 0+.

❘$♣♦♥*❡ ✿

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ F (x) =

∫ 1

0

e−u

x+ u
du

︸ ︷︷ ︸

= O
x→0+

(1)

+

∫
∞

1

e−u

x+ u
du = − ln(x) + O

x→0+
(1) ∼

x→0+
− ln(x).

✻✳✻✳✸ ❙❡♠✐✲❝♦♥✈❡,❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥12❣,❛❧❡ ❞❡ ❉✐,✐❝❤❧❡1 ✭❍♦,8✲9,♦❣,❛♠♠❡✮

❖♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ✉♥❡ 5♦❧✉'✐♦♥ ❛55❡③ 5✐♠♣❧❡✳ ❯♥❡ ❛✉'(❡✱ ✉'✐❧✐5❛♥' ❧❡ '❤#♦(;♠❡ ❞❡5 5#(✐❡5 ❛❧'❡(♥#❡5 ❡5' ♣(♦♣♦5#❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✳

❊①❡:❝✐❝❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡ ✭❊✸ ✲ ❡♥ ❛✉"♦♥♦♠✐❡✮

❉#♠♦♥'(❡( *✉❡ ❧✬✐♥'#❣(❛❧❡

∫ +∞

0

∣
∣
∣
∣

sin(t)

t

∣
∣
∣
∣
dt ❞✐✈❡(❣❡✳

>♦✉( ❧❡ ❞#♠♦♥'(❡(✱ ♦♥ (❡'✐❡♥❞(❛ ❧❛ ❞#♠❛(❝❤❡ 5✉✐✈❛♥'❡✳

❊①❡:❝✐❝❡

✶✳ ❉#♠♦♥'(❡( *✉❡ ❧✬✐♥'#❣(❛❧❡

∫ +∞

1

cos(2t)

t
❡5' ❝♦♥✈❡(❣❡♥'❡✳

✷✳ ❊♥ ❞#❞✉✐(❡ *✉❡ ❧✬✐♥'#❣(❛❧❡

∫ +∞

1

1− cos(2t)

t
❡5' ❞✐✈❡(❣❡♥'❡✳

✸✳ ❉#♠♦♥'(❡( *✉❡ ♣♦✉( '♦✉' t > 0, ♦♥ ❛ ✿

∣
∣
∣
∣

sin(t)

t

∣
∣
∣
∣
>
1− cos(2t)

2t
.

✹✳ ❊♥ ❞#❞✉✐(❡ *✉❡

∫ +∞

0

sin(t)

t
dt ♥✬❡5' ♣❛5 ❛❜5♦❧✉♠❡♥' ❝♦♥✈❡(❣❡♥'❡✳

✶✸✾
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❈♦77❡❝"✐♦♥ ✿

✶✳ ❉#♠♦♥'(❡( *✉❡ ❧✬✐♥'#❣(❛❧❡

∫ +∞

1

cos(2t)

t
❡1' ❝♦♥✈❡(❣❡♥'❡✳

❘$♣♦♥*❡ ✿

▲✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ t 7−→ cos(2t)

t
❡+' ❝♦♥'✐♥✉❡ +✉- [1,+∞[✳

❙♦✐' X > 1. ❖♥ ❡✛❡❝'✉❡ ✉♥❡ ✐♥'2❣-❛'✐♦♥ ♣❛- ♣❛-'✐❡+✳ ❖♥ ♣♦+❡ u(t) =
1

t
❡' v(t) =

sin(2t)

2
. ▲❡+ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥+ u ❡' v +♦♥' C1 +✉-

[1, X] ❡' u′(t) = − 1

t2
❡' v′(t) = cos(2t). ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

∫ X

1

cos(2t)

t
dt =

[
sin(2t)

2t

]X

1

+

∫ X

1

sin(2t)

2t2
dt.

❊♥ ❝♦♠♣❛-❛♥' 8 ✉♥❡ ✐♥'2❣-❛❧❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✱ ♦♥ ♠♦♥'-❡-❛✐' ❧✬❛❜+♦❧✉❡ ❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡ ❞❡

∫ +∞

1

sin(2t)

2t2
dt ❡' ♣✉✐+=✉❡

lim
X→+∞

sin(2X)

2X
= 0, ♦♥ ♦❜'✐❡♥'

lim
X→+∞

∫ X

1

cos(2t)

t
dt = − sin(2)

2
+

∫ +∞

1

sin(2t)

2t2
dt.

❆✐♥+✐

∫ +∞

1

cos(2t)

t
dt ❡+' ❝♦♥✈❡-❣❡♥'❡✳

✷✳ ❊♥ ❞#❞✉✐(❡ *✉❡ ❧✬✐♥'#❣(❛❧❡

∫ +∞

1

1− cos(2t)

t
❡1' ❞✐✈❡(❣❡♥'❡✳

❘$♣♦♥*❡ ✿

▲✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ t 7−→ 1− cos(2t)

t
❡+' ❝♦♥'✐♥✉❡ +✉- [1,+∞[✳

❙♦✐' X > 1. ?❛- ♦♣2-❛'✐♦♥ +✉- ❧❡+ ❧✐♠✐'❡+✱ ❡' ♣✉✐+=✉❡

∫ +∞

1

cos(2t)

t
dt ❡+' ❝♦♥✈❡-❣❡♥'❡✱ ♦♥ ❛

∫ X

1

1− cos(2t)

t
dt =

∫ X

1

1

t
dt−

∫ X

1

cos(2t)

t
dt = ln(X)−

∫ X

1

cos(2t)

t
dt −→

X→+∞
+∞.

❉♦♥❝

∫ +∞

1

1− cos(2t)

t
dt ❡+' ❞✐✈❡-❣❡♥'❡✳

✸✳ ❉#♠♦♥'(❡( *✉❡ ♣♦✉( '♦✉' t > 0, ♦♥ ❛ ✿

∣
∣
∣
∣

sin(t)

t

∣
∣
∣
∣
>
1− cos(2t)

2t
.

❘$♣♦♥*❡ ✿

?♦✉- '♦✉' t > 0 ♦♥ ❛ |sin(t)| ∈ [0, 1] ❡' ❞♦♥❝ 0 6 sin2(t) 6 | sin(t)|.
❖- sin2(t) =

1− cos(2t)

2
❞♦♥❝ ❡♥ ❞✐✈✐+❛♥' ♣❛- t > 0 ❧✬❡♥❝❛❞-❡♠❡♥' ♣-2❝2❞❡♥'✱ ♦♥ '-♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ✿

∀t > 0,

∣
∣
∣
∣

sin(t)

t

∣
∣
∣
∣
>
1− cos(2t)

2t
> 0.

✹✳ ❊♥ ❞#❞✉✐(❡ *✉❡

∫ +∞

0

sin(t)

t
dt ♥✬❡1' ♣❛1 ❛❜1♦❧✉♠❡♥' ❝♦♥✈❡(❣❡♥'❡✳

❘$♣♦♥*❡ ✿

❖♥ ✈✐❡♥' ❞❡ ✈♦✐- =✉❡ ✿

∀t > 1,

∣
∣
∣
∣

sin(t)

t

∣
∣
∣
∣
>
1− cos(2t)

2t
> 0.

✶✹✵
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❖! ❞✬❛♣!&' ❧❛ )✉❡',✐♦♥ ✷✭❜✮✱

∫ +∞

1

1− cos(2t)

t
dt ❡', ❞✐✈❡!❣❡♥,❡✳ ❉♦♥❝✱ ♣❛! ❝♦♠♣❛!❛✐'♦♥✱ ❧✬✐♥,;❣!❛❧❡

∫ +∞

1

∣
∣
∣
∣

sin(t)

t

∣
∣
∣
∣
dt ❞✐✈❡!❣❡✱

❛ ❢♦!,✐♦!✐✱ ♦♥ ❛ ✿

∫ +∞

0

sin(t)

t
dt ♥✬❡', ♣❛' ❛❜'♦❧✉♠❡♥, ❝♦♥✈❡!❣❡♥,❡✳

✶✹✶


