Chapitre 7

Rappels sur les polynémes

7.1 Structures algébriques sur ’ensemble des polynoémes :

On note K[X] ’ensemble des polynémes & coefficients dans K. On définit quatre lois.
e La loi . définie par VP € K[X],VA € K, (AP)(X)=AP(X).
e Laloi + définie par V(P,Q) € K[X]?, (P + Q)(X) = P(X)+ Q(X).
e Laloi x définie par V(P,Q) € K[X]?, (P x @Q)(X)=P(X) x Q(X).

e La loi o définie par V(P, Q) € K[X]2, (PoQ)(X) = P(Q(X)).

Ou encore, si P(X) = Zaka alors PoQ(X) = Zaka(X).
k=0 k=0

7.2 Degré d’'un polynoéme :

Pi’Déﬁnition 1
Soit P(X) € K[X].
e Si P =0, on pose deg(P) = —o0.

e Sinon, P(X) = zaka avec a,, # 0, et on pose deg(P) = n.
k=0

- a, est appelé coefficient dominant et a, X" terme dominant de P(X).

- Sia, =1, on dit que P(X) est unitaire.

~ Proposition 1
Soient P,Q € K[X], on a
o deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)) avec égalité lorsque deg(P) # deg(Q).

o deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q).

e deg(Po @) = deg(P) x deg(Q).

_ Proposition 2

| Y
:{ Soit m € N. L’ensemble K, [X] des polynomes de K[X] de degré inférieur ou égal & n est un sous-espace vectoriel de !
| dimension n + 1 de K[X]. i
X i
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(On appelle base canonique de K,[X] la famille B = (1, X, ..., X™).
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Exemple 7.1. Déterminer le degré de P(X) = (X2 4+ 1)" —
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7.3 Multiples et diviseurs d’un polynéme :

e Deﬁnltlon 2

Smt P(X) e ]K[X]
e On dit que @ € K[X] divise P (ou est un diviseur de P) si il existe U € K[X] tel que P =U x Q

On note Q|P.
e On dit que @ est un multiple de P si P est un diviseur de Q.

On note P.K[X] I’ensemble des multiples de P.

— Proposition 3 (Division euclidienne)

Soient A, B € K[X] avec B # 0.
1l existe un unique (@, R) € K[X]? tel que
A=BQ+R avec deg(R) < deg(B).

Q est appelé le quotient et R le reste de la division euclidienne de A par B.

a) ? )

Exemple 7.2. Quel est le reste de la division euclidienne de P(X) par (X —

(X-a)#0 - Dog 31 (Q,R) €0 ), Qx) = (R-a) QW) +RW) ¢k dsg(R) < daglX-4)=4
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P = W-0) Q) + o En dualuomr am XL a, on ohfeny.
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Exemple 7.3. Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de U(X) = X* — 3X3 +2X? — X + 1 par
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Rappel : racines cubiques de 'unité. On pope, =R ]
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Exemple 7.4. Xt+ X¥) N .
1. Soit P € R[X]. On pose j = e*"/3. Montrer que : B = X%+ X + 1 divise P P?}) =0,

= % Y+ ) diutse PUX). Par dﬂ{wm, JQ e RN Xc\ PO = Qly (YT xn)
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2. En déduire que le polynome A = X3"+2 4 X3m+1 4 X3P et divisible par B.
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On rappelle le résultat suivant, démontré dans le chapitre Révisions d’algébre linéaire.

Soit P € K[X] un polynéme non nul de degré n € N*.
e L’ensemble K[X].P est un sous-espace vectoriel de K[X].
o K[X] = Kn_1[X] ® K[X].P.
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7.4 Dérivation d’un polynéme :

— Définition 3

Soit P(X) = Z a,X* € K[X]. On appelle polynéme dérivé de P, le polynome

k=0
n n—1
PX)y=73 kopX¥! =Y (F+1ape X"
k=0 k=0

/

De proche en proche, on définit les polynomes dérivés successifs de P par P*+D(X) = (P(’“)(X ))

Exemple 7.5. Déterminer le degré et le terme dominant de L,(X) = (X2 —-1)"™.  (On m,@t ()l\ (V)= K)U; \\ M,
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f{ Proposition 4 (Formule de Taylor)

n
Soit P(X) = Zaka € K[X]. Pour tout entier N > n et tout a € K, on a
k=0

N N
P(X +a)= Z P(’:'(a) X* ouencore P(X)= Z P(’:!(a) (X =a)%

k=0 . k=0

7.5 Racines d’un polynoéme :

- Plloposition 5
Soit P € K[X] un polynome non nul et n € N*. Les assertions suivantes sont équivalentes.
@) Pla)=Pla)=--=P @) =0 e P%a) £0

(2) 3QeK[X], P(X) = (X —a)"Q(X) et Q(a) #0.

Lorsqu’elles sont vérifiées, on dit que a est racine d’ordre n de P.

,,{ Proposition 6 \

Soit P € K[X] un polynéme non nul et ay,...,a, des réels distincts.

e On a l'équivalence suivante.

n

ai,...,a, racines de P <= H(X —a;) divise P(X).
k=1

e Siay,...,a, sont racines de P et si deg(P) = n alors P(X) = A H(X —a;) ol A est le coefficient dominant de P.
k=1

e Un polynéme P non nul a au plus deg(P) racines distinctes.
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Exemple 7.6. Démontrer que, pour tout entier n € N, P,(X) = nX"*! — (n 4+ 1)X™ + 1 est divisible par X? —2X + 1.
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Relation coefficients/racines :

Pour trouver les relations entre les coefficients et les racines d’un polynéme P(X), on
écrit

n
P(X)=ap+ X+ +an X" = A[[(X — ).
k=1

On développe le produit, puis on identifie les coefficients. Il faut connaitre les résultats suivants.

—b c
e Si P(X)= aX? +bX + cet siay,as sont ses racines, on a S = aj + as = = et P=aqaiay = —.

e Si P(X)=aX?+bX?+cX +d et siay,ay, a3 sont ses racines, on a

- c —d
a; +ag +a3 = —, ajas + asasz + aza; = o et ajasaz = —.
a
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Exemple 7.7. Déterminer les racines de P(X) = X3 —8X? + 23X — 28 sachant que la somme de deuz d’entre elles vaut
la troisiéme.

on Mol K, (5 [V oh—(}) Qo tMoid racing de ) |

by celavons colicionts fracines ( ci-domun) dommant Lot (az1).
-@U(MX): 3 2Y¥-3% e ¥=h <4
X ¥ ¥y ¥ = ) = 2% 2 4B+ G (otxp) &) ka=T (grocusit)
~ 0((5’5 = =28 28 = 4 01(5 ey =  (somme)

B, &, dovy Qe cocines Ol AT T, |
A= \6-tyd- -t = -(2B) <o,

Fihodammt, ra&) e, do ® sony b, 2+ VY oF z-aﬁJ

172



Mathématiques PSI

S. Dion

7.6 Décomposition en produit de facteurs irréductibles :

~ Proposition 7 (Théoréme de D’Alembert)

sur C.

Tout polynome non constant de C[X] posséde au moins une racine complexe et donc tout polynoéme non nul est scindé

Propoéitioﬁ 8
Soit P(X) polynome non nul de C[X]. Alors P(X) s’écrit de maniére unique sous la forme
P(X) = A[[(X — i)™

i=1
ou «q,...,q, sont les racines de P et nq,...,n, leurs multiplicités respectives.

/-7/ Prc;pbsition 9

Sth(X )vf)é)lyn(”)me non nul de R[X]. Alors P(X) s’écrit de maniére unique sous la forme

P(X) = A][(X — o)™ x [[(X? +p; X + ¢;)™

=1 i=1

avec pour tout j € {1,...,s}, p? —4q; <O0.
7 J

Exemple 7.8. Décomposer dans C[X] puis dans R[X] le polynome P(X) = X5 — 1.
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