Chapitre 19

Fonctions de plusieurs variables

19.1 Notations

Dans tout ce chapitre, E = R? est muni d’une norme que l’on note |.|.
On considére des fonctions f : U C R? — R. On rappelle que I'ensemble de ces fonctions F (U, R) muni des lois + et o est

un R-espace vectoriel.

Exemple 19.1. Ici, p=2 et f: (z,y) — In(2x — y) + /4 — 22 — y2. Déterminer et représenter Dy.

/—(Déﬁnition 1 (Applications partielles)w‘

On se donne une base B de E. Pour f € F(U,R), on adopte les notations suivantes.

Sil’on fixe a = (a1, ...,a,)8 € U, les p applications partielles de f en a dans la base B sont les
Jo; s €U v— flaa, ..., 061,75, 0541,...,0p)
ouU; = {CL‘Z € R, (&1,...,ai,1,$i,ai+1,. .. ,ap) & U}

\.

Exemple 19.2. On reprend f: (z,y) — In(2z — y) + /4 — 22 — y2.

On munit R? de sa base canonique. On pose a = (1,1).
Vérifier que a € Dy. Déterminer les applications partielles de f en a et préciser leurs ensembles de définition.
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19.2 Continuité
On rappelle la définition de continuité vue dans le chapitre Espaces vectoriels normés.
~— Définition 2 N

Soit f € F(U,R) et a € U.

e On dit que f est continue en a si :

Ve>0,3In>0,VeelU, |z—a|l<n=|f(x)—f(a)]<e,
c’est-a-dire si liin f(x) = f(a).

e On dit que f est continue sur U si elle I'est en tout point x de U.
e On note C(U,R) I'ensemble des f € F(U,R) qui sont continues sur U.

\. J

On a les propriétés suivantes.

e Une combinaison linéaire d’applications continues est continue et donc C(U,R) est un R—espace vectoriel.

e Le produit, la composition d’applications continues est continue.

Pour montrer qu’une application f : U — R est continue, on utilise si I’on peut les opérations sur les fonctions continues.
En un point a qui « pose probléme », on peut essayer de trouver une majoration

(@) = f(@)] < g(llz - al))

avec lim g(t) = 0.

t—0t

On remarque aussi que, puisqu’on est en dimension finie, toutes les normes sont « équivalentes ». On choisira celle qui convient
le mieux. Sur R2, on rappelle que

[yl =lzl+lyl, @yl = Va2 +y? et |[[(2,9)]o = max(fz], [y]),

et on utilisera par exemple les majorations suivantes.

1 1
2l < ll@ W)l <@ p)l2r Iyl <@ )]l <@ y)ll2 ou encore  |ay] < 5 (@ +y%) = Sl y)I3-

Exemple 19.3. Etudier la continuité de ’application suivante.

(2,y) — Wf—yfy (2,9) # (0,0)

0,0) — 0

456



Mathématiques PSI S. Dion

Proposition 1

Avec les notations précédentes, si f est continue en a alors son application partielle f,, est continue en a;.
Mais la réciproque est fausse.

Preuve.

O

Cas ou la réciproque est fausse :
/—[Exercice de colle (El)} N

On considére la fonction

Ty )
h - (ﬂ.’:,y) — m S1 (as,y) # (0,0)
(0,00 — 0
Montrer que les applications partielles de h en (0,0) sont continues en 0 mais que h n’est pas continue en (0, 0).
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19.3 Fonctions de classe C!

Dans ce paragraphe, les fonctions sont définies sur des ouverts U de RP.

19.3.1 Dérivées partielles

Soit a € U et v € RP non nul.
Puisque U est ouvert, 36 > 0, V¢ €] — 0,0[, a+ tv € U. Ainsi,
si f: U — R, la fonction

0y t— fla+tv)
est au moins définie sur | — ¢, d].

~— Deéfinition 3 N

Soit, f: U CRP — R, a € U et v € R? une direction non nulle.
On dit que f admet une dérivée en a selon la direction v si la fonction ¢, : ¢t — f(a + tv) est dérivable en 0 autrement

dit si ,
) = tv) —
lim £t —:(0) = lim flattv) - fla) existe.
t—0 t t—0 t
On note D, (a) = ¢/ (0).
En particulier, si B = (eq,...,e,) est la base canonique de RP, on appelle dérivées partielles de f (dans la base B), les
dérivées de f suivant les directions ey, ..., e, (si elles existent!). On les note ou 0; f. Sous réserve d’existence, on a :
€T
0 ) a—+te;) — f(a
Dula) = ifla) = SL@) = puy I 2SO
— lim flay, . iy, ai + 1 i, ap) — flag, -5 Gic1, G0y Gigrs o 0p)
TS0 t
. fz(a1+t)_fz(al)
= i S = f(a)

Ainsi, lorsqu’elles existent, les dérivées partielles sont les dérivées des applications partielles.

Exemple 19.4. En précisant o c’est possible, calculer les dérivées partielles de la fonction f définie par

fla,y) =V In(y® + ).
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/—[Exercice de colle (El)} .
Etudier I'existence de dérivées partielles en (x,7) € R? de la fonction
Ty .
x, — — si (x, 0,0
(z,y) TR (z,y) # (0,0
(0,00 — 0

19.3.2 Fonctions de classe C!

Définition 4

Soit, f: U € RP — R. On suppose que f admet des dérivées partielles en tout point a de U.

On dit que f est de classe C! sur U si —— —— sont continues sur U.

Ory’ " Oy
On note C'(U,R) 'ensemble des f € F(U,R) qui sont de classe C! sur U. C’est un R—espace vectoriel.

Les opérations sur les fonctions dérivables et sur les fonctions continues donnent la proposition suivante.

~— Proposition 2 N

Soient f,g: U Cc RP — R deux fonctions de classe C! sur un ouvert U de R?. On a :

e f + g est de classe C! surUetM: of ag,

e Pour tout A € R, \f est de classe C! sur U et ON) =A of .
e [ x g est de classe C' sur U et o x9) _ afg-l-fag.
8$i 8.’171 8$i
1
e Si g ne s’annule pas sur U, i est de classe C! sur U et o(//9) = — of g—f 99 .
g ox; g% \ Ox; Ox;
e Sip: I — Restdeclasse C! et si f(U) C I alors po f est de classe C! sur U et w = aag{ x (¢' o f).

On sait que si f: I C R — R est de classe C', alors en tout a de I, on a
fla+h) = (@) +hf'(@)+ o (h) = fla)+hf'(a) + he(h).

On peut généraliser ce résultat en dimension supérieure. On admettra la proposition suivante.
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/—‘ Proposition 3

limité & 'ordre 1 suivant en a :

f(a+h):f(a)+h1%(a)+~~+h

of

Pz, h=0

On note parfois ||h|le(h) = o(||h]]).

\.

Soit f: U C R? — R. Si U est un ouvert et si f est de classe C! sur U alors pour tout a € U, f admet le développement

(a) + ||hlle(R), avec lim e(h) = 0.

On définit alors I’application différentielle de f en a.

~— Deéfinition 5

Soit f: U C R? — R de classe C'.
Pour tout a € U, 'application suivante est une forme linéaire sur R? appelée différentielle de f en a :

RP — R

PO = (b, ) — df(a)h= hlanl(“) +'“+”pax{)(“) N Zhia%(a)
i=1 '

\.

Ainsi, si f est de classe C! sur U, le développement limité de f a I'ordre 1 en a s’écrit :

fla+h) = f(a) +df (a).h+ [|h]le(h).

Proposition 4

Soit f : U C R? — R. Si f est de classe C! sur U, alors f est continue sur U.

Preuve.

Exemple 19.5. Aprés avoir justifié son existence, écrire le développement limité en a = (—1,1,0) a lordre 1, de

oy, 2) = (@ +yz)e?
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Exercice de colle (El)}

On considére application f : xz € RP — ||z||2-

1. Justifier que f est de classe C! sur U = RP \ {0}.
2. Pour tout a = (ay,...,a,) € U, déterminer df (a) et écrire en justifiant le développement limité a 'ordre 1 de f en a.

19.3.3 Reégle de la chaine

~— Proposition 5 N

Soit f: U C R? — R de classe C! et x1,...,2, : I — R des applications dérivables telles que
Vtel, (z1(t),...,xp(t)) € U.
Alors F': t— F(t) = f(z1(t),...,2,(t)) est dérivable sur I et pour tout t € I, on a

F'(t) = %(t) = x’l(t);;fl(xl(t),...wp(t))+~~+x;(t)§£)(a:1(t),...,xp(t))

_ Zx;(t)gqi(xl(t),...,xp(t)).

\. J

Cas ou p =2 : La régle de la chaine s’écrit

4 (£l.)) = =0 2L @), 0) + ¥ O F (0,000,

Cas ou p =3 : La régle de la chaine s’écrit

4 (F.00,20)) =2/ 3L (0,000, 2(0) + /(O G (0(0). (01, 20) + (0 5 a0, y(0). 2(0).
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Preuve. Sans restreindre la généralité, on écrit cette preuve dans le cas ou p =2 (D3).

On peut appliquer ce résultat aux dérivées partielles d’une application composée et démontrer la proposition suivante.

~— Proposition 6 N

Soit f: U C R? — R de classe C! et x1,...,7, : V C R® — R des applications de classe C! telles que

V(ut,...,un) €V, (z1(ut, .. yun), .oy xp(ur,. .., uy)) € U.

Alors g (w1, .. un) — f@1(ut, ... tn)y ... zp(u, ... up,)) est de classe Ct sur V et on a :

Vi€ [1,n], V(u1,...,un) €V &ng (Ury ..y up) = 2 a—xi(xl(ul, e Up )y Tp (U, - .,un))azj (Upye ey Up).
On retiendra le résultat de maniére formelle : @ = of axi.
8uj P 8.’[}1 auj
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Dans le cas particulier ott n = p = 2, on obtient ’énoncé suivant,.

/—i Proposition 7

Soit f: U C R? — R de classe C! et 2,y : V C R? — R des applications de classe C! telles que
V(w,v) €V, (w(u,v), y(u,v)) € U,
Alors g : (u,v) — f(x(u,v),y(u,v)) est de classe C! sur V et pour tout (u,v) € V, on a

2 uy0) = 5 (ol 0) o) g () + S (0l ).y, ) S 0 0)

S (w0) = Gl o)) g (00) + G a0 o) G )

\.

Remarque : On retiendra plus formellement, :
9 _ 0for 0foy
u Ox du Oy du

o9 _ 0for 050y
v Ox Ov Oy dv

sachant que les dérivées partielles de f sont évaluées en (z(u,v),y(u,v)) et celles de g, z,y en (u,v).

Passage en coordonnées polaires sur V; = R} x R.

/—[Exercice de colle (El)}

Soit V1 = R% x R. Déterminer un ouvert U; de R? pour lequel 'application ¢, définie par :

{ U1 — Vl
#1 (r,0) —— (rcos(@),rsin(d))

est bijective. Exprimer 901_1.

\
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Exercice de colle (E2)}

Soit f: R? — R de classe C'. Pour tout (r,0) € R? on pose F(r,0) = f(rcos(d),rsin(d)).
Exprimer les dérivées partielles de F' en fonctions de celles de f.
of of

Yor _xay

En déduire la résolution sur V; = R% x R de I'équation aux dérivées partielles () : 0.
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Passage en coordonnées polaires sur V; = R? \ {(z,0), 2 < 0}.

,—[Exercice de colle (E3)}

Passage en coordonnées polaires sur V5, = R? \ {(z,0), = < 0}. Déterminer un ouvert U, de R? pour lequel
lapplication @9 définie par :
) Uy — Vs
w2 (r,0) —— (rcos(@),rsin(d))

est bijective et exprimer ¢, L

\.

Lorsque 7 # 0, exprimer les dérivées partielles de f en fonctions de celles de F.
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Exemple 19.6. Changement de variables affine.
Soit f : R? — R de classe C*. Pour tout (u,v) € R?, on pose

F(u,v) = f(au+ bv, cu + dv).

Ezprimer les dérivées partielles de F' en fonctions de celles de f.

A quelle condition peut-on exprimer les dérivées partielles de f en fonctions de celles de F ?

Proposition 8

Soit f: U Cc RP — R de classe C'. Si U est un ouvert convexe, alors on a l’équivalence suivante.

of

f est constante — Vie{l,...,p}, Y(a1,...,2,) €U 3
Ly

(z1,...,2n) =0.

Preuve.
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19.3.4 Gradient
On munit R? de sa structure euclidienne usuelle et note B sa base canonique. Soit f: U C R? — R de classe C'. On a
df (a) € L(RP,R).

Ainsi, il existe un unique vecteur u € RP tel que pour tout h € R?, on ait df (a).h = (u, h).
Le vecteur u dépend de f et de a, on le note gragfa ou encore V f(a). Ainsi

VA ERP, df(a).h = (gradf., h) = (Vf(a), h).

On peut exprimer Vf(a) = gragfa a laide des dérivées partielles de f en a. En effet, puisque la base canonique est
orthonormée, on a

Aayh =3 g-@hi = (gadfo, ) = (Vi@.H)  avee  gradfu = V(o) = ((fjl(ax - a)) .

Exemple 19.7. On considére Uapplication f : (z,y) € R? — 2%y — 22 — y2.
Apres avoir justifié son existence, déterminer le gradient de f et représenter sommairement le champ de vecteurs obtenu.
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19.4 Applications géométriques

19.4.1 Courbes du plan

Définition 6

Soit V un ouvert de R? et F': V — R de classe C'. On appelle courbe C de classe C! d’équation F(z,y) = 0, ’ensemble

suivant.

C={(z,y) €V, F(z,y) =0}.
Ainsi, pour tout M(z,y) € Vona M e€C < F(z,y)=0.

Exemple 19.8.
e Lorsque F' est une application affine, on retrouve les équations de droites (D) : ax + by + ¢ = 0.

e Lorsque F(z,y) = (x — a)? + (y — b)> — R?, on obtient le cercle de centre Q = (a,b) et de rayon R.

/—EDéﬁnition 7 (Point régulier)}

Soit F': V CR? — R de classe C et C: F(z,y) = 0. Soit M(z,y) € C, on dit que M est un point régulier de C si

gadr () = (SE @) S ) # 0,00

On dit que la courbe C est réguliére si tous ses points le sont.

"

On admet la proposition suivante. Illustration graphique :

~— Proposition 9 N

Soit F': V CR? — R de classe Ct et C: F(x,y) = 0.
Si M (z0,yo) € C est un point régulier de C, alors la courbe C admet une
tangente en ce point dont la normale est dirigée par

gradp(Mo) # (0,0).

Exercice de colle (El)}

On considére la courbe C : 222 — 4oy + y* + 22 = 1.
Démontrer que cette courbe est réguliére et déterminer I’équation de sa tangente en un point My (zg,y0) € C.
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Les courbes d'équation xy—10In(z) =X

20 L
i — A=l
W - A=4
Définition 8 (Lignes de niveau)J N R -- A=8
15 P 1
P A=13
Soit F: V C R? — R de classe C!. On appelle lignes Foy B R
de niveau assaociées a F' les courbes d’équations :
Cr: F(z,y) = A\ | |
.- ) =
Proposition IOJ N

Avec les notations précédentes, en un point M (z,y) de
Cy ot il est non nul, le gradient de F' est orthogonal & of
C, et orienté dans le sens des valeurs croissantes de .

19.4.2 Surfaces

— Définition 9 N

Soit V un ouvert de R3 et F: V — R de classe C'.
On appelle surface S de classe C! d’équation F'(z,y, z) = 0, I’ensemble suivant.

S ={(z,y,2) €V, F(a,y,z) =0}.

Ainsi, pour tout M(z,y,z) e Vona M €S < F(z,y,z) =0.

\ J

Exemple 19.9. Lorsque F' est un polynéome, on dira que S est une surface algébrique. En voici des cas simples.
e Lorsque F' est de degré 1, on retrouve les équations de plans (P): ax + by +cz+d = 0.
e Si F(z,y,2) = (x —a)? + (y — b)*> + (z — ¢)> — R?, on obtient la sphére de centre Q = (a,b,c) et de rayon R.
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/—[Déﬁnition 10 (Point régulier)}

Soit F': V C R® — R de classe C! et S: F(w,y,z) = 0. Soit M(x,y,z) €S, on dit que M est un point régulier de S si

OF oF oF
gra F(M) - <8{L'(x7y72)7 aiy(waywz)v az(l’,yaz)> 7& (07070)

On dit que la surface S est réguliére si tous ses points le sont.

\.

/—[Déﬁnition 11 (Plan tangent)} |

Soit S : F(x,y, z) = 0 un surface de classe C! et M (xg, yo, 20) un point régulier de S. On appelle plan tangent & S en M,
le plan passant par M, et normal a

oF oF oF
grﬁF(M) - (ax(x(]ay(]azo)a ay (x07y0720)3 az(x07y07'20)) 7é (0,0,0)

Toute droite passant par M, et contenue dans le plan tangent est tangente & S en M.

La normale & S en My est la droite normale au plan tangent et passant par Mj.

\.

Illustration graphique :

Exercice de colle (El)}

Montrer que la surface S : 22 + 4y? + 422 = 9 est réguliére et déterminer ’équation de son plan tangent en My(1,1,1).
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' Définition 12 (Courbe tracée sur une surface) }

Soit S : F(x,y,2) = 0 un surface de classe C* et (T') : t € [ — M (t) = (x(t), y(t), 2(t)) un arc de classe C'.
On dit que (') est une courbe tracée sur S si pour tout ¢t € I, M(t) appartient & S autrement dit si :

Vtel, F(a(t),y(t), () =0.

Remarque 1 : Si My = (x(to), y(to), 2(to)) est &
la fois régulier en tant que point de S et régulier
en tant que point de (T'), alors la tangente a (T")
en ce point est contenue dans le plan tangent a S
en ce point.

graphe z=f{x,y)

Remarque 2 : Si f: U C R? — R, alors le
graphe de la fonction f est la surface d’équation

z = f(xay)

représentation graphique d’une fonction de R* dans R

Si I'on coupe la surface par un plan de coordonnées z = ¢ (ou y = yo, ou z = 2g), on obtient les courbes coordonnées de
la surface d’équation z = f(z,y).

e Pour A € R, les courbes d’équations f(z,y) = A sont les lignes de niveau (cf cartes topographiques).

e Si I'on coupe la surface par un plan de coordonnées x = xg (ou y = yp), on obtient un « maillage »de la surface.
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un dessin de P. Popescu-Pampu sur http://images.math.cnrs.fr

19.5 Dérivées d’ordre supérieur
19.5.1 Définition

Lorsqu’elle existent, les dérivées partielles de f peuvent aussi admettre des dérivées partielles. Ce sont les dérivées partielles
secondes de f. On les note :

o 9 (of\ _ &f _ .,
St # e 6.’131 (8%) N 6.%,8.%’] - ai’j
il yenapxp.
N o (of\ &f
= 83:1 (8.%1) a 87$22 - al’lf

Les dérivées secondes peuvent aussi admettre des dérivées partielles (il y en aurait p®). On peut ainsi, de proche en proche,
définir la notion de dérivées partielles d’ordre k.

Définition 13

Soit f : U ¢ R? — R. On dit que f est de classe C* sur U si elle admet des dérivées partielles a 'ordre k sur U et si ces
dérivées partielles sont continues sur U.
On note C*(U,R) I'ensemble des f € F(U,R) qui sont de classe C¥ sur U. C’est un R—espace vectoriel.

On admet la proposition suivante.

,—[Proposition 11 (Théoréme de Schwarz)} |

Soit f: U C R? — R.
e Si f est de classe C% sur U alors on a
o f 0% f

V(i,j) € {1,...,p}?, Debm. =~ BB, (égalité de fonctions)
A% 104

e Si f est de classe C* sur U alors
ok f

———— ne dépend pas de 'ordre de dérivation.
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Ce théoréme est admis, mais on peut le vérifier sur un exemple. On pose f(z,y) = (22 +y)e 72V,
Aprés avoir justifier leur existence, calculer les dérivées partielles secondes de f.

zy(z® —y°)

Exemple 19.10. Soit f : R? — R définie par f(z,y) = R

si (z,y) # (0,0) et £(0,0).

Montrer que f n’est pas de classe C* sur R2.
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19.5.2 Développement limité a ’ordre 2

/—[Déﬁnition 14 (Matrice hessienne)} N
Soit f : U € RP — R on fonction de classe C? sur un ouvert U. Pour a € U, on appelle matrice hessienne de f en a la
matrice :

of of
a) 000 (a)
813161’1 8:1;181,,
of . .
] i,7€{1,...,p} af af
O0x,0x1 W O0x,0xy (@)

Puisque f est de classe C? sur Pouvert U, par le théoréme de Schwarz, la matrice H¢(a) est symétrique.

\. J

Exemple 19.11. Déterminer la matrice hessienne de la fonction f définie par f(x,y) = (2% +4)e "2 au point a = (1,1).

Exercice de colle (E2)}

On munit My, 1 (R) du produit scalaire usuel et on considére l'application f: 2 € M, 1(R) — ||z]2.

1. Justifier que f est de classe C? sur U = M, 1(R) \ {0}.
2. Pour tout a € U, déterminer Hy(a).
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On admet la proposition suivante.

/—[Proposition 12 (Formule de Taylor-Young a ’ordre 2)} N
Soit f: U C R? — R une fonction de classe C? sur un ouvert U et a = (ay,...,a,) € U.
Pour tout b = (hy,...,h,) € RP tel que a+h €U, on a:
1
fla+h) = f(a) + df(a).h + EhTHf(a)h + ||2]|%e(R) avec %in}) e(h)=0
—
ou encore
P 8f 1 PP , .
flag +ha, ... ap +hy) = fa) + ;hax 5222222 ihj5—o— a (a) + [|k]I%e(R) avec lim e(h) =0

On note parfois ||h||%e(h) = o(||h||?).

Illustration du produit matriciel :

Exemple 19.12. Ecrire le développement limité a Uordre 2 de f définie par f(z,y) = (2 +y)e ™ **2 au point a = (1,1).

Exercice de colle (E3)}

Soit f : U C R? — R une fonction de classe C? sur un ouvert U, a € U et v € RP une direction non nulle.
Montrer que la fonction ¢, : t — f(a + tv) est deux fois dérivable en 0 et que ¢ (0) = df (a).v et ¢!/(0) = v H(a)v.
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19.6 Extrema

~— Deéfinition 15 N

Soit f: U C R? — R et a € U. On dit que

e f admet un maximum en a si: Vo € U, f(z)

< f(a).
e f admet un minimum en a si: Vo € U, f(x) > f(a).
e f admet un maximum localen asi: 36 >0, Ve €U, |z —a| <é = f(z) < f(a).

<
e f admet un minimum localen asi: 36 >0, Ve € U, |z —al <dé = f(z) > f(a).

\.

Pour justifier 'existence d’un extremum, on pourra utiliser la proposition suivante ( Espaces vectoriels normés).

/—[Proposition 13 (Théoréme des bornes atteintes - Condition sufﬁsante)} N

Si f: X CRP — R est continue sur une partie fermée et bornée X de RP, alors f est bornée et elle atteint ses bornes.

\

/—[Déﬁnition 16 (Point critique)}

Soit f: U C E — Ret a € U. On suppose que f admet des dérivées partielles en a. On dit que a est un point critique
de f si df(a) = 0z(pr), autrement dit si toutes les dérivées partielles de f s’annulent en a.

\.

/—[Proposition 14 (Condition nécessaire)} N

Soit f: U C E — R de classe C* avec U ouvert et a € U. On a

f admet un extremum local en a = df(a) = Oz(gR)-

"

Preuve.
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Remarque 1 : Ce résultat est faux si U n’est pas ouvert.

Remarque 2 : La réciproque de cette proposition est fausse.

(Plan d’étude : Pour chercher les extrema locaux de f:UCRP —R:
e On s’assure que U est ouvert et que f est de classe C*
e On cherche les points critiques de f sur U. Ce sont les seuls points ot f peut admettre un extremum local.

e Sia € U est un point critique de f, on étudie le signe de f(a + h) — f(a) éventuellement pour h petit seulement,

- Soit directement dans l’expression de f(a + h) — f(a). On peut obtenir un extremum local ou global.

- Soit, si f est C? a I'aide du développement limité & I’ordre 2 (cf Proposition 43). On obtient ici que des extrema

locaux.
fla+h)— f(a) =df(a).h +}hTHf(a)h + ||h]]2e(h)
—— 2

=0

\. J

Exemple 19.13. Déterminer les extrema de f définie sur R? par f(x,y) = 2% + zy + 4% + 22 — 2y.
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On pourra directement utiliser la proposition suivante.
/—[Proposition 15}
Soit f:U Cc E — R de classe C? avec U ouvert et a € U un point critique de f.

e Si Hy(a) € SF*(R) (autrement dit si les valeurs propres de f sont strictement positives) alors f admet un minimum
local strict en a.

e Si Hy(a) ¢ S (R) (autrement dit si au moins une valeur propre de f est strictement négative) alors f n’admet pas
de minimum local en a.

e Si —Hy(a) € SFH(R) (autrement dit si les valeurs propres de f sont strictement négatives) alors f admet un
maximum local strict en a.

e Si —Hy(a) ¢ S, (R) (autrement dit si au moins une valeur propre de f est strictement positive) alors f n’admet
pas de maximum local en a.

Le raisonnement suivant est 4 maitriser :
On reprend P’exemple précédent. La fonction f est de classe C? sur R? qui est ouvert.

of of
W(%y) W(iﬂ’y) 2 1
La matrice hessienne de f en (z,y) est Hy(x,y) = ({Cf 5fy = ( 1 92 ) (indépendante de x,y).
- m(%y) 8712(3372/)
En particulier Hy(—2,2) = ( 1 9 )

Elle est symétrique réelle donc diagonalisable dans My (R). On note «, 3 ses valeurs propres :
o aff =det(Hy(—2,2)) =3 > 0 donc «, 8 sont non nulles et de méme signe.
o o+ =tr(H¢(-2,2)) =4>0donca>0et 3>0.

On en déduit que Hf(—2,2) € ST (R).
En effet, par le théoréme spectral, il existe P € O2(R) telle que P~ H(—2,2)P = PTH;(—2,2)P =D = ( g g )

Soit h € M2 1(R), on a:
a 0 k k
W' Hy(a)h = h"PDPTh= (ki ko) ( 0 3 ) ( k; ) avec PTh = ( k; )

Et donc hTHy(a)h = ak? + Bk > 0. Ainsi, Hf(—2,2) € SF (R).
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De plus, si hT Hy(a)h = ak? + Bk3 = 0 alors ak? = Bk3 = 0 et comme o > 0 et > 0, on obtient PTh = < Z; ) =0.

Or PT est inversible donc h = 0. Finalement | Hy(—2,2) € S5 7(R).

Puisque f est de classe C? sur ouvert R2, et puisque a = (—2,2) est un point critique de f, la proposition 15 donne

’ f admet un seul extremum local, ¢’est un minimum local et c’est en (—2,2). ‘

Remarque : avec cette rédaction, on travaille au voisinage du point critique, et donc on ne démontre pas qu’il s’agit d’un
extremum global.

Exercice de colle (E2)}

Déterminer les extrema locaux de la fonction f définie sur R? par f(x,y) = 23 + y® — 9zy + 27.
f admet-elle des extrema locaux ou globaux ?
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Exercice de colle (El)}

Déterminer les extrema locaux et globaux sur [0, 7] x [0, 7] de la fonction f définie par f(x,y) = sin(z) +sin(y)+sin(z+y)
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