Chapitre 13

Variables aléatoires

Dans ce chapitre, {2 est un ensemble appelé univers et A C P(Q) est une tribu sur €. Les éléments de A sont appelés
événements.
On désigne aussi par P une probabilité sur (Q, A).

13.1 Variables aléatoires

13.1.1 Définition

,—[Déﬁnition 1 (Variable aléatoire)} |

On appelle variable aléatoire discréte sur (€2, A) toute application X définie sur 2 telle que :
e X(Q) est au plus dénombrable (i.e. fini ou dénombrable)

e Pour tout # € X(Q), I'ensemble X !({z}) = {w € Q, X(w) = z} est un événement, c’est-a-dire un élément de la
tribu A.

Le support de la variable aléatoire X est ’ensemble des valeurs prises par X :

X(Q)={X(w), weQ} CE.

Si de plus X (€2) C R, on dira qu’il s’agit d’'une variable aléatoire réelle discréte (v.a.r.d.).

\. J

En général, 'univers  n’est pas explicité, on connait seulement X (2).

Proposition 1 (Evénements associés) }

Soit X une variable aléatoire discréte sur (€, .A) et a valeurs dans un ensemble E.
Pour toute partie F' de E, 'ensemble X ~}(F) = {w € Q, X(w) € F} est un événement (i.e. un élément de A).
On le note (X € F).

Preuve.
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~— Proposition 2} N

Soit X une variable aléatoire discréte sur (€2, A) et a valeurs dans un ensemble E.

e Pour x € F, on note (X = x) (parfois {X = z}) I'événement X ~!({z}).

eOna(Xel)=0et (XecFE)=AQ.

e Pour tout partie F de E,ona (X € F) = (X € F).

e Pour toute famille (F;);c; de E, on a :

(XGUE) = JxeFR) et (XeﬂFl) =X € F).
iel iel iel iel
e Les événements (X = x),¢x (o) forment un systéme complet d’événements.
Preuve.
O

1\{011:lations si la variable aléatoire X est Exemple 13.1. On lance deux dés a 6 faces une fois. La variable
réelle :

aléatoire S associe a un résultat la somme des deux valeurs obtenues.
Le support de S est donc {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.

On a par exemple (si les dés ne sont pas truqués) :
X-{1}) (X =1) e L’événement (S = 2) est aussi l’ensemble {(1,1)} et donc :
1
P(S=2)=P{(L1}) =5
X7([a,0]) (a < X <D)
o L’événement (S < 3) est aussi l'ensemble {(1,1),(1,2),(2,1)}
et donc :
X~ (g, +o0l) (a < X) L
P(S < 3) = P({(1,1),(1,2),(2,1)}) = = =
(5 <3) = BU(L,1),(1,2), 2, 1)) = o = o
X~ — o0, a]) (X <a) o L’événement (S < 1) est aussi l'ensemble () et donc :

P(S < 1) =P®) =0
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13.1.2 Loi d’une variable aléatoire

,—[Déﬁnition 2 (Loi de probabilité)} |

Soit X une variable aléatoire discréte sur (€, 4, P) et a valeurs dans un ensemble F.
On appelle loi de probabilité de X l’application :

P .{P(X(Q)) — [0,1]
X F +— P(XE€F)

On peut démontrer qu’il s’agit d’une probabilité sur X () muni de la tribu P(X(Q2)).

/—i Proposition 3 N

Soit X une variable aléatoire discréte sur (§2,.A,P) et a valeurs dans un ensemble E. La loi de probabilité de X est
complétement déterminée par la donnée de :

e son support X () (au plus dénombrable),
e la valeur de P(X = z) = Px ({z}) pour tout élément = de X ().

\. J

Preuve.

Remarque : avec ces notations, la famille (P(X = z)),cx () est une distribution de probabilité car :

Vee X(Q), P(X=1z)>0 et Yo PX=a)=P| |J X=2)|=P@Q)=1
T€X(Q) zEX(Q)

Exemple 13.2. On reprend l'exemple du lancer de deux dés, et de la variable aléatoire S.
On a déja vu que S(Q) = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.

P(S=2)=Ps((2) = PO} P(S=3)=PBs((3) = P({(12).(.1)
36 36 18

P(S =4 =Bs({4) = P((13).(,2),6.1) P(S=5)=Ps((5) = PU(LH.(2.3)(3.2,(41)
36 12 36 9

B(S=6) =Ps({6}) = P({(L5).(24),(3.3),(42,(5,)} P(S=7)=Ps({7}) = PB({(L6),(25),(3,4),(43),
i o (5,2). (6.1)}
36 36 6

P(S=8)=Ps((8) = P((.6,(.5.(1,0,(53.6:2) BE=9=Ps((9) = P{(.0).(4,5),(51.(3)
36 36 9

P(S =10) = Ps({10)) = P({(4:6).(5.5).(6.4)) RS = 11) = Bs((11)) = P({(5.0).(6.5)
36 12 36 18

P(5 = 12) = Bs((12)) = B({(5,6))
36
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Interprétation : La variable aléatoire X permet de transférer la probabilité P sur (£2,.4) en une probabilité Px sur
(X(2), P(X(2)).
Dans I’exemple précédent, le couple de valeurs obtenues ne nous intéresse pas vraiment, on s’intéresse uniquement leur somme.

el (6,1 )

P (3,2)‘ — (4’4) p //'.‘7\'\
(43) @) — 7N A
N oy X / ¥ e
e Y @ X 4
(6.2) i (1,3) /o
(116) - - [ 3 4 | R g g N
2,2) @e) BT . (3D

.";l ‘ o ‘_(1,2) ol (4,5) Yo o *?'\
“ (2.3) ‘(5,4)‘ |_(_4'2):: ‘ . N 9. i :
| \@/ [ -~ 4 ‘ |

O a5 ) 64 (18 e
T ey 04 a
(65) 2
(5.3) ;
Q={1,2,3,4,5,6} S(Q) ={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

Convention : On peut étendre la notation Px ({z}) & tous les éléments de E :
e siz € X(Q) alors Px ({z}) =P(X = ) (c’est la définition de Px),
e siz ¢ X(Q) alors Px({z}) =0.

On peut alors donner la définition suivante :

Définition 3

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur (€2, .4,P) et a valeurs dans un méme ensemble E.
On dit que X et Y suivent la méme loi si (avec la convention précedente) Py = Py-.
On note X ~ Y.

Ainsi, X ~Y sipour tout z€ E,onaP(X =2) =P(Y =2)siz€ X(Q)NY(Q), et P(X =2) =P(Y = 2) = 0 sinon.

On admet les propositions suivantes.

/—EProposition 4 (Fonction de variable aléatoire)}

Soit. X une variable aléatoire discréte sur (Q2,.4) et & valeur dans un ensemble F, et f: E — F une application.
Alors I'application

JQ — F
f(X)'{ w — fXW))

est une variable aléatoire discréte sur (§2, A) et a valeur dans F.
On dit que f(X) est une fonction de la variable aléatoire X.

\

~— Proposition 5 N

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur (€2, A,P) et a valeurs dans un méme ensemble F, et f: B — F

une application. On a : Xy . F(X) ~ F(V)
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Exemple 13.3. On lance un dé équilibré a 6 faces et on note X la variable aléatoire égale au résultat obtenu. On considére

f(z) = (x —2)(z — 4). Déterminer la loi de Y = f(X).

13.1.3 Exemples importants

Exemple 13.4. Loi uniforme sur F

/—[Déﬁnition 4 (Loi uniforme)w‘

Soit n € N* et soit £ un ensemble fini de cardinal n. On
dit qu’une variable aléatoire X sur (,P(Q2),P) suit la loi

uniforme sur F si:

e X(O)=F,
1
oeVr e E, P(X:z):ﬁ.

On écrit alors X ~U(E).

En particulier, quand E = [1,n], et si X ~ U([1,n]) alors :
e X(02) =[1,n],
1
eVke[l,n], P(X=k) = —

Exemple 13.5. Loi de Bernoulli

Cette loi apparait dans toute expérience « binaire » , c’est-a-dire de type échec/succés comme le « pile ou face ».

0.12

Loi uniforme (n=10)

0.10p

.08

0.06 -

0.04

0.02

0.00

On a alors deuz résultats possibles (que l'on peut envoyer sur 0 et 1), I'un de probabilité p, l’autre de probabilité 1 — p.

/—LDéﬁnition 5 (Loi de Bernoulli)J

e X(0Q)={0,1},
eP(X=1)=p et P(X=0)=1-—p.

On écrit alors X ~ B(p).

\.

Soit p €]0, 1[. On dit qu’une variable aléatoire X sur (€2, A, P) suit la loi de Bernoulli de paramétre p si
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Exemple 13.6. Loi binomiale

On reprend ’expérience de 'exemnple précédent, et on la répete n fois (avec n € N*). On observe donc une suite d’échecs (ou
de 0) et de succés (ou de 1) indépendants.
On définit la variable aléatoire X comme étant le nombre de succes (ou de 1) observés.

On a X(Q) = [0,n]. Par ezemple, calculons P(X = 1).
On compte le nombre de résultats possibles avec un seul succés : il peut apparaitre la premiére fois, la deuxiéme,. .., la n-iéme.
A chague fois, la probabilité est de p(1 — p)"~1. Et donc

P(X =1) =np(1 —p)" L.

Plus généralement, calculons P(X = k) pour k € [0, n].
.- N . L. . n
Le nombre de fagons de positionner les k succés parmi les n expériences successives est <k>

Pour chacun de ces résultats, la probabilité est p*(1 — p)"~*. Et donc P(X = k) = <Z>pk(1 —p)n k.

r—{:Déﬁnition 6:} N
Soient n € N* et p €0, 1].
On dit qu’une variable aléatoire X sur (€2, A, P) suit la loi binomiale de parameétres n et p si

e X(Q) = ﬂ0,7lﬂ,
eVke[0,n], P(XX=k)= <Z>pk(1 e

On écrit alors X ~ B(n,p).

\. J

Vérification : On définit bien une distribution de probabilité, puisque pour tout k € [0,n], on a P(X = k) > 0 et :

n

. P =a)=3 (Z)pk(l -p)" =+ 1-p) =1

2EX(Q) k=0

Exemples de situations concrétes :

e X = Nombre de fois ot on obtient un boule blanche au cours de n tirages avec remise.
e X = Nombre de fois ot on obtient 5 au cours de n lancers de dé.

e X = Nombre de voyelles dans un mot quelconque de n lettres.

e X = Nombre de bonnes réponses données dans un QCM de type Vrai/Faux (réponses aléatoires).

Loi binomiale (n =10, p=1/3) Loi binomiale (n =10, p=4/5)

0.30 0.35
sl 0.30

0.25+
020}

020
015}

0.15
0.10f

0.10F
0.05¢ 0.05

T '] - = m m L] T

9005 2 4 6 8 10 98045 2 4 6 [ 10
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Exemple 13.7. Loi géométrique

On procéde a une succession d’expériences identiques du type succés/échec jusqu’a obtenir un succes.
Les expériences sont indépendantes et on note p €]0, 1] la probabilité d’obtenir un succés.

La variable aléatoire est ici le temps d’attente noté T : c’est la variable qui a une répétition infinie de telles expériences,
associe le rang ot on observe le premier succes.

(T'=k) = {(0,0,...,0,1) }.
——
k-1 échecs
Et donc P(T = k) = (1 —p)F~1p.

Par convention, le résultat ou I’on observe infiniment des échecs est noté oo. On a déja vu, en utilisant la définition de
probabilité, ou le théoréme de continuité croissante/décroissante, que l’on a nécessairement P(T = oo) = 0.

,—[Déﬁnition 7 (Loi géométrique)} |

Soit p €]0, 1[. On dit qu’une variable aléatoire X sur (€, A, P) suit la loi géométrique de paramétre p si

o X(Q) =N*,
o Vk € N*, P(X =k) = (1-p)k1p.

On écrit alors X ~ G(p).

Loi géométrique (p=1/4)

0.35
Vérification : On définit bien une distribution de probabilité,
puisque pour tout k € N*, on a P(X = k) > 0 et puisque : 030}
“+oo
_ P 0.25F
P(X=2)=> (1-p)lp=— P 1.
, 2. Z 1—(1-p)
z€X(Q) k=1 020}
015}
Exemples de situations concrétes :
e X = nombre de lancers d’un dés jusqu’a ce qu’on obtienne 6. oor
e X = nombre de tirs de fléchettes nécessaires pour tirer dans le rond 005}
central (50 points). I
900 5 TTLTT”%""z‘n""z‘s""an

Le résultat suivant est a retenir et & savoir démontrer rapidement.

Exercice de colle (El)}

Soit, X une variable aléatoire sur (2,.4,P) suivant la loi géométrique de paramétre p €]0, 1[. Démontrer que pour tout
neN ona:
P(X >n)=(1—-p)".
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Exemple 13.8. On suppose que X ~ G(p) avec p €]0,1[. On rappelle que pour tout n € N, P(X >n) = (1—p)™.
Montrons que X est une loi sans mémoire, c’est-a-dire que :

V(k,n) € (N*)?, Pixsi)(X >k+n)=PX >n)

Exercice de colle (EZ)}

Réciproquement, soit X une variable aléatoire discréte telle que X (2) C N* et telle que :
V(k,n) € (N*)?, Pxsi(X >k+n)=P(X >n)

Montrer que X suit une loi géométrique dont on précisera le paramétre.
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Exemple 13.9. Loi de Poisson

~— Définition 8
Soit A €]0, +o00[. On dit qu’une variable aléatoire X sur (£2,.4,P) suit la loi de Poisson de paramétre A si
e X(Q)=N,
)\k
e Vk € N, P(X =k) = Fe—*.

On écrit alors X ~ P(N).

Loi de Poisson (A=10)
T T T

0.14
Vérification : On définit bien une distribution de probabilité,
puisque pour tout k € N,on a P(X = k) >0 et : |
0.10 -
A
Z P(X =x) = —e t=c'e N =1.
k! 008
2EX(Q) k=0
0.06 -
0.04 -
0.02 [ 1
0.000--TI TTT-I--------

5 10 15 20 25 30

Interprétation en termes d’événements rares : Contrairement aux lois précédemment définies, cette loi n’est, a priori,

pas liée & une expérience type. Denis Poisson (1781-1840) I'introduit dans son ouvrage Recherches sur la probabilité des

jugements en 1837. Il Pobtient comme « limite » de la loi binomiale X,, ~ B(n, p,) avec lirf np, = A strictement positif.
n——+00

Exercice de colle (E2)}

Pour n € N, on se donne X,, ~ B(n,p,) avec lirﬁr_l np, = A > 0. Démontrer que :
n——+00

. A
VkeN, lim P(X,=k)

= —e
n—-+oo k!
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En pratique : Soit X une variable aléatoire suivant une loi B(n, p).

np (12)"
k!

Si p est petit et si n est grand, les valeurs numériques des probabilités P(X = k) sont trés voisines de e~ Cela signifie

que X se comporte approximativement comme si elle suivait une loi de Poisson de paramétre np.
Exemple 13.10. On lance 100 fois deuzx dés non truqués et on appelle X la variable aléatoire donnant le nombre de double
siz obtenus. La loi ezacte de X est B(100,1/36) qui conduit a des calculs compliqués.

100
On pose A =np = 36 on a le tableau suivant :

k 0 1 2 3 4 5 10

P(X = k) avec X ~ B(100,1/36) | 0.05978 | 0.1708 | 0.24156 | 0.22546 | 0.15621 | 0.08579 | 0.00038

P(X = k) avec X ~ P(100/36) | 0.06218 | 0.17271 | 0.23988 | 0.22211 | 0.15424 | 0.08569 | 0.00047

La différence n’est pas trés grande, surtout lorsque k est proche de la valeur moyenne

100

En pratique : On considére qu’une trés bonne approximation de la loi binomiale B(n, p) est la loi de Poisson P(np) si (les
conditions varient selon les auteurs) :

en>30, p<0,1let np <15

en =20, p<L0,let np<H
en>20et p<0,05
e n > 100 et np < 10

D’une maniére générale, il faut des assez grandes valeurs de n et des petites valeurs de p.

Exemples de situations concrétes :
e X = Nombre de défauts sur une piéce usinée.
e X = Nombre de clients entrant dans un magasin en une journée.
e X = Nombre d’erreurs de frappe sur une page d’un livre.

e X = Nombre de particules alpha émises par un matériau radioactif en une minute.

13.1.4 Loi conditionnelle de X sachant un événement A

/—{/Déﬁnition 9\}
Soit X une variable aléatoire discréte sur (2, 4,P) et A € A.
On appelle loi probabilité conditionnelle de X sachant A, la loi de probabilité associée & X pour la probabilité conditionelle
P4 (probabilité sachant A).
P(X e F)NA) PXYF)nA)

VF C X(Q), (Pa)x(F)=Ps(X€F)=P(X€F)A4)= ) - T
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13.1.5 Couples de variables aléatoires

Dans tout ce paragraphe, on considére des variables aléatoires discrétes sur (£2,.A4).

X:Q—XQCE et Y:Q—Y(Q)CF

~— Définition 10 N

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes sur (€2,.A) a valeurs dans E et F respectivement, I’application :

Q2 — XOQOxYQ)CEXF
“’”{ w o— (X(w),Y ()

est une variable aléatoire discréte appelée couple de variables aléatoires.

\.

~— Définition 11 N
Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes sur (€2,.4,P), la loi de probabilité de (X,Y") est appelée loi conjointe
de (X,Y). Elle est complétement déterminée par la donnée de la valeur de :

]P’((X, Y)= (x,y)) =P(X =z,Y = y) pour tout élément (z,y) de X(Q2) x Y ().

Les lois de X et de Y sont appelées lois marginales du couple (X,Y).

J

\

Exemple 13.11. Dans une urne contenant 6 boules blanches, J boules rouges et 2 boules noires, on tire 3 boules. On note
X la variable aléatoire donnant le nombre de boules blanches et Y celle donnant le nombre de boules noires. X (1) = [0, 3] et

12
Y(Q)=1[0,2]. ly a (3) = 220 tirages possibles et :

(6 0) (i)

220

Y(4,7) € [0,3] x [0, 2], P(X =i,Y =j) =

4
On convient dans cette égalité que si 3 —1 — j ¢ [0,4] alors <3 ) > = 0.
—i—

Par le calcul, on obtient la loi conjointe de (X,Y).

[ X=0[X=1[X=2] X=3] LoideY |

Y =0 36/220 | 60/220 | 20/220
Y =1 48/220 | 30/220 0
Y =2 0 0
‘ Loi de X ‘ ‘ ‘ ‘ H 1
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Proposition 6}

Avec les notations précédentes, si I’on connait la loi conjointe de (X,Y’) alors on connait ses lois marginales, mais la
réciproque est fausse.

Preuve.

|

Exemple 13.12. On construit deux couples de variables (X,Y) et (X', Y") a valeurs dans [0,1]? ayant mémes lois marginales
mais des lois conjointes distinctes.

e La premiére suit une loi uniforme :

. o 1 ‘ ‘X:O‘leHLoideY‘
Y(i,5) € [0,1]%, P((X,Y) = (i,5)) = -.
(i.d) € [0.11%, B((X.Y) = (0.9)) = =T
On a alors : Y=1 1/4 1/4
| | Toidx] ] ] T
]P’(X:O):]P’(le):i et]P’(Y:O):]P’(Yzl):§.
e La seconde est donnée par :
1 ) 1
P((X’,Y/):(O’O)):g, ]P)((va):(ovl)):§7 ‘ ‘ X' =0 ‘ X' =1 H Loi de Y’ ‘
1 1
(X', V") = (1,0)) = 5 et P((X',Y") = (1,1)) = . Y'=0 [ 1/6 [ 13
0 , 3 6 Y =1 1/3 1/6
n a encore :
1 1 | Loi de X' | ‘ | 1 |
PX' =0)=P(X'=1)= 3 etP(Y' =0)=PY' =1)= 5
Par conséquent, les lois marginales d’un couple de variables aléatoires ne suffisent pas pour définir sa loi conjointe.
,—[Déﬁnition 12 (Lois conditionnelles)} N

Soit, (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes sur (2, A, P).
e Pour tout y € Y(92) tel que P(Y = y) # 0 on appelle loi conditionnelle de X sachant (Y = y) la loi de probabilité
définie sur (X (2),P(X(Q2))) par :

P(X(Q) — [0,1]

{z} — Pypy(X=2)=PX=2|Y=y)= w

PY =y)
e Pour tout € X(Q) tel que P(X = x) # 0 on appelle loi conditionnelle de Y sachant (X = z) la loi de probabilité
définie sur (Y (Q),P(Y(Q))) par

PY () — [0,1]

{y} — P(X:z)(y = y) = ]P)(Y _ y| X = 1;) _ W

\ J

Exemple 13.13. On reprend I’exemple de l'urne contenant 6 boules blanches, 4 boules rouges et 2 boules noires, dans laquelle
on tire 3 boules.
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Déterminer la loi conditionnelle de X sachant (Y = 1).

Généralisation au cas de n variables aléatoires.

— Définition 13 N

Soient Xi,...,X, sont des variables aléatoires discrétes sur (Q,.A), a valeurs dans Ej,..., F, respectivement. Alors
I’application :

[0 — Xi(Q) X x Xn(Q) C By x -+ x Ep
(Xl""’X")'{ W o (X1(W),.. s Xn(w))

est une variable aléatoire discréte appelée vecteur de variables aléatoires.

\. J

— Définition 14 N

Si Xi,..., X, sont des variables aléatoires discrétes sur (€2, A4,1P), la loi de probabilité de (Xi,...,X,) est appelée loi
conjointe de (X1,...,X,,). Elle est complétement déterminée par la donnée de la valeur de :

IP’((Xl,...7Xn) = (:cl,...,xn)) =P(X; =x1,...,X, = x,) pour tout élément (x1,...,x,) de X1(Q) x -+ x X,,(Q).

Les lois de X,..., X,, sont appelées lois marginales du vecteur (Xi,...,X,).

\. J

13.1.6 Variables aléatoires indépendantes

,—[Déﬁnition 15 (Indépendance de deux variables aléatoires)} N

Deux variables aléatoires discrétes X et Y définies sur (€2,.4,P) sont dites indépendantes si, pour tout A C X(Q) et
B C Y(R), les événements (X € A) et (Y € B) sont indépendants, ce qui s’écrit :

V(A, B) € P(X(Q)) x P(Y (), IED((X eAN(Y e B)) —P(X € A)P(Y € B).

On note dans ce cas X 1L Y.

" J

~— Proposition 7 N

Soient X et Y sont deux variables aléatoires discrétes sur (92, A, P), alors :

XLY (V(x,y)eX(Q)xY(Q), ]P’(Xz;z:,Y:y)z]P(X:x)P(Y:y)).

\. J

Preuve. Soient X,Y deux variables aléatoires discrétes sur (92,4, P).
e Supposons X 1L Y. Soient x € X(Q) et y € Y(2). En écrivant la définition avec A = {z} C X(Q) et B ={y} C Y(2), on

obtient :
P((X € )N (¥ € {y})) =P(X € {zD)P(Y € {y}),

ce qui s'écrit aussi P(X =z,Y =y) =P(X = 2)P(Y =y).
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e Réciproquement, supposons que V(z,y) € X(Q) x Y(Q), P(X =z,Y =y)=P(X =2)P(Y =y).
Soient A C X(2) et B C Y(Q).

O

Exemple 13.14. On lance quatre fois une piéce de monnaie. On note X le nombre de piles obtenus aur deux premiers
lancers et Y le nombre de faces obtenus auzx deux derniers. Intuitivement, (X,Y) est un couple de variables indépendantes.
Vérifions le par le calcul.

] | X=0][X=1[X=2] LoideY |
Y=0 [ 1/16 [ 2/16 [ 1/16
Y=1 | 2/16 | 4/16 | 2/16
Y=2 | 1/16 | 2/16 | 1/16
[ Loi de X | | | [ 1 ]

On vérifie bien que pour tout (z,y) € {0,1}%, on a P(X =z,Y =y) = P(X = 2)P(Y = y).

Exemple 13.15. Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes tels que X ~U({—1,1}) et Y ~U({—1,1}). On pose
U=X+Y etV =X—Y. Donner le loi conjointe de (U, V) et en déduire ses lois marginales.
U etV sont-elles indépendantes ?
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On généralise la définition d’indépendance a plusieurs variables aléatoires. On pourrait démontrer les propositions par récur-
rence.

,—[Déﬁnition 16 (Indépendance de n variables aléatoires)} N

Soit X,..., X, sont n variables aléatoires discrétes sur (£2,.4,P), on dit que (X71,...,X,,) est une famille de variables
indépendantes si :

i=1 i=1
~— Proposition 8 N
Si Xq,...,X, sont n variables aléatoires discrétes sur (2,4, P), alors (X1,...,X,,) est une famille de variables indépen-

dantes si et seulement si :

n n
V(@1,...,z0) € [[Xi(Q), P((Xy,...,Xn) = (21,...,20)) = [[P(X: = z3).
i=1 i=1
Il n’y a pas de notation officielle au programme pour écrire que (X1,..., X, ) est une famille de variables indépendantes.
,—[Déﬁnition 17 (Indépendance d’une suite de variables aléatoires)} N

Soit, (X, )nen une suite de variables aléatoires discrétes sur (€2, A, P). On dit que ces variables aléatoires sont indépendantes,
si toute sous-famille finie de termes de (X,,)nen est une famille de variables aléatoires indépendantes.
Pour cela, il faut et il suffit de vérifier que pour tout n € N, les variables aléatoires X, ..., X,, sont indépendantes.

\. J

/—[Déﬁnition 18 (Suite i.i.d.)} .

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires discrétes sur (€2,.4,P). On dit que ces variables aléatoires forment une suite
indépendante et identiquement distribuée (on note i.i.d.) sil'on a :

e Pour tout (i,j) € N2, on a X; ~ X; (les X,, suivent toutes la méme loi),

e (X,)nen est une suite de variables aléatoires indépendantes.

\. J

Exemple 13.16. Par exemple, la répétition indépendante d’une méme expérience de type échec/succes comme le jeu de pile
ou face infini, donne une suite de variables aléatoires i.i.d. de Bernoulli.

Fonction de variables aléatoires :
On rappelle que si X : Q@ — X () C E est une variable aléatoire discréte et si f : F — F est une application, la variable
aléatoire f(X) est :

Q — F
X):
1045 2 fore

On admet alors les proposition suivante.

~— Proposition 9 N

e Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes sur (€2,.A,P) a valeurs dans E et F', et f, g deux application définies
sur X () et Y(Q2) respectivement. On a 'implication :

X1Y = F(X) L g(Y).
e Ce résultat s’étend & n variables aléatoires :
(X1,...,X,) indépendantes = (f1(X1),..., fn(X,)) indépendantes,

ou fi,..., fn sont des fonctions définies sur X;(2),..., X, () respectivement.

318



Mathématiques PSI S. Dion

,—[Proposition 10 (Lemme des coalitions)} |

Si X,..., X, sont n variables aléatoires discrétes indépendantes sur (2,.4, P) a valeurs dans F, alors pour toutes fonctions
p n
f et g définies sur HXI(Q) et H X;(£2) respectivement, on a :
i=1 i=p+1
f(Xl, coo ,Xp) AL g(Xp+1, coo ,Xn)

\. J

Remarque : On a ici deux coalitions (deux fonctions f et g), on admettra aussi que le résultat est encore valable pour plus
de deux coalitions.

13.1.7 Somme de variables aléatoires indépendantes

L’énonceé suivant n’est pas au programme. Il faudra systématiquement justifier les calculs.

Soit X7 et Xo deux variables aléatoires réelles discrétes sur (€2, A,P) et indépendantes. Alors X = X; + X5 est une
variable aléatoire réelle discréte et

VeeX(Q), PXi+Xo=z)= Y PXi=z)PXa=z-m)
zleXl(Q)

En effet : Sipose X = X; + Xo, on a évidemment X (2) CR. On a:

X(Q) = {l‘l + X9, T1 € Xl(Q) et x9 € XQ(Q)} C R.
Par la proposition 4, Papplication X = f(X1, X2) = X1 + X5 : @ — X (Q) est une variable aléatoire (réelle) discréte.

Déterminons sa loi : pour z € X (), on calcule P(X = z).
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,—[Proposition 11 (Somme de lois binomiales)} N

Soient X1,...,X, des variables aléatoires (mutuellement) indépendantes suivant des lois binomiales telles que :
X1 ~ B(nl,p), X2 ~ B(ng,p), 600y Xq ~ B(nq,p).
q
Alors la variable aléatoire X + --- + X, suit une loi binomiale : Z X; ~B(ni +---+ng,p).

=1

\ J

Preuve.(E2) On le montre dans le cas ot ¢ = 2. Le cas général s’obtiendrait ensuite par récurrence sur q.
Soient Xy ~ B(ni,p) et Xo ~ B(nz2,p) deux variables indépendantes. On a X;(Q) = [0,n1] et X2(Q) = [0,n2], donc
(Xl + Xg)(Q) = ﬂo,nl + 712]].

On écrit la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements, (X1 = 4)ic{o,....n,- On obtient pour
k € [0,n1 +n2], on a:

P(X) + X, = k)

ZIP’((Xl F Xy = k)N (X = i)) - ZIF’((XQ =k—i)N(X; = i))
= = X1, X5 sont indépendantes

ni k
= ) PXi=i)P(Xo=k—i) = » P(X;=iP(Xy=k—1i)
. SN———re— .
=0 =0 si k—i<0 =0
~ nyy\ i T2 k—i (k—1)
_ (1 — niy—u (1 — no—(k—1
;(i)p( P) <ki>p (1-p)
; n n
1 2 k ni+ns—k
= 1 — 1 2
;(i)(k_i)p (1-p)

— 1 p)’“*"rkg (T) <I~cn—2 @)

On rappelle Iidentité de Vandermonde, démontrée dans le chapitre « Probabilités ».

/—[Lemme (Formule de Van der Monde)} |

N
Pour tout n,p € N et tout k € [0,n + p] entier naturel, avec la convention ( ) =0siqg¢[0,N],ona:
q

2 (62)=-17)

\ J

En reportant dans les égalités précédentes avec n = ni et p = nsy, on obtient bien que

P(Xl + X9 = k) = pk(l —p)"1+n27k (nl -]:’I”Lz)
et donc que X + Xo ~ B(ny + na, p). O
,—[Exercice de colle (E1 - Somme de lois de Poisson)} N
Soient X1,...,X, des variables aléatoires (mutuellement) indépendantes suivant des lois de Poissons telles que :

Xl ~ ’P()‘l)a X2 ~ P()‘Q)a °coog Xq ~ ’P(Aq)

q
Alors la variable aléatoire X + - - - + X, suit une loi de Poisson : ZXi ~PAL A+ A

i=1
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On le montre dans le cas ot ¢ = 2. Le cas général s’obtiendrait ensuite par récurrence sur q.

13.2 Moments d’une variable aléatoire réelle
13.2.1 Espérance

On rappelle la définition vue en premiére année (cas fini).

Définition 19 J

Soit X une variable aléatoire réelle sur (€2, P) un espace probabilisé fini. On note X (Q) = {z1,...,2n}.
On appelle espérance de X la somme

E(X) =) z.P(X = ).

n=1

Interprétation : L’espérance est une « moyenne probabiliste ».
Prenons par exemple, I'ensemble des notes d’un devoir d’une classe. Supposons que

2 éléves ont 10/20 3 éléves ont 7/20 2 éleves ont 6/20

4 éléves ont 12/20 1 éleve a 16/20 3 éléves ont 9/20

La moyenne de classe est

1
m = B(Qx10+3x7+4x12+1x16+2><6+3><9)

2 3 4 1 2 3
= — X100+ —xT7+-—x124+ —x16+-—x6+-—x9
15 + 15 + 15 + 15 + 15 + 15
Les fractions correspondent aux proportions d’éléves ayant une note donnée. Dans le calcul d’une espérance, cette proportion
est remplacée par la probabilité qu’'un éléve ait cette note. L’espérance est donc la valeur moyenne d'une variable aléatoire

que ’on peut espérer obtenir.

On en donnera aussi en fin de chapitre une interprétation naturelle grace a la loi des grands nombres.
On généralise cette notion aux variables aléatoires réelles discrétes. On utilise pour cela, la notion de famille sommable.
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Cas d’une variable aléatoire positive

~— Deéfinition 20 N

Soit X une variable aléatoire réelle discréte positive sur (Q, A, P). L’ensemble X (Q) est contenu dans R et la famille
{zP(X =z), z € X()} est une famille au plus dénombrable d’éléments positifs.
On appelle espérance de X : E(X) = Z 2P(X ==z) €[0,+00)].
zeX(Q)
On dit que X est d’espérance finie si E(X) < 400, c’est-a-dire si la famille {zP(X = ), z € X(2)} est sommable.

\. J

Remarque : on peut étendre cette définition au variables aléatoires discrétes a valeurs dans [0, 400]. On conviendra alors
que dans ce cas :

P(X =+400) =0 et « +o0oP(X = 400) »=0.

En utilisant les notions introduites sur les familles sommable, on peut manipuler les sommes (finies ou dénombrables) de
nombres positifs, la finitude de la somme prouvera la sommabilité.

Exemple 13.17. Soit A € A un événement. On appelle fonction indicatrice de A ’application suivante :

Q — {0,1}
14: weA — 1
wgA — 0

On a les égalités (14 = 0) = A et (14 = 1) = A. Ainsi, 14 est donc une variable aléatoire de Bernoulli de paramétre
p=P(14 =1) =P(A). La variable aléatoire 14 est a support fini {0,1}, elle admet donc une espérance :

E(14) = 0.P(14 = 0) + LP(14 = 1) = P(A).

Exercice de colle (El)}

Déterminer V'espérance de X ~ U([1,n]).

e Espérance des lois usuelles :

,—[Proposition 12} N

e Si X ~ B(n,p) alors E(X) = np.
e Si X ~ G(p) alors E(X) =

1
e Si X ~P(X) alors E(X) = \.
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Preuve.(D1)
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Autre expression lorsque X () C N :
/—[Proposition 13}

Soit X une variable aléatoire sur (£2,.4,P) a valeurs dans N.

+oo
E(X) =Y P(X >n) € [0,+00].

Et en particulier, on a I’équivalence : E(X) < +oco <= ZIP’(X > n) converge

\.

Preuve. Il s’agit du théoréme de Fubbini pour les sommes de familles & termes positifs.

On retiendra néanmoins le raisonnement suivant.

(Soit X une variable aléatoire sur (©, A,P) a valeurs dans N. Dans ce cas :
(XZ2n)=m<X<n+HhUuX 2n+1)=X=n)UX =2n+1).

Et comme 'union est disjointe, par o-additivité :

PX=n)=P(X 2n)-P(X >2n+1)

.

Sous les mémes hypothéses, on aurait pu démontrer que :
e P(X=n)=P(X >n—-1)-P(X >n),
e P(X=n)=P(X <n)—P(X <n-1),
e P(X=n)=P(X <n+1)—P(X <n).

Exercice de colle (E3)}

Soit X une variable aléatoire sur (£2,.4,P) & valeurs dans N. On suppose que X est d’espérance finie.
Démontrer que Nlim (N +1)P(X > N+ 1) =0, et retrouver la deuxiéme expression de I'espérance de X.
——+o0
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Cas d’une variable aléatoire a valeurs réelles ou complexes

Définition 21

Soit, X une variable aléatoire discréte sur (2,.4,P) a valeurs R ou C.
On dit que X est d’espérance finie si la famille {zP(X = z), € X(Q)} est sommable. Dans ce cas, appelle espérance de

X EX)= > aP(X=u)
reX(Q)

Interprétation en distinguant les cas fini et dénombrable :
e Si X (Q) est fini, alors X est d’espérance finie.

e Si X (Q) = {z,,,n € N} est dénombrable alors X est d’espérance finie si anIP’(X = z,,) converge absolument.

Remarque : Si X est bornée, alors elle est d’espérance finie. Dans le cas ou X est & support fini, c’est évident.
Supposons X () = {x,,n € N} est dénombrable. Comme X est bornée, il existe M > 0 tel que pour tout n € N, on ait
|xn| < M et donc :

|2, P(X = 2,)| < MP(X = z,,)

et par définition, la série ZIF’(X = x,) converge. Donc par les théorémes de comparaison, Z |2, P(X = )| converge
également.

On peut regrouper les deux cas en utilisant la notion de famille sommable : Pour tout z € X (), on a :
|2P(X = 2)| < MP(X = z).

Et comme la famille {P(X = z), 2 € X(Q)} est sommable par définition de probabilité, par comparaison, la famille
{zP(X =z), z € X(Q)} lest aussi, donc X est d’espérance finie.

— Définition 22 N

Une variable aléatoire réelle discréte X est dite centrée si elle est d’espérance finie et si E(X) = 0.

\. J

/—EProposition 14 (Théoréme du transfert)}

Soit, X une variable aléatoire réelle (ou complexe) discréte sur (Q, A, P) et f: X () — R ou C une application.
La variable aléatoire f(X) est d’espérance finie si et seulement si la famille {f(2)P(X = z), z € X(2)} est sommable.

Dans ce cas, : E(f(X)) = Z f(2)P(X = ).

z€X(Q)

Preuve. Soit X une variable aléatoire réelle (ou complexe) discréte sur (Q, A, P) et f : X(2) — R ou C une application,

on note Y = f(X). < s

QO = X() — Y(Q)

e Pour tout y € Y(2), on note 4, = f~1({y}) = {z € X(Q), f(z) =y}

Alors X (Q2) = U Ay, et il ’agit d’une union disjointe (f(z) ne peut pas valoir & la fois y et 3’ si y # ¢') et dénombrable.
yeY ()
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e D’autre part, pour y € Y(12), on décrit ’événement (Y = y) a laide
Ay et de X :

= Y(Ww)=y

= [(X(w) =y

— X(w)e A4,

—= we(Xei

Ainsi P(Y =y) =P(X € 4)) = > P(X =x).
TEA,

e On travaille d’abord avec des sommes de termes positifs. Les calculs se font donc dans [0, +oo].

Z |[f(@)|P(X = x) Z Z |f(2)|P(X = x) (sommation par paquets)

reX(Q) yeY () x€A,

= Z Z ly|P(X = x) (car pour z € Ay, on a f(z)=1y)

yey (Q) zeA,
= Z ly| Z P(X =2) = Z lyP(Y =y) (d’aprés ce qui précede)
yey (Q)  zeA, YeY ()

Ainsi, la fammille {f(2)P(X = z), « € X(Q)} est sommable si et seulement si la famille {yP(Y = y), y € Y(Q)} est
sommable, c’est-a-dire si et seulement si Y est d’espérance finie. Et dans ce cas, les calculs précédents sont encore valables
sans les valeurs absolues, ce qui donne :

Y. J@PX =2)= Y yP(Y =y)=E().

zeX(Q) yeY ()

Interprétation en distinguant les cas fini et dénombrable :

e Si X(Q) est fini, alors f(X) est d’espérance finie.

e Si X(Q) = {x,,n € N} est dénombrable alors f(X) est d’espérance finie si et seulement si Z f(z,)P(X = z,) converge
absolument.

Ce théoréme permet de calculer l’espérance de f(X) sans avoir & déterminer sa loi de probabilité, en utilisant uniquement
celle de X.

Exemple 13.18. On suppose que X suit une loi uniforme sur A = {—2,—1,0,1,2}. Calculer I’espérance de X? :

e en utilisant le théoréme du transfert :

e en revenant a la définition :
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,—[Proposition 15 (Premiéres propriétés de l’espérance)} N

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles (ou complexes) discrétes sur (§2,.4,P). On a les propriétés suivantes.
1. Linéarité :
(a) Si X = b est une variable aléatoire constante (X (€2) = {b}), alors elle est d’espérance finie et E(b) = E(X) = b.
(b) Si X est d’espérance finie, alors pour tout a,b € R, aX + b 'est aussi et

E(aX +b) = aE(X) + b.
(¢) Si X et Y sont d’espérance finie, alors pour tout a,b € R, aX + bY Dest aussi et

E(aX +bY) = aE(X) + DE(Y).

2. Comparaison : Si |[X| <Y et siY est d’espérance finie, alors X l'est aussi.

3. Positivité : Si X est d’espérance finie et a valeurs positives, alors E(X) > 0.

4. Croissance : Si X et Y sont d’espérance finie et si X <Y (Vw € Q, X(w) < Y(w)) alors E(X) < E(Y).
5. Inégalité triangulaire : Si X est d’espérance finie alors | X| lest aussi et on a |E(X)| < E(|X]).

\. J

Preuve.

1(a) :

1(c) et 2 : admis.
3:
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Le point 1 de cette proposition a pour conséquence la proposition suivante.

Proposition 16 }

Soit, (€2, A, P) un univers probabilisé.
L’ensemble £1(Q, A, P) des variables aléatoires discrétes réelles ou complexes d’espérance finie est un espace vectoriel et
I’espérance est une forme linéaire sur £1(Q, A, P) (notation pas explicitement au programme).

Preuve.

O

Exemple 13.19. Si X est une variable aléatoire discréte réelle d’espérance finie, alors la variable aléatoire X — E(X) est
centrée.

Proposition 17 (Définie positivité)}

Soient X est une variable aléatoire réelle discréte sur (2,.4,P). On a 'implication suivante.

X=>0
et = P(X =0)=1 (Pévénement (X = 0) est presque sir)
E(X) =0

Preuve.

On admet enfin la proposition suivante.

Proposition 18 (Espérance du produit de deux variables indépendantes)}

Si X et Y sont d’espérance finie et si elles sont indépendantes, alors la variable aléatoire XY est d’espérance finie et
on a:

E(XY) = E(X)E(Y).
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13.2.2 Variance

Pour commencer ce paragraphe, on définit une notion qui n’est pas explicitement au programme mais qui est souvent
introduite en épreuve.

~— Définition 23 N

Soit X une variable aléatoire discréte réelle (ou complexe) sur (€2,.4,P) et p un entier naturel non nul.

On dit que X admet un moment d’ordre p si la variable aléatoire X? est d’espérance finie, ou encore (par le théoréme de
transfert) si la famille {z?P(X = z), = € X ()} est sommable.

Dans ce cas, on définit le moment d’ordre p de X par :

Th. de
mp(X) = E(X?) ~=* > 2PP(X =az).
zeEX ()

\.

/—[Exercice de colle (E2)}

Soit, X une variable aléatoire discréte réelle (ou complexe) sur (€, A, P).
Montrer que si X admet un moment d’ordre r > 2, alors elle admet un mommet d’ordre s pour tout s € {1,...,7}.

\.

On vérifie d’abord que pour tout z € R, on a |z|"~! < 1+ |z"|.

/—[Proposition 19} N

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes réelles sur (€2, A, P).
e Si la variable aléatoire X? est d’espérance finie, alors X I’est aussi.

e Inégalité de Cauchy-Schwarz : Si X2 et Y2 sont d’espérance finie, alors XY l'est aussi et on a :
2
(E(XY)) <E(X2)E(Y?),

avec égalité si il existe A € R tel que X = AY presque stirement ou Y = AX presque stirement.

Preuve. e Le premier point est 1’exercice de colle précédent avec r = 2.
e Montrons le second point (D3).
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La définition de variance est donnée par la proposition suivante.

/—[Proposition 20 (Formule d’Huyghens—Kﬁnig)}

Soit X une variable aléatoire discréte réelle sur (2,4, P). Si la variable aléatoire X2 est d’espérance finie alors X 1'est
aussi et on appelle variance de X :

V(X) = E(X —E(X))?) =E(X?) —E(X)?>0.

L’écart-type est donné par o(X) = /V(X).

\

Preuve.

]

Inteprétation : La variable aléatoire (X — E(X))? mesure la distance au carré de X a sa valeur moyenne. L'espérance de
cette variable aléatoire donne la valeur moyenne de cette distance au carré. Ainsi I'écart-type mesure la répartition de X
autour de sa valeur moyenne. S’il est grand, X prend « souvent » des valeurs éloignées de E(X). S’il est petit, les valeurs de
X sont davantage concentrées autour de E(X).

Pour calculer la variance de X, d’aprés la formule d’Huyghens-Konig, il suffit de déterminer ses moments d’ordre 1 et 2,
c’est-a-dire E(X) et E(X?).

— Définition 24 N

Avec les notations précédentes, on dit que X est réduite si o(X) = 1.

\.

/—[Proposition 21 (Propriétés de la variance)}

Soit. X une variable aléatoire discréte réelle sur (Q,.A4,P) avec X2 d’espérance finie. Soient a et b des réels. Alors X + b
et aX admettent une variance et

V(X +b) =V(X) et V(aX) = a®V(X).

330



Mathématiques PSI S. Dion

Preuve.

|

Exemple 13.20. Montrer que si X est une variable aléatoire telle que X2 est d’espérance finie et telle que V(X) # 0, alors

X -E(X
Y = # est centrée et réduite.
o(X)
/—EProposition 22 (Variance des lois usuelles)} N

e Si X ~ B(n,p) alors V(X) = np(1 — p)

1-p
p2

e Si X ~ G(p) alors V(X) =

e Si X ~ P(\) alors V(X) = A

Preuve.(D1)
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On sait que si X2 et Y2 sont d’espérance finie, alors XY ’est aussi. On définit alors la covariance de ces deux variables.

Définition 25 (Covariance)}

Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes réelles sur (Q, A, P) avec X2 et Y2 d’espérance finie.
Alors (X —E(X))(Y —E(Y)) admet une espérance finie, on 'appelle covariance de X et de Y.

Cov(X,Y) = E((X _E(X))(Y — E(Y))) — E(XY) — E(X)E(Y).

Preuve.
O
/—[Proposition 23} N
Soient X, Y et Z des variables aléatoires réelles discrétes sur (2, A, P) avec X2, Y2 et Z? d’espérance finie. On a les
propriétés suivantes.
1. V(a,b) € R, V(aX +bY) = a?V(X) + b2V(Y) + 2abCov(X,Y).
2. Cov(X, X) = V(X).
3. Cov(X,Y)=Cov(Y,X) (symétrie)
4. ¥(a,b) € R?, Cov(aX +bY,Z) = aCov(X, Z) + bCov(Y, Z) (linéarité a gauche)
5. Si X et Y sont indépendantes, alors Cov(X,Y) = 0 (mais la réciproque est fausse).
Preuve.
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,—[Proposition 24 (Variance d’une somme finie de variables aléatoires)}

Soit, (Xl,...
finie). On a :

. Si X, ...
indépendantes, alors V(X7 + -+ X,,) = V(X1) + - -+

, X,,) des variables aléatoires discrétes réelles sur (©, .4, P) admettant un moment d’ordre 2 (X? d’espérance

1<i<j<n

, X, sont deux-a-deux indépendantes, c’est-a-dire que pour tous 4,j € [1,n] distincts, X; et X, sont

+V(X,).

Preuve. On montre le premier point par récurrence sur n.

Initialisation : on a vu que V(X +Y) = V(X) + V(Y) 4 2Cov(X,Y) et donc le résultat est vrai pour n = 2.

Hérédité : Soit n > 2 un entier pour lequel la propriété est vérifiée. On se donne (X1, ..
admettant un moment d’ordre 2 et on pose Y = X1 +---+ X,,. On a

VXi+ -+ Xn+Xnp1) =V X1 +Y) =

.y X0, Xpnt1) des variables aléatoires

SiXy,..., X, sont indépendantes, alors pour tout 4, j distincts on a Cov(X;, X;) = 0 d’ou le second point.
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13.3 Convergence et approximations

13.3.1 1Inégalités de Markov

/—[Proposition 25 (Inégalités de Markov)} |

Soit X une variable aléatoire discréte réelle et positive sur (€2, A4,P). On a les deux majorations suivantes.

e Premiére inégalité de Markov : Si X est d’espérance finie, alors V¢t >0, P(X >¢) < —=

e Seconde inégalité de Markov : Si X2 est d’espérance finie, alors V¢t >0, P(X >1t) <

E(XP
e Cas général : Soit p € N*. Si X? est d’espérance finie, alors Vt >0, P(X >t¢) < (tP )

Remarque : Extrait du sujet de mathématiques CCP PSI 2018.
« Q32. Enoncer et démontrer 'inégalité de Markov pour une variable aléatoire finie Y sur (9, A, P). Montrer que ce résultat
est encore vrai lorsque Y est une variable aléatoire discréte non nécessairement finie. »

Preuve.
e (E1) Si X est d’espérance finie, alors :

E(X)= Y aP(X=ux) =

TEX(Q)

Autre rédaction possible (E3) : en utilisant une fonction indicatrice. Soit ¢ > 0, on note A Pévénement (X > t). On
appelle fonction indicatrice de A ’application suivante :

Q — {0,1}
14 : weA — 1
wgA — 0

On a donc en particulier E(14) =0.P(14 =0)+ 1.P(14 =1)=P(14 =1) =P(A) =P(X > 1t).

On remarque alors que : (inégalité de fonctions).
En effet :

Ainsi, par croissance de I’espérance, on obtient E(t14) < E(X).
Et par linéarité de 'espérance : tE(14) = tP(A) < E(X).
En divisant par ¢ > 0, on obtient bien

P(A) =P(X >t) < —2.

Remarque : Cette rédaction n’est pas fondamentalement différente de la précédente. Mais elle a I'avantage d’étre valable
également dans le cas de variables aléatoires continues, fréquemment étudiées en école d’ingénieur.
La notion de fonction indicatrice peut aussi étre introduite dans certains sujets de concours.
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e Si X? est d’espérance finie, en appliquant la premiére inégalité avec X2 et ¢2, on obtient :

e Si XP est d’espérance finie, en appliquant la premiére inégalité avec XP et tP, on obtient :

]

Remarque : Les inégalités de Markov donnent des majorations de P(X > t) avec des hypothéses assez faibles. Cependant,
ces majorations ne sont pas trés fines.

Prenons par exemple, X ~ G(p). On a donc X(2) = N* et P(X =n) = p(1 —p)"~ L.
On sait que X et X2 sont d’espérance finie et que :

*B(X) = 5 =Ci(p)

1—p 1
2 _ — —
=@ tET g SO
Les inégalités de Markov donnent (avec t =n € N*) :

e E(X?)=V(X)+E(X)

Vn € N*, P(X >2n) < et P(X>=n) <

Calculons P(X > n) pour n € N.

+o0 400 1
P(X >n) = ZP(X =k)= Zp(l —p) T =p1 —P)nilm =
k=n k=n
avec —a = In(1 — p) < 0.
Ainsi les majorations données par les inégalités de Markov ne sont, pas optimales.

13.3.2 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

,—[Proposition 26 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)} N
Si X est une variable aléatoire discréte réelle sur (2, A, P) avec X2 d’espérance finie alors on a :
Ve >0, P(X-EX) >e¢) < Vg)
ou en passant a I’événement contraire
Ve > 0, 0<1—P(|X—E(X)|<E)<Vg()

Preuve. (D2) On utilise la seconde inégalité de Markov appliquée & la variable aléatoire | X — E(X)| discréte et positive.
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Interprétation : P(|X — E(X)| < ¢) est la probabilité que X soit « proche » de sa valeur moyenne, c’est-a-dire de son
espérance. La deuxiéme majoration montre que lorsque ¢ est grand et/ou la variance V(X) est petite, P(|X — E(X)| < ¢)
est proche de 1. Avec certains choix de € (en général pas trop grand), on peut avoir P(|X — E(X)| < ¢) aussi proche de 1
que l'on veut. La encore, les hypothéses sont peu restrictives, mais la majoration obtenue n’est pas optimale.

13.3.3 Loi faible des grands nombres

On donne ici une nouvelle interprétation de I’espérance d’une variable aléatoire. L’idée est de répéter un grand nombre de
fois une expérience aléatoire définissant une variable aléatoire X.
La loi faible des grand nombre traduit le fait que la moyenne de tous les résultats obtenus est « proche » de E(X).

Soient X1, ..., X,, soient des variables aléatoires deux-a-deux indépendantes obtenues en répétant n fois la méme expérience,

Sh
elles suivent donc toutes une méme loi. On note S,, = X3 + --- + X,,, ainsi — est la moyenne des résultats obtenus. Si
n

Sh 1 . . .
E(X;) =m, alors E () = —(E(X;)+ -+ E(X,)) = m. Le résultat suivant est a savoir retrouver rapidement.
n n
,—[Exercice de colle (E2)} .
Soit (X1,...,X,,) des variables aléatoires réelles discrétes sur (02, A,P) deux-a-deux indépendantes et suivant une méme

loi. On suppose que les X? sont d’espérance finie et on note
Sn:X1++Xn7 m:IE(Xl) et O':O'(Xl)

Montrer que :

Ve > 0, IED(

,—[Proposition 27 (Loi faible des grands nombres)} N

Soit (X, )nen est une suite de variables aléatoires discrétes indépendantes et indentiquement distribuées (ii.d.) sur
(Q, A, P) admettant un moment d’ordre 2. Alors, en notant

Spn=X1+-4+X,, m=EX;) et 0d=0(Xy)

on a la limite suivante : S,
Ve >0, P(’—m')s) — 0.
n n—+oo

\. J

Preuve. Avec les hypothéses de ’énoncé, on peut utiliser I’exercice de colle précédent :

0.2

Ve > 0, P(‘%—m‘}e) < —

ne2

Ainsi, par le théoréme d’encadrement, on a bien lim P <
n—-+4oo

Sn
—m’}e)-O. O
n
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Remarque : Le résultat est encore valable si 'on suppose que les X; sont deux-a-deux indépendantes seulement.

Exemple 13.21. Une urne contient des boules blanches avec la proportion p mais on ne connait pas cette proportion. Lors

d’une expérience, on effectue n tirages avec remise et on obtient k boules blanches. Intuitivement, si n est grand, — est proche
n

de p. La loi faible des grands nombres traduit cette intuition.

On note X; ~ B(p) donnant le résultat au i-éme tirage.
On a E(X;) =p=m et V(X;) = p(1 — p) donc o = /V(X) = \/p(1 — p). Et donc, d’apres Uinégalité encadrée ci-dessus :

(o) < -2

— —m|=ec
ne2 ne2
On suppose ne pas connaitre p, on voudrait savoir avec quelle erreur probabiliste on peut approximer p par —. On ne connait

n

pas p(1 — p), mais par une étude rapide de x — x(1 — x) (parabole tournée vers les y < 0), on montrerait que pour tout

1
p €]0,1[, on a p(1 —p) < 1

S, 1
Prenons par exemple, n = 1000 et ¢ = 0,1. On a donc P (‘n p’ >0, 1> < 1 = =0,025.
n

Sh,
Ou encore, en passant a l’événement contraire P (‘ —p’ <0, 1> > 0,975.
n

bk
1000 1000

est d’au moins 0,975. Si par exemple, on a tiré 875 boules blanches sur 1000, alors avec 97,56% de chance, la proportion de

boule blanches est comprise entre 0,775 et 0,975.

Ainsi si n = 1000 et si S1p00 = k, la probabilité que p appartienne a ’intervalle de confiance +0,1

13.4 Fonction génératrice d’une variable aléatoire & valeurs dans N

13.4.1 Définitions et premiéres propriétés

~— Définition 26}

Soit, X une variable aléatoire sur (2,.4,P) a valeurs dans N. On appelle fonction génératrice de X la fonction G'x définie
par

+oo
Gx(t) =E(t*) =Y P(X =n)t".

\.

/—(Proposition 28} N

Soit X une variable aléatoire sur (£2,.4,P) a valeurs dans N et Gx sa fonction génératrice. On a

e (x est une série entiére dont le rayon de convergence R est au moins égal & 1, il y a convergence normale de
cette série sur [—1,1] et Gx (1) = 1.

e La fonction Gx est continue sur [—1, 1] et de classe C* sur | — 1,1][.
GY(0)

n!
Et donc la loi de X est complétement déterminée par sa fonction génératrice Gx.

e Pour tout n € N, on a P(X =n) =

\.

Preuve.
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13.4.2 Fonctions génératrices des lois usuelles
Il faute savoir retrouver rapidement les fonction génératrices suivantes (& connaitre!).

Exercice de colle (El)}

e Si X ~ B(n,p) alors Gx(t) = (1 —p+pt)™ avec R = +oc.

t 1
e Si X ~ g(p) alors GX(t) = ﬁ avec R = m > 1.

e Si X ~P()) alors Gx(t) = 21 ayvec R = +oo.

Preuve.

e Si X ~ B(n,p) :

e Si X ~G(p):
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e Si X ~P()\):

13.4.3 Lien entre fonction génératrice et E(X) ou V(X)

Soit R > 1 le rayon de convergence de la série entiére Gx. On sait que Gx est de classe C* sur l'intervalle ouvert de
convergence | — R, R[ et en tant que série entiére on peut la dériver terme a terme sur | — R, R[. Si X et X(X — 1) sont
d’espérance finie, comparons les expressions suivantes.

Vt €] — R, R|, Gx(t) = +§ nt"'P(X =n) E(X) = —,f:o nP(X =n)
+oo +oo
G%(t) = n(n—1t"*P(X =n) E(X(X - 1))=Y n(n—1DP(X =n)
n=0 n=0

Si R > 1, on peut choisir t = 1 et obtenir des égalités. On admet la proposition suivante, qui étend ce résultat au cas général
(R>1).

,—[Proposition 29 }

Soit, X une variable aléatoire sur (€2, 4,P) a valeurs dans N et Gx sa fonction génératrice. Alors, la variable aléatoire X
admet une espérance E(X) si et seulement si Gy est dérivable (& gauche) en 1 et dans ce cas, on a

+oo
E(X) =) nP(X =n) =Gx(1).

n=0

\.

Preuve.(D3) Pour n € N, on note f, : t — t"P(X = n). Alors f,, est de classe C! sur [0,1] et pour tout ¢ € [0,1], on a :

fr(t) =nt""'"P(X =n).

e Supposons que E(X) < 400, montrons que Gx est dérivable sur [0, 1] (sens facile).

Alors la série Z nlP(X = n) est convergente.
neN
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e Supposons que E(X) = 400 montrons que Gx n’est pas dérivable en 1 (sens difficile).

On peut, de la méme maniére, en dérivant une seconde fois, obtenir un lien entre Gx(t) et V(X).
On pourra remarquer que si X admet une variance, alors X et X (X — 1) aussi et on a :

V(X) E(X?) — E(X)2
= E(X(X-1)+X) - E(X)?

E(X(X —1)) + E(X) — E(X)?

Exemple 13.22. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N dont la fonction génératrice est donnée par :

VteR, Gx(t)=ae' ™.

o Déterminer a.

e Donner la loi de X et calculer E(X) et V(X).
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13.4.4 Fonction génératrice de la somme de variables aléatoires indépendantes

/—[Proposition 30 }

e Soient X et Y deux variables aléatoires sur (£2,.4,P) a valeurs dans N et G x, Gy leurs fonctions génératrices respectives.
Si X et Y sont indépendantes, alors

Gx+y = GxGy.
e Soient X1,...,X,, des variables aléatoires sur (2, A,P) a valeurs dans N et Gx,,...,Gx, leurs fonctions génératrices
respectives. Si Xq,..., X, sont indépendantes, alors

GX1+---+X,,L = le X 000 X GX

n®

Preuve.

Application 1 :
Retrouver que si X1 ~ B(ny,p) et Xo ~ B(ng,p) sont indépendantes, alors X1 + Xo ~ B(ny + na, p).
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Application 2 :
Retrouver que si X7 ~ P(A1) et Xo ~ P(\2) sont indépendantes, alors X7 + Xo ~ P(A1 + A2).

13.5 Annexe

13.5.1 Lois, espérances, variances
‘ Nom H Support ‘ Loi Espérance ‘ Variance ‘ Fonct. Gén.
X ~B(p) X(@) ={0,1} P(X =1)=p p p(l—p) | Gx(t)=1-p+pt
avec p €]0,1] P(X=0)=1-p
n n— n
X ~ B(n,p) X@)=[0,n] | P(X=k)= <k>pk(1—p) § np np(1—p) | Gx(t) = (1 —p+pt)
avec p €]0,1[, n € N*
X ~ () X@ =N | BX=k=p(-pt . S| ax =
p p? 1—(1=p)t
avec p €]0,1]
A A(t—1)
X ~P(N) X(Q)=N ]P’(X:k)—ﬁe A A Gx(t)=e
avec A €]0, 400] .
13.5.2 Quelques sommes de séries & connaitre
,—[Proposition 31 (Série géométrique et dérivées)}
+oo 1 +oo 1 +oo 2
Vp €] —1,1] pr=— np" Tl = ——— et nin—1)p" 2% = ——
,LZ_O l-p nzzo (1-p)? nzzo (1-p)?
,—[Proposition 32 (Série exponentielle)}
+oo 20
_ .z
Vz € R, ZO =
n—=
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