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Feuille 1

Polynomes

Extraits de rapports de jury :

e CCINP 2022 PSI :
euclidienne) sont souvent maladroits.
e Centrale 2021 PSI :

élémentaires de premiére année voire de terminale. Quelques exemples :

réelle, 'expression des racines n—iéme de ['unité...

Les calculs sur les polynomes, en particulier leur factorisation (en wutilisant a bon escient la division

Le jury remarque que certains candidats sont parfois bloqués par la méconnaissance de résultats

un polynéme réel de degré impair admet une racine

Oral ex-ENSAM 2018 : La factorisation de polynomes est devenue tres compliquée pour beaucoup de candidats.
Oral Mines-Ponts 2017 : La recherche des racines d’un trinéme comme 3X2 — 1 ne nécessite pas le calcul du discriminant,
surtout si cela conduit & donner un résultat non simplifié et/ou faux.

e Oral Mines-Ponts 2017 : La division euclidienne de polynémes est souvent mal utilisée, en particulier les hypotheses vérifiées

par le reste sont parfois passées sous silence.

— Exercice 1 ()

1. Décomposer X4 + 1 en produit d’irréductibles dans C[X],
puis dans R[X].

2. Quels sont les polynémes de degré 2 de R[X] qui divisent
Xt +1?

— Exercice 2 (%)

Soient P et @ des polynomes de K[X]. Montrer que si P? —Q?
est un polynome constant non nul, alors P et ) sont aussi des
polynomes constants.

/—EExercice 3 (CCINP PC 2022 - *)}

Trouver les polynémes P € R[X] tels que :
(X2 - X)P"(X) = 6P(X).

"

/—[Exercice 6 (Centrale PSI 2017 - *)}
Soit P(X) = X3 — X + 1.

1. Montrer que P possede 3 racines distinctes by, bs, b3
éventuellement complexes.

14 b; 1 1
2. Calculer le déterminant D = 1 1+ by 1
1 1 14 bo

~— Exercice 7 (%) ~

X2
Soitn22unentieretPn(X):1+X+?+---+—.

1. Calculer P,(X) — P, (X).
2. Montrer que les racines complexes de P, sont simples.

/—[Exercice 4 (ENSAM PT 2014 - *)}
On note ay, as, az les racines de P(X) = X3 + X2 + 1.
4

m+a1y+a%z:a1
T+ axy + a3z =aj

x+a3y+a§z:a§

1. Calculer le déterminant de S =

2. Montrer qu’il est non nul.
3. Effectuer la division euclidienne de X par P(X) et trouver
une solution particuliere de S. Conclure.

8 J

/—[Exercice 8 (CCINP PSI 2022 - :%:aa)}

Soient a € R et :
p: PeR[X]— (X —a)(P(X) - P(a)) —2(P(X) — P(a)).

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R[X].
2. Montrer qu’il existe un entier k € N* tel que (X — a)
divise ¢(P) pour tout P € R[X].
Trouver le plus grand entier k qui vérifie cette condition.
3. Déterminer le noyau et I'image de ¢.

k

,—[Exercice 5 (CCINP PC 2019 - #:)}

Soit P(X) = (X 4+ 1)7 — X7 — 1. Montrer que j = e*7/3 est
racine de P et déterminer sa multiplicité.

"

/—[Exercice 9 (Mines-Ponts PC 2019 - **)]—

Soit n € N*. Déterminer le reste de la division euclidienne de
P(X)=(X+1)"—-X"—1par X2+ X +1.

8 J




/—[Exercice 10 (Mines-Ponts PSI 2022 - »‘%)]—

Soit P € R[X]. Montrer qu’il existe un unique polynome
Q € R[X] tel que Q(0) =0et Q(X +1) — Q(X) = P(X).

" J

/—[Exercice 16 (Mines-P. PC et MP 2021 - ***)]—

Soient p, g € N* distincts.
Déterminer les polynémes P € C[X] tels que :

(P(XP))" = (P(X7))".

/—[Exercice 11 (Centrale PC 2022 - #*)} N

Soit n € N.
1. Montrer qu’il existe un unique T, € R[X] tel que :
Vo € R, T, (cos(0)) = cos(nb).

2. Calculer T, lorsque n € [0, 3].

3. Calculer le degré et le coefficient dominant de 7;,.

4. Montrer que (X2 — 1)T(X) + XT),(X) — n*T,(X) = 0.
5. Expliciter les coefficients de T,.

/—[Exercice 12 (EIVP PSI 2016 - ***)} |

Soit P(X) = Q(X) +iR(X) € C[X] avec P,Q € R[X].

On suppose que toutes les racines de P ont une partie réelle
négative.

Pour z = = + iy € C, comparer |P(2)| et |P(z)|.

Montrer alors que @ et R sont scindés sur R.

/—EExercice 13 (Mines-Télécom MP 2016 - *i‘%*)}%

Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur
n pour que P(X) = (X +1)" — X™—1 ait une racine multiple
dans C.

/—[Exercice 14 (ENSAM PSI 2017 - %)} .

On veut montrer que 7 est irrationnel. On suppose par I’ab-
a
surde que ™ = 3 avec a,b € N*.

|

1. Montrer que pour tout ¢ € N, on a ¢ =
2. Soient, pour n € N,

X"(bX —a)"
n!

Qn(X) et I, = /07T Qn(z) sin(x)x.

Montrer que la suite (I,)nen tend vers 0.

3. Etablir la relation @), = (26X — a)Q,—1. Puis a l'aide
de cette relation et de la formule de Leibniz, exprimer les
dérivées successives de @,, en fonction de celles de @Q,,_1.

4. Montrer que pour tout £ € N, on a ngk)(O) € N et

®)(r) e N.
5. Montrer que I,, € N et conclure.

"

/—[Exercice 15 (Centrale PC 2021 - *%ﬁ)} N

On considere S I'ensemble des polynomes unitaires de degré
3 a coefficients dans Z et dont les racines complexes sont de
module inférieur ou égal a 1.

1. Soit P = ap+a1 X +as X%+ X3 € S. Exprimer les relations
entre les a; et les racines z1, zo et z3 de P.

2. Montrer que S est un ensemble fini.

3. Montrer que, si P € S, ses racines non nulles sont de mo-
dule 1.

4. Déterminer tous les polynémes appartenant a S.

/—[Exercice 17 (Mines-Ponts PC 2019 - ***)]—

Soit n € N* et a € [—1,1].
On note P(X) = X" —aX" +aX — 1.
Montrer que les racines de P sont de module 1.

/—[Exercice 18 (Centrale PSI 2022 - **)} ~

1. Soit u : P € R,[X] — P’ € R, [X].
Exhiber une base de R,,[X] dans laquelle la matrice de u

n’a que des coefficients égaux a 0 ou 1.
2. Soit @ € R, [X].

(a) Montrer qu'il existe un unique P € R, [X] tel que :
P-P =Q.

(b)
(c)

Montrer que, si @) est a valeurs positives, il en est de
meéme pour P.

Montrer que, si () est a coefficients positifs, il en est
de méme pour P.

/—EExercice 19 (Centrale PC 2019 - ***)]—

Soit n € N.
Montrer qu’il existe un unique polynome R,, tel que :
1 1
Ve € R*, R, <x—|—> =z"+ —
78 "

et donner une expression de R,,.

,—[Exercice 20 (Mines-Ponts PSI 2022 - ***)]—

Soit P € Q,[X]. Montrer I’équivalence entre les propriétés :
(i) Vk € Z, P(k) € Z
(i) Vk € [0,n], P(k) € Z
(ili) Im € Z, Vk € [m,m +n], P(k) € Z

Ind : on pourra introduire les polynémes :
XX -1 (X —k+1)
N k!

/—[Exercice 21 (Mines-Ponts PC 2021 - ***)]—

On note U l'ensemble des complexes de modules 1.
Déterminer les polynémes P € C[X] tels que P(U) C U.

Hy(X)

J

/—[Exercice 22 (Centrale PSI et Mines-P. PC 2021 - #s%)

| —

Soit P € R[X] non constant tel que :
P(X?) = P(X)P(X —1).

1. Soit w une racine de P.
ontrer que w? est aussi racine de P.
2. Montrer que les racines de P sont soit nulles, soit de mo-
dule 1.
Montrer que 0 n’est pas racine de P
4. Déterminer tous les polynomes solution.

&9




Feuille 2

Complexes

Extraits de rapports de jury :

e Mines Telecom 2021 : Le cours de premiere année est souvent trés mal connu, par exemple celui sur les nombres complexes
et la trigonométrie.

e Mines-Ponts 2019 PSI : Les calculs sur les complexes peuvent également poser probléme, notamment la recherche du nombre
de racines cubiques d’un complexe non nul, ou encore la méconnaissance de ’expression des racines n—iémes de ['unité.

,—[Exercice 23 (*)} N ,—[Exercice 27 (#X#)} N
Soient n € N* et z,y € R. Calculer les sommes suivantes. Déterminer I’ensemble des points du plan complexe d’affixe z
- tels que les points d’affixes 1, z, 7z soient alignés.
1. Ap(z,y) = Z (k) cos(z + ky) N )
k=0 : )
E 28 (sk ~
9 Co(x) = Zn: cos(kx) ¢ S(z) = " sin(kx) (—[ xereice ( )J
i) = £~ cost(z) T = £ cost(z) Déterminer ’ensemble des points du plan complexe dont 1’af-
n n B fixe z vérifie z + z = |z|.
3. D, = Z ek ot T, = ZDk lorsque = ¢ 277Z. \ J
k=—n k=0 ,—[Exercice 29 (*)} N

Soient A, B, C, D des points du plan dont on note a, b, ¢, d les
,—[Exercice 24 (*ﬁ#)} . | affixes complexes. Que dire du quadrilatere ABC'D lorsque
at+c=b+deta+ib=c+1id?

Soient « € R et a,b €]0, 7.

Ecrire sous la forme exponentielle les complexes suivants. f—EExercice 30 ( *)} .
_ . 3T I .
gL = Eak 22 = sin(a) +icos(a) Déterminer les complexes z qui vérifient 22 = i/z.
25 = —2e % 24 = 2123 ; ’
,—[Exercice 31 (#Xﬁ%:)} N
A " 1+ ete ) . 1
z5 = €% 4 ¢e* z6 = 1—o Déterminer les complexes z non nuls tels que z, — et z — 1
— z
aient le méme module.
f—[Exercice 25 (*)} \ ,—[Exercice 32 (*)} )

Soit z un nombre complexe différent de 1. Démontrer

Déterminer le module et 'argument de (1 + cos e + isin )
I’équivalence suivante :

(on discutera suivant les valeurs de ¢ € R).

A J

142 |
. ) lz| =1 — € iR.
,—[Exermce 26 (*)J | 1—=2
1. Soient z et 2z’ deux nombres complexes de module 1 tels | ° \ g
a ) E ice 33 (% N
que zz' # 1. Démontrer que T est réel. ’_[ xercice (sksk) )
2. Soient z et 2z’ deux nombres complexes distincts, et tels Pour z € C non nul, on pose Z = E (22 — 12> .
que |z| = || =r. 2
Démontrer que r? —zz2' est réel 1. Déterminer ’ensemble des z tels que Z est réel.
gl z—2 ' 2. Déterminer I’ensemble des z tels que Z est imaginaire pur.




,—[Exercice 34 (*)} \

2in /7

On note a = e et on pose S = a+ o? + o, et

T=0a%4a®+ab.

1. Montrer que S et T sont conjugués puis que Re(S) > 0.
2. Calculer S+ T,ST,S et T.
,—[Exercice 35 (*)} .
Résoudre I’équation (£) : e = 2 — 2¢/3i.
f—[Exercice 36 (*)} .
Résoudre le systéme suivant d’inconnue (z,2’) € C2.
e +er = 2
et = 2
,—[Exercice 37 (*)} N

1. Déterminer les racines carrées de 1 + 2v/2i.
2. En déduire les solutions de I’équation :

222 4+ 2iz2—1-ivV2=0.

f—[Exercice 38 (*)} N

Resoudre dans C : 22 + z — (1 + 3i) = 0.

,—[Exercice 39 (*)} N

On se place dans R? muni d’un repére orthonormé (O, ey, e3).
Déterminer ’ensemble des points M dont Daffixe vérifie :

1. Arg(z —1i) = % [27] 2. Arg(z — i) = g [7]
3. |z —1| = |z + 24 4. |34 4i)z —i| =2
f—[Exercice 40 (**)} N

Pour n € N*, on pose w = e2i™/™ Montrer que pour z € C,

on a :
n

Z(z + k)" =n(z" +1).

k=1

/—[Exercice 42 (Mines-Ponts PSI 2017 - *)]—

Pour n € N*| résoudre ’équation suivante d’inconnue z € C.
(E): 1+22+222+---+22" 1420 =0,

/—[Exercice 43 (CCINP PC 2021 et 2022 - *)]ﬁ

im/3

1. Pour n € N*, résoudre dans C ’équation (&) : 2" =€
2. Pour n € N*| résoudre dans C ’équation :

e (35) + () -

~ Exercice 44 (IMT PSI 2019 - &) .

Soit 7 > 2 un entier, on pose z = ™" Soit k € [1,n — 1].

1. Déterminer le module et un argument de z*¥ — 1.

n—1
s
2. Mont > I2% = 1] = 2cotan (7).
ontrer que 2 |z | = 2cotan o

,—[Exercice 45 (CCINP PC 2021 - **)} .

Soit n > 2 un entier naturel. .
2ikm
Pour k € {0,...,n — 1}, on pose z, = e n .

n—1 n—1
1. Calculer Z z1 et H 2k -
k=0 k=0

n—1
™ =1
2. Si R 1 t = = .
Si z € R\ {1}, montrer que I}:[l(x 2k) pro
n—1 e
3. En déduire la valeur de C,, = H cos <> .
n
k=1
/—[Exercice 46 (TPE PC 2019 - **)} |
n—1
En factorisant P(X) = Z X" dans C[X], montrer que :
k=0
n—1

H sin <I<:7r> S
~ 9n—1"
) n 2

/—[Exercice 47 (Nav. PSI 2018, Mines-P. PC 2022 - #:)

1. Résoudre sur C I’'équation 2™ = 1.
. . 2ikm
2. On suppose que n est impair. On note wy = e n .

n—1
f—[Exercice 41 (Mines-Ponts PC 2019 - *%)]— Calculer p = H L —wg
14+ wg
n
k k=1
Pour n € N*, on pose u,, = Zsin <72r> . n—1 -
k=1 L 3. Exprimer p en fonction de H tan <> .
Déterminer un équivalent de wuy,. b1 w




Feuille 3

Suites numériques

Extraits de rapports de jury :

Mines Telecom 2022 : Les équivalents et les développements limités sont mal maitrisés chez certains candidats, de méme que
lintégration par parties.

On observe aussi souvent une confusion entre le passage a la limite dans les inégalités et le théoréme d’encadrement, aussi bien
pour les fonctions que pour les suites : dans le premier cas [’existence de la limite est dans les hypothéses et le résultat est la
valeur de la limite, dans le second cas ’existence de la limite est dans la conclusion, avec, en plus, sa valeur.

CCINP 2019 : La manipulation des équivalents pose des difficultés (addition d’équivalents, constantes multiplicatives négligées).

CCP 2018 : On notera que les < croissances comparées > sont trop souvent mal utilisées et qu’il ne suffit pas d’avoir une
exponentielle ou un logarithme pour pouvoir l’appliquer.

Centrale 2022 : La maitrise des développements limités est loin d’étre acquise pour tous les candidats. Rappelons que pour
donner le développement limité d’une composée fog de deuzr applications, on commence par celui de g. Peu d’étudiants utilisent
des développements limités au sens fort (avec des grands O), c’est dommage car ils sont suivant les situations plus ou autant
économiques que ceux avec un petit o, pire certains ignorent la définition d’un grand O ou en donnent une sans recours a la
valeur absolue. Rappelons enfin que si une suite de terme général u, tend vers £, on a u, = £+ o(1).

Le calcul asymptotique, l'appréciation des ordres de grandeur n’est pas toujours maitrisé, en tout cas pas avec la virtuosité
attendue chez ceux qui se destinent a une profession scientifique.

1l est a noter des confusions fréquentes sur le vocabulaire : majorée, majorée en valeur absolue, bornée. Du reste les candidats
omettent souvent les valeurs absolues, pourtant nécessaires lorsqu’il s’agit de montrer la convergence d’intégrales ou de séries.
Dans C l'omission du module conduit a des inégalités entre complexes.

Centrale 2018 : Pour bien préparer ces épreuves, il faut tout d’abord travailler son cours puis les techniques usuelles. Un
candidat qui connait son cours et sait comment aborder les probléemes usuels est assuré d’avoir une note convenable.

1l faut faire preuve de rigueur quand on applique un théoréme : il faut en citer et en vérifier toutes les hypothéses. Au niveau
des raisonnements, il faut bien distinguer les hypothéses, le résultat a montrer et indiquer la méthode employée pour y arriver.

D’une maniere générale, les candidats n’illustrent pas assez leur propos par des dessins, des figures ou des schémas, certains
demandent méme la permission de faire une figure. Le jury encourage et apprécie le recours spontané a des illustrations gra-
phiques.

Mines-Ponts 2019 : Le jury remarque que les candidats hésitent de plus en plus a se lancer dans un petit calcul (en analyse
notamment) alors que celui-ci peut les faire avancer. Une grande partie des candidats a du mal o établir des majorations ou
dominations simples, indispensables pour l'utilisation de nombreux théorémes d’analyse.

Les calculs d’équivalents, développements limités (méme & lordre 3) sont souwvent trop approximatifs. Trop de candidats ne
ressentent pas le besoin de supprimer les termes négligeables devant le reste dans un développement limité ou asymptotique. Les
formules de Taylor sont mal sues.

Les hypotheses de récurrence doivent étre spontanément €crites avec soin. L’examinateur de devrait pas avoir a insister aupres
du candidat pour obtenir une hypothése de récurrence écrite in extenso avec les bons quantificateurs. Plus généralement, un
usage €éclairé des quantificateurs peut s’avérer déterminant pour certains problémes. Leur absence conduit certains candidats a
passer complétement a coté d’un exercice.

Mines-Ponts 2018 : L’é¢tude des suites récurrentes est encore trop souvent mal menée. L’utilisation de l’inégalité des ac-
croissements finis, en particulier au voisinage d’un point fixe, ne va pas de soi, bien qu’elle soit explicitement citée dans le
programme.

Pour montrer qu’une fonction réalise une bijection d’un intervalle vers un autre, certains candidats mentionnent la stricte
monotonie et les limites aux bornes, mais pas la continuité. Il est parfois bien utile d’étudier une fonction ou de tracer une
courbe pour se forger une intuition dans un exercice d’analyse.



,—[Exercice 48 (Vrai ou faux- *)} \

Soient (un)nen et (Upn)nen deux suites numériques ne s’annu-
lant pas. L’affirmation suivante est-elle correcte ? Justifier.

r—[Exercice 60 (Equivalents - *)} N

Déterminer un équivalent simple des expressions suivantes en
les points indiqués.

Etudier la convergence de la suite de terme général

e (o (2

o ~ Up, R Un .
< Si Up, e Un alors e n%+ooe > 1. .Z‘Ch(.Z‘) _ ln(l + sm(a:)) I:O ?
Comment la modifier pour qu’elle soit correcte ? 2. zv/1+ 2z — 2ch(In(z)) ~ ?
r—r—+00
/—[Exercice 49 (Limite - *)7 N S N /
in(z) In(1 + 22 /—[E ice 61 (Equivalents - # N
Déterminer la limite lim —Sm(w) ol ) xercice 61 (Equivalents )J
z—0 x tan(z) . . .. . . .
L ) | Déterminer un équivalent simple des expressions suivantes en
1 ints indiqués.
,—[Exercice 50 (Limite - %ﬁ)} - [
1. In(n?) —sin(n) —In(2n+1) ~ 7
Déterminer la limite lim M noee
L 2—0 In(cos(bx)) ) 2. 2yn+1—-—+vn+2— \/ﬁn_;:_oo ?
/—[Exercice 51 (Limite - *)} L3 E(nln(n))n_:roo ?
Déterminer la limite Er_ir_l Vzsin(vVz +1—x). \ J
a8 [e's) L
L ) r—[Exercice 62 (Equivalents - %ﬁ*)} N
i . )
,—[Exermce 52 (Limite - ) ) ) | Déterminer un équivalent simple des expressions suivantes en
Déterminer la limite 1im+ ln(a:)ln(x). les points indiqués.
1
N o )| 1. e 4@~ 7
. . . W T—+400
/—[Exercme 53 (Limite - #Xé‘)) V|2 Wrrl-vz ~ ?
P N\ 1/z T—+00
Déterminer la limite lim (2 =9 > . L )
x—0 2 N W
R . ) r—[Exercice 63 (Equivalent - #s%) N
/—[Exermce 54 (Limite - *)J ~ )
z In(x)
sin(z) Lt Déterminer lim L)
Déterminer la limite lim ( > . z—+00 In(z) '
x—0 ag J
A J . w
r—[EXerCice 55 (IMT PSI 2018 - *)} . /—[Eer‘Clce 64 (St Cyr PC 2018 - *)J N

Donner le développement limité a ’ordre 5 de en 0 de

f(x) =In(cos(z)).

1. Démontrer que la suite (e!7/%),, <y diverge.
2. Démontrer que la fonction f définie par f(z) = cos(z) di-
verge en —+oo.

3. Démontrer que la suite (cos(n)),en diverge.

L ) /—[Exercice 65 (CCP PSI 2017 - *)} N
/—[Exercice 56 (Limite - #X#)} \ 22
s ) Déterminer un équivalent de .S,, = Z — quand n — +o0.
Déterminer lim 2 (65 — ele) . k=n+1 vk
L r——+00 J L )
,—[Exercice 57 (ENSEA 2021 (Andy D.)- ##) ,_[Exercice 66 (Récurrence - ) | .
Pour (n,p) € (N*)2, on pose uy, , = Z% (; <1 + ];> ) . Démontrer que Vn € N, kz:;)k? _nnT N g & )
Déterminer lim lim wup,, et lim  Lm  wy, ). \ J
n—-+o0o0 p—-+oo p—+0o0 n—+o00 . R w
L ) /—[Exercme 67 (Récurrence - #) N
. . . _ W 2 ' 1
r-[]ij)xerc'lce 58 (.Ll.mltes' **)J | | Démontrer que Vn € N~ {0,1}, 22(n (nn)!-)z PR
Déterminer les limites suivantes. L )
lim (wﬂ - 1) ,  lim (a:ﬂ*l) et lim 2% /—[Exercice 68 (Récurrence - #X#)} N
z—0+ z—0+ z—0t
L ) | Démontrer que pour tout entier n € N, 4™ — 1 est un multiple
,—[Exercice 59 (Divergence - *a’%)} L | des3.

/—[Exercice 69 (Suite récurrente d’ordre 2 - *)]ﬁ

Déterminer les suites (4, )nen vérifiant

Vn € N,

Up42 + 3Un+1 — 4uy, = 0.




f—[Exercice 70 (Suite récurrente d’ordre 2 - %ﬁ)]—

Déterminer les suites (uy, )nen vérifiant ug = 0,u; = 2 et :

Vn €N, Upto+ dupyr +4u, =0.

f—[Exercice 71 (Suites récurrentes d’ordre 2 - *)]ﬁ

Déterminer les suites (u, )nen vérifiant ug = 1,u3 = —2 et :

Vn €N, Upto+ Upt1 — 6u, = 0.

f—[Exercice 72 (Suites récurrentes d’ordre 2 - *)]ﬁ

Soit a € R. Déterminer les suites réelles (u,)nen vérifiant

Vn €N, Upio=2uni1 + (a® — Duy,.
Quelles sont celles qui convergent 7
f—[Exercice 73 (Suite récurrente - *)} N

Etudier la suite (uy,)nen définie par ug > 0,u; > 0 et

Vn €N, Unio = \/Uni1lUn.

" J

,—[Exercice 74 (Suite récurrente - *)} N

Soit a € R. Déterminer les suites (uy,)nen vérifiant
VneN, 2u,41 —u, = a.

" J

,—[Exercice 75 (Suites arithmético-géométriques - *)]ﬁ

Déterminer les suites (uy, )nen vérifiant ug = 3 et

VneN, upp1 =3u,+2.

" J

f—[Exercice 76 (Nature - #*)} \

Etudier la nature des suites (un)nen et (vn)nen définies par

/—[Exercice 79 (Suites a croissance controlée (E1) - *)}\

Soit L > 0 et (u,)nen une suite réelle ou complexe vérifiant

Up+1
Up,

dng € N,Vn € N, n > ng = < L.

1. On suppose que L < 1.
Montrer que la suite (u,)nen converge vers 0.

2. Est-ce encore vrai pour L =17
n

lim —
n—+o0o n!

,—[Exercice 80 (Mines-Ponts 2018 MP - **)]ﬁ

Montrer que si v € RN alors il existe v € RY croissante et
w € RY décroissante telles que u = v + w.

3. Application : soit a € C. Calculer la limite

/—EExercice 81 (Suite récurrente - *)} N
1
On consideére la suite (uy,)nen définie par ug = 5 et :
eln
Vn € N, = .
" Yntl = 12

x

e
1. Etudier la fonction f : x — 5 et tracer son graphe.
x

On précisera les valeurs prises par f en 0 et en 1.
2. Démontrer que la fonction f admet un unique point fixe
dans [0, 1]. On note L ce point fixe.

2
3. Vérifier que pour tout = € [0,1] on a |f/(z)] < 3

4. Démontrer que pour tout n € N, on a la majoration
2
|1 — L] < §|un — Ll
5. En déduire la nature de la suite (up)nen.

6. Déterminer enfin, en entier N & partir duquel wu,, est une
approximation de L & 1072 pres.

z 1
Vn € N, u, = cos <n7r+> et v, = /n— E(y/n).
n
,—[Exercice 77 (Suites adjacentes - ﬁ#)} N
On définit les suites réelles (a, )nen et (b )nen par 0 < ag < b
et 2a,, + by, Ay + 3by,
pt+1 = T et bn+1 = T

1. Montrer que les suites (ap)nen et (by)nen sont adjacentes.

2. Déterminer un réel A tel que la suite (Aay, + by )nen soOit

stationnaire.

En déduire la limite des deux suites.

4. Calculer a,,42 en fonction de a,; et de a,. Retrouver sa
limite.

f—[Exercice 78 (Mines-Télécom PSI 2017 - *)]—

Pour n > 2 entier, on pose

1 |

=3 T ) etba=Y -+ = —lnn).
a k:1k " n(n) e ,;k+n n(n)

&=

n—1 1

Montrer que les suites (ay,)n>2 et (by)n>2 sont adjacentes.

\. J

/—[Exercice 82 (Suite récurrente - *)} N

Etudier la suite (u,) définie par ug € R et
Vn eN, upt1 = qu + 1.

" J

8 J

/—[Exercice 83 (Suite récurrente - *)} N

Etudier la suite (un)nen définies par :

ug=2etVn € N, upy1 =1+ uyp.

/—[Exercice 84 (Suite récurrente - i%)} N
Etudier la suite (un)nen définies par :
Up
=letVneN, = .
(%) € n Unp+1 u% T1
/—[Exercice 85 (Suite récurrente - *)} N

Etudier la suite (un)nen définie par :
ugp > 1etVn € N, upt1 =1+ In(uy,).




/—[Exercice 86 (Mines-Ponts PC 2019 - **)]—

Etudier la suite (un)nen définie par uy €]0, +o00[ et :

1 gre =1l

U = 1n o

n+1 w,

,—[Exercice 87 (Mines - Ponts MP 2017 - ***)]—

Vn € N,

1— 2
Etudier les suites (uy,)nen vérifiant Vn € Ny w, 41 = ﬁ
/—[Exercice 88 (Mines-Ponts PC 2018 - ***)]—

Soit f : [a,b] — [a, b] une application 1—lipschitzienne.
Soit (@, )nen définie par zq € [a,b] et, pour n € N, :

Tp+1 =

1

Montrer que (2, )nen est bien définie et qu’elle converge vers

un points fixe de f.

" J

/—[Exercice 89 (EIVP PSI 2017 - **)} |

1

1. Pour n € N, on pose I, = / (1— w)ne—QIdl‘.

Montrer que la suite (I,,)nen converge et donner sa limite.
2. Trouver une relation entre I, et I, et en déduire un
équivalent de nl,, en +oo.

b 1
3. Trouver a, b, c € R tels que I,, = a—i-f—i-%—i- 0 <2> .
n n n—+oo \ n

/—[Exermce 90 (Suite définie implicitement - %)]ﬁ

. Montrer que pour tout n € N* il existe un unique réel
strictement positif, noté wu,,, tel que

(up)" In(u,) = 1.

2. Montrer que pour tout n € N*; on a u, > 1.
Montrer que la suite (uy )nen+ ainsi définie est décroissante.
4. En déduire qu’elle converge et que sa limite est 1.

e

J

/—[Exercice 91 (Saint-Cyr 2021 (Louis-Victor G.)- *%ﬁ)}

1. Montrer que pour tout n € N* il existe un unique réel

x € [0, 1] solution de :
r+zi+---+2" =1

On note u,, cette solution.

2. Ecrire une fonction python permettant de trouver la valeur
de u,, avec une précision p > 0.

3. Conjecturer avec python une limite éventuelle pour la suite
(}un)nEN* .

4. Etudier la monotonie de la suite (t,)nens-

5. En déduire qu’elle converge puis déterminer sa limite.

/—[Exercice 92 (Suite définie implicitement - **)]ﬁ

1. Démontrer que pour tout entier n € N, il existe un unique
réel solution de I’équation

On note x,, cette solution.
2. Démontrer que pour tout n € N on a x,, > n. En déduire
la nature de la suite (2, )nen-

3. Démontrer que x,, ~ n.
n——+oo

4. Déterminer un équivalent de y,, = z,, — n.
5. Déterminer un développement asymptotique a trois termes
de z,, quand n tend vers +oo.

8 J

/—EExercice 93 (CCINP 2018 (Clémence H.) - **)]—

1. Démontrer que pour tout entier n € N*, il existe un unique
réel dans [1, +oo] solution de I’équation

x —1In(z) =n.

On note u,, cette solution.
2. Déterminer si elle existe la limite de la suite (uy,)nen-
Déterminer un équivalent de wu,,.
4. Déterminer un équivalent de v,, = u,, —n.
En déduire un développement asymptotique a deux termes
de u, quand n tend vers +oo.

&9

\.

/—[Exercice 94 (Suite définie implicitement - %*)]—

Soit n > 3 un entier. On consideére I’équation (F,
2" =e" pour v € RY.

) définie par

1. Montrer que 1’équation (FE,) possede deux solutions stric-
tement positives notées u,, et v, telles que :

1<u, <n<uvy,.

2. Montrer que la suite (u,,) est strictement décroissante et
convergente, et déterminer sa limite.
Trouver aussi un équivalent en +oo de u,, — 1.

3. Déterminer la limite de la suite (vy,).
Montrer aussi que, pour n assez grand, v,, < n? et montrer

que :
Un nln(n).
,—[Exercice 95 (CCP PSI 2017 - **)} .

1. Montrer que pour tout n > 3, e = nz admet deux solu-
tions x, et y, avec 0 < x,, < Yp.
2. Etudier la monotonie des suites (x,)nen, montrer qu’elles

admettent une limite a déterminer.

1 . L
3. Montrer que x, ~ — puis trouver un équivalent de
n——+oco N

1
Ty — —.

n
4. Soit € > 0.
Montrer qu’a partir d’un certain rang, v, < (1 + ¢) In(n).
En déduire un équivalent de v,,.

10



/—[Exercice 96 (Suite définie implicitement - **ﬁ#)]—

Pour n € N*, on note f, : ¢ € R — €% 4+ 22 — nx.

1. Montrer que pour tout n € N*, la fonction f,, admet un
minimum g, atteint en un point noté x,,.
2. Déterminer lim z,,.
— 400

3. Déterminer des équivalents simples de x,, et de pu,, lorsque
n tend vers +oo.

/—[Exercice 97 (Mines-Ponts PSI 2018 - **)]—

Soit, pour tout n € N*, f,, : & — 23" — 3nz + 1.

1. Montrer que, pour tout n, f, admet une unique racine dans

]1,2[. On note x,, cette racine.
In(n) oo <ln(n)> .
n—+oo n

2. Trouver a € R tel que z,, = 1+a

n
1 1 1

3. Trouver b € R tel que z,, = 1+aM+b7+ 0 <> .
n n n—+o00 \ N

/—[Exercice 98 (Mines - Ponts PSI 2015 - **%)]—

Pour tout n € N, justifier 'existence et 'unicité d'un réel u,
vérifiant ud + nu, — 1 = 0.

Etudier la suite (un)pen et en donner un développement
asymptotique a deux termes.

/—[Exermce 99 (Centrale PSI 2016 - ***)]—

. Montrer que pour n > 3, P,(X) = X" — nX + 1 admet
une unique racine z,, dans ]0, 1].

2. Trouver un équivalent de z,, de la forme a, =

acR.
3. Trouver un équivalent simple de z,, — a,.

—— avec
ne

/—[Exercice 100 (ICNA PSI 2017 - :#*)}

Soit f continue et bijective de [0, 1] dans lui-méme, telle que

£~ soit continue et telle que :
Vz € [Oa 1]7 f(2$ - f(.Z‘)) =
1. Calculer f(0) et f(1).

2.

La fonction f est-elle croissante ou décroissante ?

On suppose qu’il existe 2 € [0, 1] tel que 21 = f(zg) # 0.
En considérant la suite (z,,)nen définie par f(z,—1) = zp,
obtenir une contradiction.

En déduire f.

,—[Exercice 101 (CCINP PC 2021 - ﬁ:*)}

Pour n € N, on note [,, =

1.
2.

0 0
5 + n, 5 +nm|.
Déterminer le développement limité a 'ordre 3 en 0 de tan .
Montrer que ’équation tan(z) = z a une unique solution
x,, dans l'intervalle I,, et que x,, . nmw.

~Y
—+o00

On pose y,, = x,, — n.

(a) Montrer que y, = Arctan(x,) et donner la limite de
Yn- - -
(b) Montrer que tan (yn — 5) Wl YTy et déterminer
c
c € R tel que y, — = 5 oo 11"

zntan (LX) —1

s 1
Montrer que tan ( y,, — — + — | = o
T, + tan (E)

2 nm
Trouver a, b, ¢, d réels tels que :

c d 1
Tp=an+b+—+-—5+ o0 — ]
n  n? notoo \n
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Feuille 4

Séries numériques

Extraits de rapports de jury :

e CCP 2018 : Les questions de positivité sont presque toujours ignorées dans les critéres de comparaison/équivalence des séries
et des intégrales généralisées.

e Centrale 2022 : Signalons que dans [’étude des séries on ne doit pas écrire la somme avant d’avoir justifié sa convergence et que
les théoremes de comparaison au programme, demandent que l’on compare les termes générauzx, non pas les sommes partielles et
encore moins les séries elle-mémes ou leur sommes. Signalons que la régle de d’Alembert ne fournit pas une condition nécessaire
et suffisante de convergence absolue.

e Mines-Ponts 2018 : Concernant la convergence des séries, certains candidats font un usage abusif de majorations et
d’équivalents pour des séries a termes non positifs, et tous ne pensent pas a examiner la convergence absolue. En revanche,
le critére spécial des séries alternées est généralement bien connu, ainsi que les majorations de la somme partielle et du reste
qui l’accompagnent.

e Mines-Ponts 2017 : De facon générale, I'étude des séries semi-convergentes qui ne vérifient pas le critére précédent est assez
mal faite. L utilisation d’un développement limité devrait plus souvent étre envisagée.
Les séries de Bertrand sont hors programme. A la place, les candidats doivent utiliser les relations de comparaisons.

e Navale 2019 : Les hypotheses d’étude de la convergence d’une série numérique ou d’une intégrale généralisée doivent étre

vérifiées, la condition de signe sur le terme général est trop souvent oubliée.

/—EExercice 102 (Nature et somme - #) | y — Exercice 106 (Nature et somme - #) |

Démontrer la convergence de la série numérique suivante et Démontrer la convergence de la série numérique suivante et

calculer sa somme. Z 1 calculer sa somme.

e 2
n“+3n+2
et Y (J;‘L>
. n>1 G o3

/—[Exercice 103 (Nature et somme - %)} L -

Démontrer la convergence de la série numérique suivante et ,—[Exercice 107 (EIVP PC 2017, TPE PC 2019 - **)]‘
calculer sa somme. cos(nf)

+oo
§ 1
>0 n ) Existence et calcul de nE:O AI‘Ctal’l (M> o
/—[Exercice 104 (Nature et somme - *)} _ | On pourra utiliser tan(a — b).

Démontrer la convergence de la série numérique suivante et .
2 4 /—[Exercme 108 (Nature et somme - **)]—

calculer sa somme.

Z n?+2n —1 Démontrer la convergence de la série numérique suivante et
n! calculer sa somme.
n>0
/ Arctan <>
/—[Exercice 105 (Nature et somme - #)} \ nzzo n?+n+1
Démontrer la convergence de la série numérique suivante et
calculer sa somme. ,—[Exercice 109 (Nature - *)}
2n + 1 2
Z(_ V' p . , . , . n“+n-—1
] n(n+1) Déterminer la nature de la série numérique Z —— T
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,—[Exercice 110 (Nature - *)} |

/—[Exercice 123 (Nature - Série de Bertrand - *)]ﬁ

4 : A A n? +2n -1 Déterminer la nature de la  série  numérique
Déterminer la nature de la série numérique Z e o
nyvn +1 Zl n? + n® +1n(n)
g n2+1 )
,—EExercice 111 (Nature - *)} \
B . - - /—[Exercme 124 (Nature - Série de Bertrand - *)]ﬁ
Déterminer la  nature de la  série  numérique
1
Z(—l)"Arctan(n). Déterminer la nature de la série numérique Z n(n) - f
) 2 4+ n?
. ) \ b,
,—[Exercwe 112 (Nature - *)J ) /—[Exercice 125 (Nature - Série de Bertrand - *)]ﬁ
n?+n 2
Déterminer la nature de la série numérique . Détermi 1 " i T @3 3 e )
Z on 11 éterminer la nature de la série numérique Z WZIn(n) 13
. ) - b,
/—[Exercme 113 (Nature - *)J ) /—[Exercice 126 (Nature - Série de Bertrand - *)]ﬁ
Déterminer la nature de la série numérique Z m Déterminer la  nature de la  série  numérique
L 45> Viln®(n+1) + 1
. ) nZ + 2
Exercice 114 (Nature - *)J \
Déterminer la nature de la série numérique Zne_”/ 2 r—[Eer‘Cme 127 (Nature - Série de Bertrand - *)]ﬁ
/—[Exercice 115 (Nature - *)} . Déterminer la nature de la série numérique Z n(nD)’
, . . L In°(n) — 1 . ) ’
Déterminer la nature de la série numérique Z e /—[Exermce 128 (Nature - #:%) ) N
/—[Exercice 116 (Nature - *)} g Déterminer la nature de la série numérique Z ol -
Déterminer la nature de la série numérique Zln(cos(l/n)). /—[Exercice 129 (Nature - *)} §
) w V. e 1
,—[Exercice 117 (Nature - *)J .| Déterminer la nature de la série numérique W
a . At - Arctan(n) )
Déterminer la nature de la série numérique Z — /—[Exercice 130 (Nature *))
n - N
J J
,—[Exercice 118 (Nature - *)} _ | Déterminer la nature de la série numérique Z —
Déterminer la  nature de la  série  numérique . )
Z 1+ n + In(n)n? /—[Exercwe 131 (Nature - *)J N
4 |
2+mn Déterminer la nature des séries numériques Z — et .
J nn
,—[Exercice 119 (Nature - *)} N 3 g
(1 . /—[Exercice 132 (Nature - *)J N
Déterminer la nature de la série numérique Z ;Z) —iljf
3" Déterminer la nature de la série numérique Z e
(. ) \/ﬁ
/—[Exercice 120 (Nature - *)} N 7 g
1 /—[Exercice 133 (Nature - #1#)) N
Déterminer la nature de la série numérique Z -, I
n—u Déterminer la nature de la série numérique Z ne= 07 (n)
,—[Exercice 121 (Nature - Série de Bertrand - *)]ﬁ /—[Exercice 134 (Nature - *)} .
In( 1)+1
Déterminer la nature de la série numérique Z % Pour n > 2, on pose a, = =4
n = & n —

/—[Exercice 122 (Nature - Série de Bertrand - *)]ﬁ

Vo + (=1
Montrer que le terme général de la série > a, est équivalent
a un terme d’une série convergente et que pourtant la série

Déterminer la  nature de la  série  numérique > ay diverge.
Z 2In(n) —1 Cela contredit-il le théoréeme vu en cours? Expliquer pour-
n2+nln(n) —1° quoi.
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Déterminer la nature de Z(—l)” (\/ n?+1-— n) .

f—EExercice 146 (CCP PSI 2017 - *)} ~

Etudier la nature de Z In <1 +

f—[Exercice 135 (CCP PSI 2018 - *)} N /—[Exercice 148 (Centrale PSI 2017 - *)} N
Montrer que la série Z (ln(2n+(—1)”)—ln(2n)) est conver- Etudier la nature de la série Zexp <(_1)nln(n)> 1
gente mais pas absolument convergente. L e )
/—[Exercice 136 (Nature - %ﬁ)} N /—[Exercice 149 (Nature - **)} )
n a . s - -n"+1
, . . . n—1 ’ Déterminer la nature de la série numérique Z M
Déterminer la nature de la série numérique Z . In(n)
n
f—[Exercice 137 (IMT PSI 2022 - :{«:)} . ,—[Exercice 150 (Série alternée - :ﬁ*)} .
1 , . -1"1
Pour n > 2 entier, on pose u,, = Arctan ntly_ T Déterminer la nature de Z w
n—1) 4 n —In(n)
Déterminer la nature de Z U, - b 7
N / /—[Exercice 151 (Série alternée - **)} N
f—[Exercice 138 (Nature - *)W N n
) Détermi (1)
1 éterminer la nature de Z ] °
Déterminer la nature de la série numérique Z —_ vnin(n) + (-1)
(n')l/” \ J
(. J . w
,_[Exercice 139 (Nature - %)} i /—£Exerc1ce 152 (IMT PSI 2019 - &%) .
p 1
Déterminer la nature de la série numérique Z (n% — nﬁ> . Etudier la nature de la série Z(—l)" sin <(_1)n+\/ﬁ>
f—[Exercice 140 (Nature - **)7 ~ )
J o /—[Exercice 153 (Série alternée - **)J N
N1
7 . — PR 1
Déterminer la nature de Z ((1 + n) e> Déterminer la nature de Z cos <n27r In <1 — >> .
n
,—[Exercice 141 (Nature - #I*«‘#ié‘)w N \
J /—[Exercice 154 (Série alternée - #:%) ) N
Déterminer la  nature de la  série  numérique N1 a
Z (Vn+1—+/n) . Déterminer la nature de Z(—l)” ((1 + ) — )
n e
f—[Exercice 142 (Nature - %ﬁ%)} N g
; . )
Déterminer la nature de la série numérique Z n=r — 1. /—[Exercwe 155 (Nature - #:) ) )
2n
,—[Exercice 143 (St Cyr PSI 2017 - *)} _ | Déterminer la nature de la série numérique Z e kZln(k).
=1
1 \ J
Nature de la série de terme général ————.
nln(n) . h
L ) /—[Exermce 156 (Nature - **)J N
i ) - 1 1
f—[Exermce 144 (Navale PSI 2023 (Lucas E.) **)]ﬁ Déterminer la nature de Z <ln (1 N > _ ash ()) .
n n
Nature de la série de terme général TR L )
n®1n”(n)
. / /—[Exercice 157 (Nature - **)} N
,—[Exercice 145 (Série alternée - *)} N

2
n an+b
Déterminer la nature de E sin <++7r> .

n

/—[Exercice 158 (ENSEA PSI 2016 - ***)]—
(_1) ) pour « > 0. Soit « E]O, ].[
na
) | Déterminer la nature de Z ((n + (-D)™)* — n"‘).

f—[Exercice 147 (Nature - *%)} \

Déterminer la  nature de la  série  numérique

> In <1 + TEE&) .

/—[Exercice 159 (Centrale PSI 2016 - )

1
Déterminer la nature de Z(—l)"w‘
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,—[Exercice 160 (ENSEA - *%)} |

Pour tout entier naturel n > 1, on note ¢(n) le nombre de

chiffres dans son écriture décimale.
Montrer la convergence de la série Z ﬂ puis calculer
n(n+1)

Sa somime.

/—[Exercice 161 (Nature - *)} N

Soient a,b des constantes réelles. Déterminer la nature de la

série numérique Z (\/n +24+avn+1+ b\/ﬁ)

,—[Exercice 162 (Mines-Ponts 2018 (Sylvain R.) - *)]ﬁ

Soient a, b des constantes réelles. Déterminer la nature de la
série numérique Z (ln(n +2)+aln(n+1)+ bln(n)).

,—[Exercice 163 (IMT MP 2018 - *)} |
1. Enoncer et illustrer par un dessin I'inégalité des accroisse-
ments finis.
2. Démontrer que si f est C! sur [a,b], alors elle est lipscht-
zienne.
3. Montrer que pour tout £ € N*, on a :
1 1
—— <Iln(k+1)—In(k) < —
pr1 Skt =ln(k) <
s L 1
et en déduire un équivalent de S,, = T quand n — +o00.
k=1

/—[Exercice 164 (CCINP PSI 2021 (Lorine B.) - **)]ﬁ

Soit (an)nen une suite de réels positifs et (uy,)nen une suite
telle que up € RT et :

Uy +

u? + a?
Up4+1 = .

Vn € N, 5

1. Montrer que pour tout n € N, on a w11 — up < 7
2. Montrer que si Z ap, converge, alors (up)nen converge.

3. La réciproque est-elle vraie ?
n

n—+1

/—[Exercme 165 (Centrale PSI 2017 - **)]—

Nature de la série de terme général u,, =

Z 7t (—1)
k=1
/—[Exercice 166 (Centrale PC 2021 - **)]—

Soit ¢t un réel strictement positif.

On pourra considérer u,, =

1. Montrer que pour tout n € N*, équation z"+xt\/n—1 =0
admet une unique solution réelle positive, que 1’on notera
Un(t).

2. Montrer que la suite (u,(t))nen+ est convergente.

3. Etudier les séries Zun (t) et Z(—l)”un(t).

,—[Exercice 167 (Mines-Ponts 2022 (Hugo V.) - **)]—

Soit f : R} — R% une fonction & valeurs strictement posi-
tives.

1. Donner une condition nécessiare portant sur f pour que la

- (="
série
2 fy
Est-ce une condition suffisante 7
2. On suppose, en plus de la condition nécessaire trouvée a la

question précédente, que f est croissante < a partir d’'un
certain rang >.

converge.

+oo
Pour tout n > 1, justifer 'existence de u,, = Z
k=n
Préciser le signe et la limite de u,, quand n — +oc.

3. On suppose de plus que pour tout £ > 1, on a :
1 1 2

B T FkT) S FhA D)

(=D*
fk) -

Montrer que la série E Uy, converge.

,—[Exercice 168 (CCP PSI 2018 - **)} |

Soit (un)nen définie par la donnée de ug € R et par :

e Un

nr i

1. Quelle est la limite de la suite de terme général nu,, 7
2. Donner la nature de Zun et Z(—l)"un.

VneN, u,41 =

,—[Exercice 169 (ENTPE - *)} .
N 1/n
Déterminer lim <(2n)> .
n—+o0 \ nInm
,—EExercice 170 (*%)} N
Soit a € RT.
2
Déterminer la nature de Z Uy AVEC Uy = ( n) a”.
n
/—[Exercice 171 (IMT PC 2018 - *)} |

On pose ag =1, a1 =0 et apt2 = (n+ 1)(ant1 + an).

Qp - (_1)k
1. Montrer que P kz oo

(2%
lim
n—-+oo n'

,—[Exercwe 172 (Avec une intégrale - %*)]—

Vo € R, exznzzon!

2. Existence et calcul de

Dans cet exercice, on admet que

1 /¢ n
Soit a > 0. Pour n € N, on pose u, = — / (ln(t)) dt
n. Jq

1. Démontrer que la série de terme général u,, est convergente.

2. Pour n > 1, déterminer en fonction de n et a, une relation
liant u,et w,—1.

3. Calculer alors la somme de la série > u,,.
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/—[Exercice 173 (St Cyr PSI 2013 - *)} N

w/4
Pour n € N, on pose a,, = / tan” (t)dt.
0

1. Etudier la monotonie et la nature de la suite (ay)nen.
2. Calculer a,, + ap42.

3. Déterminer liI_|I_1 an. En déduire un équivalent de a,,.
n—-+0o0o

4. Quelle est la nature de Zan et de Z(—l)”an ?

/—[Exercice 174 (Comparaisons - #X#*)} N

Soit (an)nen une suite de réels strictement positifs telle que

an converge. Etudier la nature des séries suivantes :

ZanZa Z YV ApAp+1, Z

n>0 n>0 n>0

an

et Ap Qo -
14+ a, ;n "

"

,—[Exercice 179 (Terme général récurrent - %ﬁ)]—

Soit (un)n>0 la suite définie par ug €0, 1] donné et

Vn €N, Upp1 = Uy, — ul.

1. Montrer que cette suite converge et en donner sa limite.

2. Montrer que la série de terme général u2 converge et en
donner la somme.

3. Montrer que les séries de terme général respectif wu,, et
In(tpn41/u,) divergent.

,—[Exercice 180 (Centrale-Supélec PC 2014 - #*)]—

1. Montrer que la suite (uy,)nen définie par ug € [0,7] et
Up+1 = 1 — cos(uy,) tend vers 0.

2
2. Montrer que up+1 < —u,,.

3. En déduire la nature de Z U, -

J

,—[Exercice 175 (CCINP PSI 2019 - **)}

Soit (an)n>1 une suite de réels positifs.
a’n

(I4+a) - (1+apn)
1. Calculer uq + us. Généraliser.
2. Montrer que la série Z Uy, CONVErge.

Pour n € N*, on pose : u, =

400
1
3. Calculer Z uy, lorsque a,, = —.
n=1 \/ﬁ

" J

,—[Exercice 176 (ENSEA PSI 2023 (Baptiste G.) - *)}

1. Soit (2, )nen une suite réelle.

Pour n € N, on pose y, = pt1 — 2.

Montrer que (2, )nen €t Zyn ont méme nature.
2. Pour n € N*, on pose

nn"e " Upt1
un:fetvnzln(wr).

n! Up,

Montrer que la série Z v, converge.
3. En déduire qu’il existe C' > 0 tel que :
n n
n o~ Cvn (7) .
n—-4oo e

J

,—[Exercice 177 (TPE/EIVP 2018 (Axel C.B.) - :%::%)]ﬁ

Soit (tn)nen et (Un)nen deux suites réelles positives. Pour
tout n € N, on pose w,, = max(un, vy) et 2, = min(ty,, vy,).

1. Montrer I’équivalence entre les deux assertions suivantes.
(a) E Wy, converge.
(b) E Uy € E vp, convergent,.

2. Montrer que si E Uy, converge ou si E vy, converge, alors

E zn converge. La réciproque est-elle vraie ?

/—[Exercice 178 (Comparaisons - *#)}

1. Déterminer un équivalent de u,, = In(In(n+1)) —In(In(n)).

2. En déduire la nature de Z ﬁ
nln(n

n>2

,—[Exercice 181 (CCP PSI 2018 - *)} |

. . 2 7T
On définit la suite (uy)nen par la donnée de ug € }0, 5[ et
par Up+1 = sin(uy,).
1. Démontrer que la suite (uy)nen converge et déterminer sa
limite.
2. En calculant w, 41 — u,, montrer que Z uf’l converge.
3. Déterminer la nature de Zui (ou pourra s’intéresser a

In(wnt1) — In(uy,)).

/—[Exercice 182 (TPE PSI 2017 - **)}

Soit (un)nen la suite définie par ug € ]0, g} et Vn € N,
Upt1 = sin(uy,).

1. Montrer les équivalents suivants.

3 _ 2 Un
Un ™o 6(un —upt1) et ul et 61n <Un+1 ) .
2. Soit p € N.

Déterminer la nature de la série de terme général u?.

/—EExercice 183 (Une somme de série - *ﬁ#)]—
[

(2n)!
(2nn!)?’
1. Déterminer un équivalent de In(uy+1) —In(u, ). En déduire

que lim wu, =0.
n—+oo

De maniere analogue, montrer que

Pour n € N, on pose u,, =

lim nu, = 4o0.
n—-+oo

En déduire la nature de Zun Pouvait-on obtenir ce
résultat autrement ?
o T Vérifier que pour tout kK € N, on a :

2. On pose v= 4
n+
(2]{: + 4)'Uk+1 = (2]45 + 1)1)k.

3. En sommant ces égalités, exprimer E v en fonction de n

k=0
et de vp41.
+o0o m
4. En déduire la valeur de L
7;) n+1
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,—[Exercice 184 (CCP PSI 2017 - w)} |

1. Soit n € N*. Montrer que I'équation 2™ + x/n = 1 admet
une unique solution z,, dans [0, 1].

2. Déterminer la limite de la suite (2, )nen--

3. Déterminer la nature de la série de terme général z,,.

f—EExercice 185 (Produit de Cauchy - *)]—

En utilisant un produit de Cauchy, montrer que :
—+o0

(n+1)a" 9
Vx €] — 3,3, = .
v €l =33 nzzo 3" (3—1)?
f—[Exercice 186 (Produit de Cauchy - *)]—
+o0 2
On admet que nEZI Sz
Pour n € N*,| on pose u —E -

Montrer que la série E u, converge et calculer sa somme.

. J

f—[Exercice 187 (Produit de Cauchy divergent - **)]ﬁ

On considere deux séries numériques identiques Zun et
Zvn définies par

_1)n

Vn € N*, (=1 .
vn

1. Justifier la convergence de ces séries. Sont-elles absolument
convergentes 7

2. Démontrer que leur produit de Cauchy est une série
numérique grossierement divergente.

Up = Up =

" J

,—[Exercice 188 (Comportement de restes partiels - #)}

1
Pour n € N*, on pose u,, = W
1. Montrer que Zun converge.
= 25
2. On note R, = Z ug. Montrer que R,, < ﬂunﬂ.
k=n-+1
“+oo
3. En déduire la valeur de Z Uy, & 1073 pres.
n=1
,—[Exercice 189 (Comportement de restes partiels - #)}
400 1
Pour n € N*| on pose R,, = Z e
k=n-+1
En comparant a des intégrales, déterminer un équivalent de
.
,—[Exercice 190 (Centrale PSI 2017 - *)} N

Déterminer un équivalent quand n tend vers 400 de :

An:ifetB Zkz

k=1

,—[Exercice 191 (IMT PC 2019 - w)} |

n
Soient o > 0 et pour n € N*, S, = Zko‘.
k=1

Déterminer la nature de Z 5.

/—EExercme 192 (Série de restes partiels - %ﬁ)]—

(=D*
s

1. Justifier la convergence de la série numérique E

k>1
+oo
k=n+1
partiel d’ordre n associé a cette série convergente.

it k(k+1)

3. A l’aide du théoreme des séries alternées, démontrer que :
1)k 1

> 0. (%)

4. Que vaut R,, — R, 417

Déterminer un équivalent de R,,.

6. Quelle est la nature de Z R,.

n>1

/—[Exercme 193 (Mines-Ponts PC 2018 - %*)]—

Trouver un équivalent de R,, =

Pour n € N*, on note note R, =

2. Démontrer que R, + R,11 =

k=

A

lorsque n — +o00.

ko
\ k=n k J
,—[Exercice 194 (CCP PSI 2017 - *#)} N
too k+1
(-1
Pour tout n € N, on pose U,, = — .
’ RN

1. Montrer que la suite (U,)nen est bien définie et quelle
tend vers 0.
=
n

2. Montrer que la série de terme général V,, = U, est

convergente.
(=D" g~ (D
noio vk

Quelle est la nature de la série de terme général W, ?

3. Soit W,, =

1~ (—1)F+?
4. Déterminer la limite de X,, = — Z —
o vk
/—[Exercice 195 (Série alternée - **)} N
On pose a,, = Z(—l)k'*'l\/E.
k=0

1. La suite (ay)nen est-elle convergente ?
2. Démontrer qu’il existe £ € R tel que :

(o o) =

3. Montrer que ¢ est strictement positif.

lim
n—-+oo

4. Déterminer la nature de la série

an
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/—[Exercice 196 (Nature - *#)} \

Soit E u, une série a termes positifs, convergente.

i
Montrer que la série Z YT converge.
n
n>1
Indication : On pourra utiliser l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

J

/—[Exercice 197 (Théoréme du point ﬁxe)}—

Soit f : [a,b] — R une fonction contractante, c’est-a-dire
vérifiant :

3k €)0,1[, VY(z,y) € [a,b]?,
On suppose que f([a,b]) C
par

|f(z) = f(y)] < klz —yl.
[a,b] et on définit la suite (uy,)nen
uo € [a,b] et

VneN, u,p1= f(un)

1. Justifier que la fonction f est continue sur [a, b].
2. Montrer que la suite (uy,)nen converge.
On pourra étudier la série de terme général u, 1 — uy,.
3. Montrer enfin qu’il existe un unique z € [a,b] tel que

/(@) = a.

/—[Exercice 198 (Navale PSI 2017 - *#)} \

Soit f une fonction continue de R dans R. On suppose que f
est contractante (c’est-a-dire a-lipschitzienne avec a € [0, 1[).
Montrer que f admet un unique point fixe.

Que dire pour a =17

C’est ’execice prédédent sans question intermédiaire.

/—[Exercice 199 (Regle de Cauchy - **)} N

Soit Z u, une série a termes strictements positifs telle que :

lim ul/ =/
n——+oo

I eRT,
Montrer que :

1. si £ < 1 alors Zun converge.
2. si £ > 1 alors ZU” diverge.

ln(n)

Apphcatlon Déterminer la nature de Z ()’
n

,—[Exermce 200 (ENSAM PSI 2017 - **)]—

Soit (un)nen+ une suite a termes strictement positifs.
1 k2
S
k=1

n(n+1) -

On pose, pour tout n € N*,

1. Prouver I'inégalité :

n
n2an2uk.
k=1
1 > ~
Zuk.
k=1

2. Montrer que n < 2 (an — Qpy1 +

Un+1
3. En déduire que la convergence de la série de terme général

ch

1
— entraine celle de la série de terme général
Up

/—[Exercice 201 (CCP 2017 - **)} .
1
On pose pour tout n > 1, a,, = R i
1)(2 1
On rappelle que 12 + 22 + .-+ +n? = %

1. Montrer que la série de terme général a,, est convergente.

1

2. 0 tout n>1, Hy =S -
n pose pour tout n > ’; 5
nll)liloo Hs, — H,, = In(2).

3. Trouver a, b et ¢ tels que pour tout n > 1,

Montrer que

a + b i c
ap, = —
"Tn n4+1l 2n+1
+oo
4. En déduire la valeur de Z Ay,
n=1

,—[Exercice 202 (Centrale PSI 2017 - ***)]—

Soit f € CL(R*,R¥).

!
lim (@) =—
T——+00 f(x)

(i) Donner un exemple d’une telle fonction.

1. On suppose que

P 1
(ii) Etudier la suite <f(n+) (convergence et li-
f(n) neN
mite).
(iii) Etablir la convergence de Z f(n).
(@)

2. On suppose que lim =« avec a < 0.
x

8
(i) Donner un exemple d’une telle fonction.

(ii) Etudier la nature de Z f(n).
(iii) Pour 5 € R, étudier la nature de Zn’ﬁ f(n)

/—[Exercice 203 (Mines-Ponts PSI 2019 - **)]—

Soit f une fonction continue et décroissante de RT dans
RT. On consideére une suite de réels (r,),en strictement
décroissante, convergeant vers 1 et,pour tout n € N, on pose
iz €ERY — 1y . f(2).

1. Montrer que f (resp. f,) admet un unique point fixe [
(resp. I,).
2. Etudier la convergence de la suite (I,)nen-

8 J

,—[Exercice 204 (*#)}

Pour n € N* on pose u,, = Z \f —2/n.

1. Montrer que la suite (un)neN* converge. On note ¢ sa li-
mite.

2. En déduire un développement asymptotique de Z — en

7k
o (1).

L n—+oo

,—[Exercice 205 (Comparaison Séries/Intégrales - **)J—\

Déterminer la nature de la série de terme général :

= (Z lng(k)>
k=2
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f—[Exercice 206 (Comparaison Séries/Intégrales - **)]—\

/—[Exermce 211 (Mines-Ponts PC 2015 - ***)H

Déterminer un développement asymptotique de

" n(k
> B,

k=1

(D).

n—)Jroo

f—EExercice 207 (Centrale - ***)} \

Soit E uy, une série a termes positifs, convergente.

Montrer que Z ku,= o (n).

n——+oo
k=0

,—[Exercice 208 (CCP MP - **)} .

Soient (ay,)nen+ une suite réelle & termes strictement positifs.
mn

=3

k=0

On pose S,

1. On suppose que Zan converge. Quelle est la nature de

On définit une suite (U, )nen par Uy > 0 et Upyq = U, + U

ot (A,)nen est une suite positive donnée.
Montrer que la suite (Uy,)nen est bien définie et que si elle

converge alors la série g A,, converge.

r—[Exercice 212 (Equivalent - *#)} N

1. Justifier que pour x > 0, Z e™™T st convergente.
n>1

E e—n x

2. Déterminer un équivalent simple de f(x

lorsque x tend vers +oc0.

,—[Exercice 213 (Produit infini - %#)} .

Soit Z Uy, une série numérique a termes positifs convergente.
On définit la suite (p,)nen par

n

=] —w).

k=0

Vn € N, Pn

1. Montrer qu’il existe un entier ng € N tel que pour tout
ne€Nonait: n>ng = wu,<]I1.

2. Démontrer que la suite (p,)nen est convergente.

3. Montrer que si elle admet une limite nulle, alors au moins
I'un des termes de la suite (,)nen vaut 1.

/—[Exercice 214 (IMT 2022 (Raphaél D.) - ***)]ﬁ

2R g
S,
2. On suppose que Zan diverge.
an, 1 1
Montrer que Vn € N*, — - —.
4 $2 =51 S
s . n
En déduire la nature de Z S—%
3. On suppose toujours que Z a,, diverge.
Qn
Quelle est la nature de —7
25
,—[Exercice 209 (Mines-Ponts - **)} \

Soit g a, une série divergente a termes strictement positifs.

n
:E ag.

Déterminer la nature de la série E

On pose S,

n+1

n

f—[Exercice 210 (¢X¢¢X¢)J \

1. Soit Zun une série convergente. On note S, et R, sa

somme et son reste partiel d’ordre n. Montrer I’équivalence
suivante.
E U, S, converge < E u, R, converge .

2. Application : déterminer la nature de la série

5 o Sl

(1 Loy
= 2 3 n

Soit p > 2 un entier. On définit la suite (up)n>1 par :

1. .
— si n n’est pas un multiple de p
n

Up =

si n est pas un multiple p

Montrer que la série E u, converge et calculer sa somme.

/—[Exercice 215 (Centrale PC 2018 - ***)]—

Soit o une bijection de N* dans lui- méme
T L
n2

Quelle est la nature de Z Z

0(n)2
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Feuille 5

Révisions sur l'intégration

Extraits de rapports de jury :

e CCP 2017 : Les techniques de primitivation de fractions rationnelles du type

e CCP 2015 :

—5———— e sont pas maitrisées en général.
ar® +bxr +c

Les techniques de primitivation de fractions rationnelles ne semblent pas connues pour de nombreux candidats,

notamment lorsque la factorisation du dénominateur fait apparaitre un irréductible du second degré. Il en est de méme pour la
primitivation de fonctions du type R(cos(t),sin(t)) ot R est une fraction rationnelle. Ce dernier point est en relation avec un
manque de connaissance des formules usuelles de trigonométries. L utilisation efficace des nombres complexes n’est pas toujours

un réflexe pour ce type de situation.

e Centrale 2022 PSI : La recherche de primitives usuelles ne reléve pas toujours de calculs naturels pour les étudiants.

La formule de Taylor avec reste intégral mieux connue que les autres années pose néanmoins encore pour certains des difficultés.
Il serait sage de comprendre lefficacité de cette formule pour obtenir des résultats globaux (par exemple des inégalités).

e Centrale 2021 PSI : Le théoréme fondamental de l'analyse est souvent mal utilisé, quand il n’est pas completement hors-sujet
notamment dans le cadre d’une intégrale a parameétres. Rares sont les candidats qui savent dériver correctement une application

b(x)
de la forme x —
a(z)

e Centrale 2019 : [l faut faire preuve de rigueur lors de 'application d’un théoréme :

f@)dt, on a souvent droit ¢ x — f(b(x)) — f(a(z)) comme réponse, y compris lorsque a est constante !

il faut en citer et en vérifier toutes les

hypotheses. Au niveau des raisonnements, il faut bien distinguer les hypotheses, le résultat o démontrer et indiquer la méthode

employée pour y arriver.

,—[Exercice 216 (Intégration < a vue »- *)]—

Déterminer les primitives suivantes.

/erz2+1dw
/a;j_ldx
/tan(x)dac /ez cos(e”)dx

/—[Exercice 217 (Nature et calcul - *)} N

/sin(Zz + 1)dx

/sh(:c)ch(ac)dx

1
Nature et calcul de l'intégrale / zArctan®(z)dz.
0

/—EExercice 218 (Nature et calcul - *)} \

Nature et calcul de 'intégrale / cos(v/x)dz.
0

,—[Exercice 219 (Nature et calcul - *)}

2m
Nature et calcul de l'intégrale / e % sin’(x)dz.
0

\.

,—[Exercice 220 (Nature et calcul - *)}

dt
1+4et’

x
Nature et calcul de I'intégrale /
0

\.

/—[Exercice 221 (Nature et calcul - ’»‘%)}

dr.

1
Nature et calcul de I'intégrale / 3
o I°— 8

\.

/—[Exercice 222 (Nature et calcul - 3%)}

/4
Nature et calcul de l'intégrale / z(tan?(x) + tan*(x))dz.
0

\.

— Exercice 223 (Nature et calcul - #) |

1
Nature et calcul de 'intégrale / tIn(1 + t)dt.
0

\.

20



f—[Exercice 224 (Mines-Ponts PSI 2017 - **)]—

In(2) 1.2
Calculer 1 :/ Sh3($)
0 ch®(z)

f—[Exercice 225 (Calcul avec partie entiére - *)]—

Soient n, p deux entiers tels que 0 < n < p.

P
Apres avoir justifié son existence, calculer / E(x)dx.

,—[Exercice 226 (Intégrale avec max - *)]—

1
Pour z € R, calculer F(z) = / max(x, t)dt.
0

. J

f—[Exercice 227 (Fonction a dérivée périodique - *)]ﬁ

Soit f : R — R dérivable telle que f’ soit T-périodique. On
suppose que f(T') # 0.

1. Montrer que : Vn € N*, f(nT)—f((n—1)T)
2. En déduire que f n’est pas périodique.

,—[Exercice 228 (Limite d’intégrales - *)]—

Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C*.

Calculer lim / cos(nt) f(t)dt.

= f(T)—f(0).

/—[Exercice 234 (Limite d’intégrales - *)]—

1. Démontrer que pour tout ¢ € [0,7/2], on a

t3 t3 5
A sin(t)—t

2. En déduire la limite lim dt.

z—0t /. t4

/—[Exercice 235 (Mines-Ponts PC 2019 - ***)H

Déterminer un équivalent lorsque x tend vers 07 de :
3

x et
Fle)= /x2 Arcsin(t) dt

/—EExercice 236 (Formules de Taylor - *)]—

Soit f une fonction de classe C3 sur R.
, . . flx+3h)=3f(z+2h)+3f(z+h)
Déterminer lim

h—0 h3
On pourra utiliser une formule de Taylor.

~ f(@)

J

/—[Exercice 237 (Techniques de calcul - *)]—

/4
1. Montrer que /
0

In(cos(x))dx = /Oﬂ/iln (COS (% - x)) dz.

/4
2. En déduire la valeur de / In(1 4+ tan(z))dx
0

,—[Exercice 238 (Mines-Télécom PSI 2017 - *:&)]ﬁ

,—[Exercme 229 (Limite d’intégrales - *)]—

" cos(t)

Déterminer lim

n—+oo /.

14+t

" J

f—EExercice 230 (Limite d’intégrales - *)]—

Soit f : Rt — R continue. Déterminer lim — / f@)

z—0t T

"

f—[Exercice 231 (EIVP PSI 2016 - :%::%:)} .

cos t) &

Calculer hm /

,—[Exercice 232 (Limite d’intégrales - *)]—

1
Pour tout entier n € N, on pose u,, = / In(1 + ¢™)dt.
0

1. Calculer ug et uy.

2. Montrer que pour tout z > 0 on a 7 x <ln(l+z) <z

puis que (U, )nen tend vers 0.
3. Déterminer la nature de Zun et Z(—l)”un.

,—[Exercice 239 (TPE PSI 2017 - *)} |

n
n
Déterminer la limite, lorsque n tend vers +o0, de Z ﬁ CaA

/—[Exermce 240 (ENTPE-EIVP PC 2015)]—
1/n
Calculer hm = (H(n + k)) .

1. Montrer que pour tout = € [0,7/2] on a : /—[Exercice 241 (IMT PSI 2022 - *)} N
x? 2 zt 2n
— = <1l— "=+ = 1
1 5 = cos(z) < 9 T 4 Trouver un équivalent de u,, = Z —= en utilisant :
3a2 k=n-+1 \/E
a —_— . . . . ’
2. En déduire la limite suivante : lim Lzs(a:c)dx. (1) une comparaison série-intégrale,
a—0% x (ii) les sommes de Riemann.
,—[Exercice 233 (IMT PC 2018 - *)} . /—[Exercwe 242 (Limite de somme - **)]—
bx & 1
t s . . . _ -
Pour a,b € R%, calculer : lim wdt. Déterminer la limite de S, = Z L
=0 Jon t k=n
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,—[Exercice 243 (CCP MP - *#)} N

n

1
Trouver un équivalent de u,=» ——— quand n — +o0.
" kz:l (n + 2k)3

,—[Exercice 244 (Intégrale & paramétre - **)]—

Soit f : R — R une fonction dérivable strictement croissante
et bijective telle que f(0) = 0. On définit la fonction F' sur R
par

z f(@)
Vr e R, F(a:):/o f(t)dt+/0 fi)dt — xf (z).

La fonction F' est-elle dérivable ? En déduire une égalité.
Donner une interprétation géométrique du résultat.

f—[Exercice 245 (St Cyr MP 2018 - *)} \

Donner les variations de la fonction f définie par
2

flz) = /I In?(t)dt

et les limites aux bornes de son intervalle de définition.

" J

f—[Exercice 246 (Centrale PSI 2021 (Clément G.) - )

Soit f € CYHR*,R) tel que f(0) = 0 et telle que pour tout
x>0onait 0< f/(x) <1.
Montrer que pour tout = > 0 :

</Ox f(t)dt>2 > /Om f3(t)at.

,—[Exercice 247 (Intégrale & paramétre - **)]—

2
T et

—dt.
t

On considere la fonction H définie par H(z) = /

x
1. Démontrer que H(x) est bien défini si x > 0.
2. Montrer que H est dérivable sur ]0, +o0o[ et calculer H'(z).
3. Démontrer que pour x > 1 on a :

eIn(z) < H(z) < € In(x).
H(z)

lim .
r—r+00 X

4. En déduire lim H(z) et
r—r+00

f—EExercice 248 (Cesaro pour les intégrales - ***)]ﬁ

Soit f : [0,400o[—> R une fonction continue admettant une
limite finie a en +o0. Montrer que :

1 xT
lim — dt = a.
im /0 ft)ydt=a

T—+o0 I

/—[Exercice 249 (Mines-Ponts PSI 2019 - ***)%

Soit f : [0,1] — R de classe C2. Montrer que pour n € N*,
on a:

[ ()50 (2)

Indication : on pourra s’inspirer de la démonstration de la ma-
joration de [’erreur commise dans la méthode des rectangles
(cours d’info).
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Feuille 6

Intégrales impropres

Extraits de rapports de jury :

e CCINP 2022 : La manipulation d’équivalents, tres utile pour les convergences d’intégrales ou de séries, ne vient pas toujours a
Uesprit des candidats et trahit trop souvent la mauvaise compréhension de la notion : il ne suffit pas que deuz suites ou fonctions
aient le méme comportement vis-a-vis de la convergence de l'intégrale ou la série étudiée pour étre équivalentes.

Les comparaisons séries intégrales, et en particulier les conditions sous lesquelles on peut les mettre en ceuvre, sont rarement
bien maitrisées.

e Mines Telecom 2022 : Les théorémes importants sur les intégrales dépendantes d’un parameétre sont en général bien connus,
mais des difficultés techniques restent souvent insurmontables au niveau de la vérification des hypothéses. Par exemple la conver-
gence d’une intégrale qui résulte d’un prolongement par continuité de la fonction intégrée peut donner lieu a des complications
étonnantes, on retrouve la une lacune du cours de premiere année, a laquelle on peut ajouter des difficultés dans l'utilisation des
équivalents et des développements limités.

e Navale 2021 PSI : Les hypotheses d’étude de la convergence d’une série numérique ou d’une intégrale généralisée doivent
étre vérifiées, la condition de signe sur le terme général est trop souvent oubliée. La continuité d’une fonction que l’on souhaite
intégrer est régulierement oubliée, I’étude de l'intégrabilité ne se résume pas a une étude aux bornes!

e Centrale 2022 PSI : Pour étudier une intégrale impropre, les étudiants ne regardent souvent que les bornes sans se demander
au préalable sur quel domaine la fonction est continue ou continue par morceaux. L’étude d’une borne est souvent délicate
lorsqu’elle n’est ni 0 ni 4+o00.

e Centrale 2018 : La béte noire demeure lexpression t* selon que la variable soit © ou t. Rappelons que t — t2 et t — \/t
sont des exemples de ces fonctions quand t est la variable, alors que x — 2% est un exemple d’une telle fonction quand x est la
variable. Il faut savoir tracer, sans hésiter, les courbes représentatives de ces fonctions.

Pour étudier une intégrale impropre, les candidats ne regardent souvent que les bornes (méme si c’est inutile) sans d’abord se
demander ot la fonction est continue. En analyse, il est essentiel de comprendre la différence entre deux exercices : démontrer

—+o0
qu’une limite existe et démontrer qu’une limite existe et vaut £. Rappelons que l'on ne peut écrire les symboles lirf , / et
Tr—r+00 a

—+oo

E qu’apres avoir justifié leur existence (sauf exceptions précisées dans le programme : intégration par parties, changement de
k=0

variables).

1
e Mines-Ponts 2021 PSI : Les candidats doivent savoir que t — o n’est pas la seule fonction de comparaison pour décider

de la convergence d’une intégrale en +oo : il est parfois plus commode d’utiliser des majorants de la forme exp(—At) ot A > 0.
e Mines-Ponts 2019 : [] est plus judicieux de raisonner en termes de fonction intégrable et pas d’intégrale convergente lors
de l’emploi de théoréme de comparaison, surtout lorsque la fonction n’est pas clairement positive. Et la encore, l'utilisation de
valeurs absolues n’est pas toujours naturelle lorsque les fonctions ne sont pas positives.
e Mines-Ponts 2018 : La différence entre fonction intégrable et fonction dont l’intégrale converge n’est pas claire pour tous les
candidats.

Pour la convergence des intégrales généralisées, comme pour celle des séries, certains candidats invoquent a tort des magjorations
ou des équivalents sans avoir vérifié que les fonctions sont de signe positif. Et la encore, l'utilisation de valeurs absolues n’est
pas toujours naturelle.

Exercice 250 (Nature et calcul - %)} Exercice 251 (Nature et calcul - #%) |

dx
(2?2 + 2z +2)

+o0 1
1
Nature et calcul de l'intégrale / Nature et calcul de 'intégrale / — In(1 - z?)dz.
1 o T
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calculer 1.

f—[Exercice 261 (Mines-Ponts PSI 2019 - **)]—
7

+o0 d
Soit R. Calcul = .
oit y € alculer g(y) [m AT 271 1 257
f—EExercice 262 (Nature d’intégrale - ﬁ%)} \

+oo
Etudier la nature de l'intégrale / In(x)e *dx.
0

L’intégrale (\/364 +a224+1—z/a3 + ax) dx converge-

2
t-elle pour tout a € R?

“ J

/—[Exercice 274 (Nature d’intégrale - %)} N

+oo
Etudier la nature de I'intégrale / (x +1— 22+ 2zx)dz.
0

/—EExercice 275 (Nature d’intégrale - #)} N

Pour tout = dans R, on pose f(z) = cos(x?).

f—[Exercice 252 (Nature et calcul - %ﬁ)} N /—[Exercice 264 (Nature d’intégrale - *)} N
Nat t calcul de 'intégral o i) d Etudier la nature de Pintégrale /+O<> L dt
ature et calcul de l'intégrale — . s
T Veosa) o ch(t) — cos(t)
f—[Exercice 253 (Nature et calcul - *)} \ /—[Exercice 265 (Nature d’intégrale - *)} N
Y n(z) . oo 1
Nature et calcul de 'intégrale / dz. Etudier la nature de l'intégrale / sin (2> dt.
0o Vv 1—=x 0 i
f—EExercice 254 (Nature et calcul - *)} ) /—[Exercice 266 (Nature d’intégrale - *)} N
+oo +00
Nature et calcul de I'intégrale /0 ze Vidz. Etudier la nature de l'intégrale / ln(lljt;/i) dt.
0
) . _ w 7\ J
,—[Exercwe 255 (Nature et calcul *)J ) /—[Exercice 267 (Nature d’intégrale - *)} ~
+°° Arctan(z) 1
S p tin(t 1
Nature et calcul de 'intégrale /1 > dx. Brmeer I e dk Patfemls / n2( ) + dt.
L ) 0 t + 2
Exercice 256 (CCP PSI 2017 - #:) | - ’
,—[ +C(>o 5 )J /—EExercice 268 (Nature d’intégrale - #)} N
1 us
On admet que — = —. , +0 4
b 2_:1 n? 6 Etudier la nature de 'intégrale / ER() dx.
" 2X +1 o T
1. Décomposer en éléments simples m N y,
1 1 /—[Exercice 269 (Nature d’intégrale - *)} ~
2. Justifier 'existence et calculer I = / tE (t) dt. +o00
0 Etudier la nature de Iintégrale / e~ @) gy
\ J 0
f—[Exercice 257 (CCP PC 2017 - *#)} - ’
/—EExercice 270 (Nature d’intégrale - ¢1(¢)W N
oo u — |ul =1 J
Montrer que / ———du=1- lim Z T~ In(n) | . . o Uln(z)
1 u = \\ 5= Etudier la nature de I'intégrale N dz.
A J 0 &
,—[Exercice 258 (ENTPE-EIVP PC 2015 - *)]— ) S ’
/—[Exercice 271 (Nature d’intégrale - *)J N
teo x — Arctan(z)
Convergence et calcul de 1 = = 5 2. o . TES 1+ 22
1 x(1+ 2?)Arctan(z) Etudier la nature de l'intégrale / In o] dz.
N ) 1 xr< —
,—[Exercice 259 (CCP PC 2010 - ) | - ’
) : ,—[Exercice 272 (CCP PSI 2018 - *)} |
Convergence et calcul de [ = In{1+4 = )dt. 4
2 . g . dt
0 Déterminer la nature de I'intégrale [ = —_—.
\ , . T(in(0)
/—[Exercice 260 (CCINP PC 2019 - :%)} N J
+oo Exercice 273 (IMT PC 2018, PSI 2021 (Clément G.) - #:)
. S z In(z) . ’
Montrer I'existence de l'intégrale I = mdx puis oo
0 X

f—[Exercice 263 (Nature d’intégrale - *)} v | 1. Montrer que f n’admet pas de limite en +o0.
—+o0
+o0
a 1
Etudier la nature de l'intégrale ——dx. & Wil G / f(z)dz est convergente.
o Vz(l+uz) g
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,—[Exercice 276 (ENTPE-EIVP PSI 2014 - *)]—

Discuter en fonction de o € R, la nature de 'intégrale :

teo ] —In(l—e~®
[ 0= oy,
0 T
/—[Exercice 277 (ICNA PC 2017 - *)} .

Déterminer, suivant o € R, la nature de 'intégrale :

+oo
I(a) = / %1 — e~ YV dz.
0

/—[Exercice 285 (Techniques de calcul - *)]—

Montrer que les intégrales impropres suivantes convergent et
prouver qu’elles sont égales.

1 1 1—e 7
Iz/ —e “In(z)dr et J:/ dz.
0 0

x

/—[Exermce 286 (Techniques de calcul - #)]—

Onnote]-/ ! d:c et J= / —dx.
o l+u 0 1—|—:c4

\ J | 1. Justifier I'existence de ces intégrales et montrer qu’elles
. N ) sont égales.
f—[Exermce 278 (Nature d’intégrale - ) ) ) | 2. A laide du changement de variable v = x — 1/z, calculer
oo N too g I+J
Etudier la nature de l'intégrale /0 T md:c. 3. En déduire les valeurs de I et J.
,—[Exercice 279 (Nature d’intégrale - *)} | ,—[Exercme 287 (IMT PSI 2019 (Davy L.) - *)jﬁ
Discuter la nat ede/1 du en fonction de o, f € R Justifier Iexist de I = / dr t t
scuter natur — 7 €l Nncrion (o' . ustifier 'existence de = ————— €U montrer
0 (1 —x)8 1 (2—22)V1 —2a?
N J /2 dt
w que = 2/ P
f—[Exercice 280 (Nature d’intégrale - #Xf)) N 0o 2-—sin*(t)
énoncé incomplet
Discuter en fonction de o € R, la nature de I'intégrale L )
+oo 1—
/ cizs(x)d /—EExercice 288 (Intégrabilité - *)} N
0 x
L ) | Etudier I'intégrabilité des fonctions suivantes sur les inter-

f—[Exercice 281 (Mines-Ponts PSI 2018 et 2019 - **%ﬁ)}

- 1) .

sinz(t)

—+o0
Soit o > 0. Etudier la convergence de / (e =
0

,—[Exercice 282 (CCP PSI 2016 - *)} |
Etudier la nature des intégrales :
+oo sin(t) +o0 1
1 :/ dt et J :/ sin(t) sin <> dt.
1 t 0 t
,—[Exercice 283 (IMT PSI 2021 - **)} .
Justifier Iexistence puis calculer Iintégrale

+oo 1
/ (1 — tArctan ()) dt.
0 t

"

f—[Exercice 284 (ENSEA PSI 2021 et 2022 - *)]ﬁ

/2
1. Justifier Pexistence des intégrales I = / In(cos(t))dt et
0

/2

valles indiqués.

= w sur |0,1
S
fo(z) = " n(z) sur 10, 1]
fa(x) = 1 — Ch( ) sur 0, +oo|
fa(z) = % sur |0, 1]
,—[Exercice 289 (Intégrabilité - %:)} .

Etudier 'intégrabilité des fonctions suivantes sur les inter-
valles indiqués.
V2 +z+1—Va2 —x+1

filz) = sur [1, +oo|
fa(z) = Lne) sur [1, +0o0]

Vad 4+ ’
f3(z) = 7\/1% sur ]0,1]

/—[Exercice 290 (Mines-Ponts PSI 2019 - **)]—

Soit & € [0,1] et f : [0, +oo[—>

10, +00[ continue par mor-

J = In(sin(¢))dt et trouver une relation entre I et J. ceaux et telle que :
0
2. En calculant I + J, montrer que : . fl+1)
I:J:—”h;@). wotoo flz)
Montrer que f est intégrable sur [0, +o00].
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,—[Exercice 291 (Mines-Ponts MP 2018 - *%ﬁ)]—

Une fonction f : RT —— R continue et intégrable sur RT
a-t-elle pour limite 0 en 400 ?

,—[Exercme 292 (Limite d’intégrales - *)]—

Pour n € N, on définit I,, = /
0 1—=x
Démontrer que I,, est bien définie pour tout entier n € N et

déterminer lim I,.
n—-+oo

,—[Exercice 293 (IMT 2022 (Mathilde P.) - %)]—

1
— | dt.
+ nt)

r—[Exercice 294 (Equivalent d’intégrales - **)]—

+oo -z
e
Pour n € N*, on pose I,, = / dx.
0

sin(mz)dz.

—+oo
n
Pour n € N*, on pose I, = —In (1
" 0 \/{f

1. Montrer la convergence de I,
2. Déterminer lim I,,.
n—-+4oo

r+n

Montrer que lilf I, =0,puisque I,, ~ —.
n—-+oo n

Montrer que ¢t — est intégrable sur ]0, 1].

2 arctan?(t)

1
En déduire un équivalent de /

———dt quand = — 0.
» arctan?(t) 4

,—[Exercice 296 (IMT PC 2018 - **)} .
T/2 t
On veut montrer que / smt( )dt = g
0

Pour n € N, on pose :

/2 o w/2
I = / sin((2n + 1)t) dt ot J, = /
0 0

sin((2n + 1)t)
) dt

t
1. Montrer que [,, = g On pourra calculer I,, — I,, 1.

2. Montrer que si ¢ est C sur [0, g} alors :

/—[Exercice 298 (Centrale PC 2019 - **)]—

Soient @ > 0, o > 0 et f € C(R,R). Pour)\E]R on pose :
_ [T f()
I\ = ———Zdtet Gy :x+— )\ f&)de.

1. Montrer que I existe pour au plus une valeur de \.

Montrer que si G est bornée alors I est convergente.

3. Montrer que I converge pour une unique valeur de A que
lon précisera.

3

T cos?(t
4. Donner un équivalent de / %dt lorsque © — +o00.
1

\.

/—[Exercice 299 (ENSEA et Mines-Ponts PSI 2019 - **)]

sin(t)
t
+oo
On note F(z) = / m;#dt.

1. Donner le domaine de définition de F' et calculer sa
dérivée.

+o00
On rappelle que / —=dt = g (intégrale convergente).
0

2. Montrer qu’au voisinage de 400, on a :

cos(z) 1
+ o = Il &
x? z—4oo \ x2

sin(t) —t
2

F(z) =
3. Montrer que g : t — est prolongeable par
continuité sur [0, 1].
4. Déterminer un équivalent simple de F' en 0.

5. Montrer que F est intégrable sur 0,400 et calculer

—+o0
/ Ft)dt.
L 0
,—[Exercice 300 (Centrale PSI 2018 - ***)%

—+o0

1. Montrer la convergence de

1
2. Soient a, 8 des réels strictement positifs.
Montrer la convergence de I'intégrale suivante et la calcu-

" e [ e ot
A 0 u J
/—[Exercice 301 (Centrale PC 2022 - ***)]—
Soit f : [0,4+00o[—> R une fonction continue admettant une

limite finie ¢ en +oco.

Existence et calcul de dxr ou a et b sont

/+°° flaz) — f(br)

des réels strictement positifs.

\.

/2
li 2n + 1)t)dt =
" @(t)sin((2n + 1)t)dt = 0
3. Conclure.
,—[Exercice 297 (Centrale PC 2021 - #ﬁé*)} N
Soit a > 1.
et
Pour tout n € N*, on pose I, (a) = / —_—.
o (L4t)n

1. Justifier 'existence de I (c).
2. Soit n € N*. Etablir une relation entre I,,(«) et I, 11 ().
Exprimer I,,(«) en fonction de o, n et I1(«).

/—EExercice 302 (CCP MP 2019 - **)} .

/2
Pour n € N on pose u,, = / cos?"(z)dx.
0

1. Pour n € N, trouver une relation entre u,, et w,41.
2. Pour n € N exprimer u,, en fonction de n puis montrer que

Z u, diverge.

3. Déterminer la limite de la suite (I,,(a))nen- +oo gy
4. Montrer qu’il existe un réel K(«) strictement positif tel 3. Pour n € N justifier Pexistence de v, = / a+eyr
. 0
que - I K(«) 4. Pour n € N, trouver une relation entre v, 1 et u, et ex-
n( n—too pi/a primer v,, en fonction de n.
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,—[Exercice 303 (CCINP PSI 2022 (Loic D.) - **)]ﬁ

oo
1. Justifier que / e~ dt converge.
0

VT

+o0 5
On rappelle que / e dt = 5

0 o
(=1) / et dt.

n

2. On pose u,, =

Déterminer la nature de la série E Uy -
3. En déduire la nature de la série de terme général

1
By = (—1)”/ e " dt.
0

,—[Exercice 304 (IMT PSI 2022 - %:)} |

1. Justifier la convergence des intégrales

1L -9 400 :
/ %dx et de / %dx.
0 1

x x
2. On pose, pour n € N* :

+oo : +oo _:
a, = / e dr et b, = / Sm(w)dac.

3
- x x

us

=D _ 2b,,.

nm
3. Montrer la convergence de la série de terme général a,,.

Montrer que, pour n € N*, a,, =

J

,—[Exercice 305 (CCINP PSI 2023 (Franck-A. E.) - %)

+oo
On considere la fonction f définie par f(x) = / tTe~tdt.
0

1. Montrer que f est définie et continue sur [0, +ool.
2. Montrer que pour tout > 1 on a f(z) =z f(z — 1).
xr

In(f(u))du.

rz—1

3. Pour z > 1, on pose p(z) =

Montrer que ¢ est dérivable sur [1,+o0[ et calculer
¢ ().

En déduire la limite de ¢ en +oc.

(=n"

p(n)

Déterminer enfin la nature de Z

J

,—[Exercice 306 (ICNA PSI 2018 - *)} .

1. Déterminer l’er}rsemble de définition de la fonction F' définie
> In(t
par F(:E):/ n(t) dt
0

x2 + 12
2. Calculer F'(1) (on pourra poser u = 1/t).
3. En déduire 'expression de F(x).

,—[Exercice 307 (ENSAM PSI 2017 - w)]—

1 n
On pose, pour tout n € N, a,, = —/ t*In(?) dt.
o t+1

1. Montrer que la suite (a,)nen est bien définie.

2. Déterminer la limite de cette suite.

3. Calculer a,, + an41 et en déduire un équivalent de a,, (uti-

liser des encadrements).
4. Prouver la convergence et calculer la somme des séries

Z(—l)”an et Z .-

/—[Exercice 308 (Centrale PSI 2018 - **#)]—

+oo 1
1. Déterminer la nature de Mdm.
1 T
1
2. En déduire celle de Z M.
n

/—[Exercice 309 (Mines-Ponts PC 2021 - *ﬁ*)]—

1
dt
Pour = > 0, on pose f(x) = .
pose f(z) /O PR
1. Montrer que f est définie et continue sur ]0, +o00].
2. Déterminer la limite et un équivalent de f en +ooc.
3. Déterminer la limite et un équivalent de f en 0.

/—[Exercice 310 (CCINP PSI 2022 - *)}

nt

+oo e
On pose, pour tout n € N*, I, = /0 Wdt.

1. Montrer que I,, est bien définie pour tout n € N*.

n—1
2. Montrer que, pour tout n > 2, I,, = o 4+ —1, 1.
n
3. Posons J,, = nl,. Donner une relation de récurrence

vérifiée par (Jy,)nen+-
n

4. Calculer J; puis établir pour tout n € N* : J, = Z
k=1

1 1
5. Montrer que [,, = — <1 — 2) en déduire la limite de
n n
(In)nEN*~

,—EExercice 311 (Mines-Ponts PC 2021- *#)]—
+oo

Pour n € N | soit [, =

1
27]6.

Arctan(nz)e™™" da.

lim I7,,.
n—-+4oo

,—[Exercice 312 (Intégrale a parameétre - **)]—

Pour z > 0 on pose :

! 6712(1+t2) x 2
g(x) :/ —————dt et h(x) :/ e~ " dt.
0 0

0
Justifier 'existence de I,, et déterminer

1+¢t2

1. Montrer que g et h sont de classe C' sur R, et calculer
leurs dérivées.

2. Vérifier que g + h? est constante, et déterminer cette

constante.

Montrer que Vo > 0 on a 0 < g(z) < P

4. En déduire la convergence et la valeur de l'intégrale

“+oo e
e " dt.
0

/—[Exercice 313 (IMT PC 2018 - **)}

2

2 —\/t
On considere la fonction f définie par f(x) = / € ; dt.

. Montrer que f est bien définie sur ]0, +o0].
. Montrer que f est de classe C! sur ]0, +-o0| et calculer f/(z).
. Déterminer lim f(z) et lim f(z).

z—0t T—+00

= W N

. La fonction f est-elle intégrable sur ]0, 400 ?
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f—[Exercice 314 (Centrale PSI 2018 (Loic M.) - *)]ﬁ

x ta—l

dt.
t+1

Pour z > 0, on pose I(a,x) = /
0 a—1
t+1
2. Déterminer le domaine de définition de a — I(a,x).
3. Pour z > 0, l'application a — I(a,z) est-elle de classe
e

Si oui, exprimer sa dérivée.

1. Déterminer le domaine de définition de ¢ —

énoncé incomplet

/—EExermce 315 (Mines-Ponts PC 2021 - ﬁ*)]—

Soit f:x r—)/ sin(at) ert

1. Montrer que f est définie et continue sur R.
2. Montrer que fest de classe C' sur R.
3. En déduire une expression de f(x) sans symbole intégrale.

/—[Exercice 316 (Mines-Ponts PC 2021 - **(*))]ﬁ

+
t
Calculer / SH;( )dt en étudiant la fonction :
0

+oo ;
t
F:x '—>/ e*wt&()dt.
0

t

J

,—[Exercice 317 (TPE PSI 2019 (Gabriel P.) - **)]ﬁ

oo tArctan(t)
On pOSG I = A m

1. Etablir la convergence de I.
* tArctan(t)
17z (1+1%)?
Justifier que F est de classe C*° sur |0, +-00] et calculer F”.
3. En déduire I.

2. Soit F': x —

"

/—[Exercice 320 (CCP PSI 2018 et 2021- *)]—

400
1. Montrer que f(t) = / e cos(2xt)dx est définie sur
0
R.
2. Montrer que f est de classe C' sur R et exprimer f’.

+oo
3. On donne VT

2
e Vdu=-~—.
0 2
Exprimer f a ’aide des fonctions usuelles.

\.

/—[Exercice 321 (CCP PC 2015)}

1. Déterminer ’ensemble de définition Dg de la fonction F'
+oo  —xt
e
définie par F(z) = /
0
2. Montrer que F est continue sur Dp.

——dt
14 ¢2
3. Calculer F(0) et déterminer lim F(x).

—+o0

1. Soit f définie par f(z) = /O b

Montrer que f est de classe C? sur ]0, +oo].
2. Trouver un équivalent de f en +oo, puis en 0F.

/—EExercice 323 (Mines-Ponts PSI 2018 - **)]—

o ev.mt —1
Justifier I'existence de T'(z) = /
0

e tdt et la cal-

culer.

\.

,—[Exercice 324 (ENSAM PSI 2018 (Loic M.) - **)]ﬁ

On considere la fonction F' définie par :

,—[Exercice 318 (CCINP PC 2021, PSI 2023 (Baptiste G.

+oo 1— —xt?
Fz) = / .
0 t
+oo N
On donne / e Vdt = ?
0

Tl

141

1. Montrer que F' est définie sur R .

2. Montrer que F' est positive et décroissante. Déterminer sa
limite en +oc.

3. Montrer que F est de classe C! sur R% . Déterminer I'ex-
pression de F(z) — F'(x) pour z > 0 et en déduire que F
est de classe C*° sur R .

dt.

Soit F': mn—)/

+oo
4. Montrer que, pour z > 0, F(z) = ez/ ert.
En déduire limite et équivalent de F' en 0.
,—[Exercice 319 (IMT MP 2018 - *ﬁ#)} .

1. Déterminer le domaine de déﬁni%ion et la monotonie de la
t* —1
fonction f définie par f(x) = /
o 1+¢
2. Calculer f(z + 1) + f(z).

Donner un équivalent de f en —17F et la limite en +oco.
4. Que vaut f(0)? Déterminer un équivalent de f en 0.

&

1. Déterminer le domaine de définition de F.
2. La fonction F est-elle dérivable sur |0, +oo] ?
3. Expliciter F(z).

/—[Exercice 325 (Intégrale & paramétre - *#)]—

+o0 1—
Soit f définie par f(x) :/ Me_tdt.
0

t2

1. Démontrer que f est définie et de classe C? sur R.
Etudier la parité de f.
2. Calculer f(z) pour tout réel z.

\.

/—[Exercice 326 (CCP PSI 2017 - *)}

1. Montrer que le domaine de définition de la fonction g

1

In(1 t

définie par g(x) = / Mdt contient | — 1, 1].
0

2. Montrer que g est de classe C! sur | —1,1] et calculer ¢/(z)

(par deux méthodes différentes).
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,—[Exercice 327 (Intégrale & parametre - ﬁ#)]—

1zt
On considere la fonction f définie par : f(z) = / < _at.
0

1+1¢

*—1
1.SOit(pZ$ER*'—>6 .

Prolonger la fonctionch en 0 et vérifier que la fonction ob-
tenue est de classe C! sur R.

2. Démontrer que f est de classe C! sur R est qu’elle vérifie
I’équation différentielle suivante.

Ve eR,  fl(z) + f(z) = ¢(z).
3. Calculer f(0) et en déduire que pour tout € R, on a :

flx)=e" (/Om et t_ 1dt+ln(2)) .

/—[Exercwe 328 (Mines-Ponts MP 2017 - **)]—

. Déterminer le domaine de définition de la fonction f

donnée par :
oo In(2? + t2)
= dt-
f(@) /0 1+¢t2

2. Montrer que f est dérivable sur |0, +o00[ et calculer f’ sur
cet intervalle.
3. Calculer f.

,—[Exercice 329 (CCP PSI 2017 - :%::%:)} .
+oo teftm
Soit f:x+—— dt.
1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Déterminer la limite de f en +oo.

3. Dans toute la suite de I’exercice, on suppose z > 0.
Calculer f(z — 1) — f(z). En déduire une écriture de f(z)
sous forme d’une somme de série.

4. 5/2 Par quelle autre méthode peut-on retrouver ce
résultat ?

/—[Exercice 330 (Mines-Télécom PSI 2017 - *)]—

Montrer que la fonction z — f(z) = / Wil)tdt
0 ln( )

définie sur D =] — 1, +o0|, qu’elle est de classe C' sur D et en
trouver une expression simple.

/—[Exermce 331 (ENSAM PSI 2017 - ﬁ#*)]—

. Montrer que f, donnée par f(x) :/ T
1
nue et décroissante sur ]0, +oo[. Calculer f(1).
2. Montrer que Vz > 0, f(z+ 1)+ f(z) =

équivalent de f en 0.
3. Trouver la limite et un équivalent de f en +oo.

— et trouver un
T

,—[Exercice 332 (EIVP PC 2017 - **)} .

s

Soit f définie par f(x) :/ cos(x sin(#))dé.

0
Montrer que f est de classe C? sur R et qu’elle est solution de
I'équation différentielle suivante.

xy”" +y +xy=0.

/—[Exercice 333 (Mines-Ponts PC 2017, CCINP PSI 2022 - 3

1. Déterminer I’ensemble de définition D de F' donnée par :

[+ Arctan(xt)
F(z) = /0 mdt.

2. Montrer que F est de classe C* sur D et calculer explicite-

ment F’(z).
On pourra chercher des réels a et b tels que :
1 o« b
(1 +2)(1 +z22) 142 T ree

3. Calculer F sur D. )
° ( Arctan(t
4. Montrer que / (rc ?n( )> dt converge et calculer
0

sa valeur.

,—EExercice 334 (Mines-Ponts PSI 2017 - ***)]ﬁ

+ e—tIQ
1. Montrer que f(z) = /

0
C! sur )0, +oo.

dt est définie et de classe

Vi +t

2. Déterminer la limite et un équivalent de f en +ooc.

/—[Exercice 335 (Propriétés qualitatives - ﬁ#**)]—

Soit f : [0, +00[— R une fonction de classe C*.
Montrer que, si f2 et f’? sont intégrables sur [0, +oco, alors

lim f(z) =0.

r—+00

r—[Exercice 336 (Equivalent - **#)} \

+oo
On pose f(z) :/ Arctan(t)e” " dt.
0

1. Déterminer I’ensemble de définition D de f.
2. Montrer que f est de classe C! sur D.
3. Démontrer que pour tout > 0, on a :

1 “+oo e—act
f@) =7 /0 Tt

4. En déduire un équivalent de f en 0.

1. Justifier la convergence de

0
2. Soit f une application continue de R dans C telle qu’il
existe un réel C' > 0 tel que :

tout t € R, |f(2)| < .
pour tou O < g

Justifier 'existence, pour tout h > 0, de
“+oo
h)=hY_ f(nh).
n=0
3. On fixe h > 0 et I'on considere ¢y, : RT — C définie par
t oo
on( < ) . Montrer que S(h) = / wnp(t)dt.
0

h
+oo
4. Montrer que S(h) tend vers / f(t)dt quand h — 0.
0
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Feuille 7

Révisions d’algebre linéaire

Extraits de rapports de jury :

CCINP 2022 PSI : La compréhension de la nature des objets est au ceeur des enjeux du programme. Une application linéaire
sur un espace vectoriel de matrices ou de polynomes peut rapidement déstabiliser la majorité des candidats.

La compréhension de la notion d’espaces supplémentaires (voire supplémentaires orthogonauz) est souvent fragile. Un nombre
significatif de candidats s’arréte a la somme directe.

CCINP 2019 PSI : La diagonalisation d’une matrice carrée est maitrisée mais le lien entre matrice et application linéaire
pose toujours des difficultés. La définition de la matrice d’une application linéaire dans une base donnée n’est pas suffisamment
assimilée. Il en résulte des difficultés avec les exercices du type < montrer qu’il existe une base dans laquelle la matrice de f
est... >.

CCP 2015 : La notion de somme directe de sous-espaces vectoriels n’est pas bien maitrisée.

ex-ENSAM 2018 : Des candidats ne font pas attention a la nature des objets mathématiques manipulés : la dimension d’un
endomorphisme n’a pas de sens, de méme que la transposée d’un produit scalaire ou la dérivée d’un réel.

Des questions a propos de ’égalité Ker(f)®Im(f) = E aménent souvent a de grosses erreurs. Notamment les candidats devraient
bien comprendre que cette propriété est fondamentale dans l’étude des projecteurs et qu’en régle générale, seul le théoréeme du
rang est vrai.

Centrale 2022 PSI : [ ne faut pas confondre somme directe et supplémentaire et il convient de maitriser la définition de
Ey® Ey®- - - Ey, souvent utilisée mais rarement comprise. Il est bon d’avoir a ’esprit I’hypotheése et la conclusion : en traduisant
correctement l'une et l'autre, il n’y a parfois qu’un pas pour conclure.

Centrale 2019 : [l ne faut pas confondre somme directe et supplémentaire et maitriser la définition de E1 & Es @ --- @ E,
souvent utilisée mais rarement comprise.

Centrale 2018 : L’objectif du programme de deuxieme année est d’aborder le cas des matrices semblables. Mais, il est indis-
pensable de comprendre le lien entre un endomorphisme et la matrice qui le représente dans une base. Pour cela, on ne peut pas

n
se contenter d’un dessin, il faut savoir écrire la formule définissant la matrice f(e;) = E a;j j€;.
i=1

Centrale 2017 : Les projections sont mal connues et obtenir une définition correcte d’une projection et un dessin pour illustrer
ce type d’application est devenu bien difficile.

Mines-Ponts 2019 : Les exercices d’algébre linéaire abordable en premiére année sur les noyaux et images d’endomorphismes
peuvent poser probleme. Il est souvent plus rapide de prouver qu’une application est linéaire par composée d’applications linéaires
que de revenir a la définition. La notion de sous-espace stable et endomorphisme induit n’est pas toujours maitrisée. Globalement
le cours d’algebre linéaire de PSI est su, mais manque de recul.

Mines-Ponts 2018 : En algebre linéaire, trop de candidats ont beaucoup de mal a construire une base adaptée a un probleme.
En particulier, la traduction matricielle de l’existence d’un sous-espace stable par un endomorphisme est mal maitrisée.

/—{Exercice 338 (Espaces vectoriels - ﬁ#)\} ,—{/Exercice 339 (Espaces vectoriels - *)}

Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels ? Justi- Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels ? Justi-

FE
E
Es

er. fier.

1 ={(a—b,3b+a,—a) € C3, (a,b) € C?} By = {(un)nen € F(N,R), (un)nen converge}

s ={(z,y,2) €R3, (x—1)=(y+2)} By = {(un)nen € F(N,R), (un)nen est géométrique }
{(z,y,2) €R3, 22 + 42 + 22 < 4} E5 = {(un)nen € F(N,R), (un)nen est décroissante }
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/—[Exercice 340 (Espaces vectoriels - :%5)} N

Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels ? Justi-
P/(X)+iP(X

fier.

E, ={P e C[X], ) =0}
E; ={f € C(R,R), f est paire }

E3 = {(un)neny € F(N,R), u, = L0

o_(m(n)}

/—[Exercice 341 (Espaces vectoriels - ﬁ#*)]—

Montrer que ’ensemble des applications lipschitziennes de R
dans R est un espace vectoriel muni des lois usuelles.

/—[Exercice 342 (Sous-espaces vectoriels - **)]—

Soient A, B, C trois sous-espaces vectoriels d’un espace vec-
toriel F tels que :

A+BCA+C, ANBCANC et CC B.
Montrer que B = C.

,—[Exercice 346 (Familles libres ou liées - *)]—

Les familles suivantes sont-elles libres ou liées 7 Justifier.
Dans R[X]: F; = (2, 3+2X, 4— X2 5X3).
Dans R[X]: Fo=(X?2+X+1, 3X%2+2X +1, X2-1).

/—EExercice 347 (Familles libres ou liées - *)]—

Les familles suivantes sont-elles libres ou liées ? Justifier.
Dans R[X]: F; = (X2 —-3X,4X — 1, X* - 9X, X9).
Dans R[X]: Fo = (X?(X — 1), X(X — 1), X3).

/—[Exercice 343 (Espaces vectoriels - *)} N

On désigne par E l'ensemble des suites complexes bornées.
Cest-a-dire :

E={(un)nen | IM >0, Yn e N, |u,| < M}.

Pour tout n € N et pour toute suite u = (uy)nen, On pose :
n

u) = Z U
k=0

On note F' I'ensemble des suites complexes u = (uy,)nen pour
lesquelles la série Z |t | converge.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de l’espace
suites complexes.
2. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de F.

/—[Exercice 344 (Familles libres ou liées - #)]—

Les familles suivantes sont-elles libres ou liées ? Justifier.

0 -1 7
Dans R3 : F| = 1], 2 .| 1
2 3 0
Dans R : F, = -1 |, -1 ], 1
1 3 -1
Dans R* : F3 = (uy, ug,u3, ug) avec
u; = (1,1,0,0),ue = (1,m, 1,0),

U3z = (1707ma 1)’“4 = (17Oa0am)'

On discutera suivant les valeurs de m.

/—[Exercice 345 (Familles libres ou liées - #)]—

Les familles suivantes sont-elles libres ou liées 7 Justifier.

1 2 1
Dans R?: F; = 1], -4 ], -1

—3 —il —il

1 =l 1 2
Dans R?: Fy = 0 1, 4 1, 31,1 1

3 2 -1 0

\.

,—[Exercice 348 (Base - *)}

1. Montrer que les polynémes

Pi(X) = (X -1’ P(X) = X?, P3(X) = (X + 1)

forment une base de Ry[X]
2. Déterminer les coordonnées de R(X) = X2 — X + 6 dans
cette base.

,—[Exercice 349 (Familles libres ou liées - *)]—

Les familles suivantes sont-elles libres ou liées ? Justifier.
Dans C(R,R) :
={f:z—1,g:x—a3+1, h:zw— |23}

Dans C(R,R) :

Fo={f:xwsin(z), g:z > cos(z), h:z~— sin(2z)}.
Dans C(R,R) :
Fs={f: x> sin(z+a), g: x > sin(x+db), h: x + sin(z+c)}.

,—[Exercice 350 (Familles génératrices - *)]—

Dans E = R3, montrer ’égalité
vect{(2,1,-1),(1,2,0)} = vect{(0,3,1), (1,—1,—-1)}.

f—[Exercme 351 (Mines-Ponts PSI 2018 - ***)]ﬁ

Soient P € R[X] un polynéme de degré n € N* et (ao, . .., an)
un n—uplet de réels tous distincts.
Montrer que B = (P(X + ag),. .-,
de R, [X].

8 J

P(X + ay)) est une base

,—[Exercice 352 (Recherche de base - *)}

Déterminer une base de chacun des espaces vectoriels sui-
vants, définis par des équations cartésiennes.
E, = {(l',y) € sz Y= _21.}
Ey ={(z,y,2) €R3, x —2y+ 2z =0}

={(z,y,2) €R®, z —y+2=22—2=0}
Ei={(z,y,2,t) ER* 2 +y—z+t=y+2z+t=0}

\.

/—EExercice 353 (Recherche de base - *)}

Déterminer une base de chacun des espaces vectoriels sui-
vants.

Ei1={2a+b—c,~b+a+2c) €R? (a,b,c)
Ey =Vect{(2,3,-1),(2,1,1),(1,2,-1)}.

€ R3}
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/—[Exercice 354 (Recherche de base - %)} N

Déterminer une base de chacun des espaces vectoriels sui-
vants.

E1 = {(un)neny € F(N,C), Vn € N, upt1 = 2uy,}

Ey = {(un)neny € FIN,R)| Vn € N, wpqo = 4dupi1 — 4uy}

/—[Exercice 355 (Recherche de base - *)} N

Déterminer une base de chacun des espaces vectoriels sui-
vants.

By = {P € Rg[X], P(2) = P'(2) = 0}

By = {P € Ry[X], P(1) = P(2) = 0}

E3 ={M € MyR), MT = —M}

Ey={f € C}(R,R)| f" —3f —10f = 0}.

/—[Exercice 356 (Recherche d’équations - #‘é)]—

Déterminer un systéeme d’équations cartésiennes définissant
chacun des espaces vectoriels suivants.

Ey =Vect{(1,-2,1),(1,0,2)}.

E; =Vect{(2,1,-1)}.

~— Exercice 357 N

Dans R*, on pose u = (—1,3,-3,1) et v = (1,—-1,—1,1) et

F =Vect{u,v}.

1. Donner un systeme d’équations cartésiennes définissant F'.

2. Le vecteur w = (1,0,1,0) appartient-il & F'?

3. Déterminer tous les vecteurs a = (z,y, 2,t) tels que F et
Vect{w, a} soient supplémentaires dans R*.

/—[Exercice 363 (Sous-espaces supplémentaires - %ﬁ%ﬁ)]ﬁ

Soit (ay,...,a,) € R~ {(0,...,0)}.
Soit F' le sous-espace vectoriel de R™ défini par
F={(z1,...,z,) € R", 121 + - - - + apz, = 0}

et G =Vect{(as,...,a,)}.
Montrer que F' et G sont supplémentaires dans R".

,—[Exercice 364 (CCINP 2022 (Elias A. B. - **)]—

Dans M,,(R) on note M l’ensemble des matrices magiques.
Ce sont les matrices dont la somme des coefficients sur un
ligne, sur une colonne ou sur une diagonale donne toujours le
méme résultat.
On note aussi :

e [/ I'ensemble des matrices symétriques magiques de trace
nulle,

e [ I’ensemble des matrices antisymétriques magiques,

e (G ensemble des matrices dont tous les coefficients sont
égaux.

1. Montrer que M est un sous-espace vectoriel de F.
2. Montrer que M = E® F & G.
3. Dans le cas o n = 3, calculer dim(E), puis dim(M).

/—EExercice 365 (Noyaux supplémentaires - *%)]ﬁ

Soit E un espace vectoriel et u € L(E) tel que u?+u—2Id = 0.
Montrer que F =Ker(u — Id)®Ker(u + 21d).

/—[Exercice 358 (Mines - Ponts PSI 2016/2017 - **)]ﬁ

Montrer que si zg, ..., 2, sont des complexes deux-a-deux dis-
tincts, la famille des (X — z;)" est libre dans C[X].

/—[Exercice 359 (Dimension - *)} \

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et F,G deux
sous-espaces vectoriels de F.

Montrer que si dim(F)+dim(G) > n alors il existe un vecteur
non nul dans FFNG.

/—[Exercice 360 (Sous-espaces supplémentaires - *)]ﬁ

Soit D une droite vectorielle et H un hyperplan de FE.
Démontrer 1’'équivalence suivante

D n’est pas contenu dans H = E=D®H.

/—[Exercice 361 (Sous-espaces supplémentaires (E2) - #)

~—/

/—[Exercice 366 (Noyaux supplémentaires - %*)J—

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et v un endo-
morphisme de E tel que u3 —u? = 0 (avec u? = uou).
Montrer que F' =Ker(u?) et G =Ker(u—Id) sont deux espaces
vectoriels supplémentaires dans F.

\.

,—[Exercice 367 (CCP PSI 2018 - **)}

Soit f un endomorphisme de E qui admet un polynéome an-
nulateur P vérifiant P(0) = 0 et P'(0) # 0.

Montrer que E =Ker(f)®Im(f), d’abord en dimension finie,
puis en dimension quelconque.

/—EExercice 368 (Mines-Ponts 2016 - ***)]—

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que deux
sous-espaces F' et G d'un espace vectoriel E de dimension
finie admettent un supplémentaire commun.

Dans l'espace vectoriel M,,(R), on note S, (R) lespace vecto-
riel des matrices symétriques, et A, (R) celui des matrices an-
tisymétriques. Montrer que 'on a M, (R) = S, (R) & A, (R).

/—[Exercice 362 (IMT PC 2022 - **)} .

Soit E un espace vectoriel de dimension n, F; et F deux
sous-espaces de E de dimension n — 1.

Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel G de E tel que
E=FLdG=F®G.

" J

,—[Exercice 369 (Application linéaire - *)%

sov: { B = ELH]

P — XP/(X)-2P(X).
Démontrer que ¢ est un endomorphisme de R,,[X].
Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique de R,,[X].
Quel est le rang de ¢ ? Déterminer Ker(p) et Im(yp).
Le noyau et l'image de ¢ sont-ils supplémentaires dans
R,[X]?

Ll o e
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/—[Exercice 370 (Application linéaire - *)]—

Vérifier que I'application suivante est un endomorphisme de
Ro[X].

f:P(X)— X?P'(X) - 2(X +1)P(X).

Déterminer son noyau, son image et écrire sa matrice dans la
base canonique de Ry[X].

"

/—[Exercice 376 (Projecteurs - ﬁ#)}

Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base

-8 6 6
canonique est M = -8 6 6
-4 3 3

Déterminer le rang de f. Montrer que f est un projecteur et
déterminer ses éléments caractéristiques.

/—[Exercice 377 (Projecteurs - ﬁ#)}

/—[Exercice 371 (Application linéaire - %)} N
X+1
Soit g: P P(t)dt.
X
1. Montrer que g € L(R,[X]).
2. Déterminer la matrice de g dans la base canonique de
R, [X].
3. Montrer que g est un automorphisme de R,,[X].

J

,—[Exercice 372 (EIVP PSI 2017, CCP PSI 2018 - *a«:)}

Soit ¢ € L(R[X]) définie par :
p(P)=P(X+1)+P(X —1)—2P(X).

. Comparer le degré de P avec celui de ¢(P).
. Déterminer le noyau de ¢.

. Etudier la surjectivité de (.

. Montrer que :

VQ € Im(f), 3P € R,y[X], f(P) = Q,P(0) = P'(0) = 0.

A J

=W N~

,—[Exercice 373 (TPE PSI 2019 - ﬁ#)} |

On se donne trois réels distincts a1, as, asg. Soit ¢ I'application
de Ry[X] dans R? définie par p(P) = (P(a1), P(a2), P(a3)).

1. Montrer que ¢ est un isomorphisme.
2. On note (e, ez, e3) la base canonique de R et :

Ly = (pil(ek).
Montrer que (L1, Lo, L3) est une base de Ro[X].
3. Expliciter les Ly.

,—[Exercice 374 (TPE PC 2019 - **)} .

Montrer que ¢ : P — P — P’ est un automorphisme de R[X]
et déterminer son automorphisme réciproque.

,—[Exercice 375 (Application linéaire - *)]—

On se place dans E = R? et I'on note B = (€7, €3, €3) sa base
canonique.

1. Justifier I'existence d’un endomorphisme f € L(E) tel que
f(é1) = ei+2e3—€3, f(é2) = —€1+3¢€3, f(€3) = é1+€3—2¢3.

2. Ecrire la matrice M = Mg(f).

3. Déterminer une base du noyau de f et une base de I'image
de f, puis une équation définissant Im(f).
Etudier I'injectivité et la surjectivité de f.

4. Démontrer que Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans
E. I’endomorphisme f est-il un projecteur ?

On se place dans £ = R3.

1. Montrer que les deux sous-espaces vectoriels suivants sont
supplémentaires dans FE.

F =Vect{(1,-1,0)} et G={(x,y,2) € E, 2e4+y—z = 0}.
2. Déterminer la matrice, dans la base canonique B de E, de
la projection sur G dans la direction de F.
3. En déduire la matrice , dans la base B, de la symétrie par
rapport a F' dans la direction de G.

\.

/—[Exercice 378 (IMT PC 2022 - %:)}

Soient P le plan vectoriel de R?® d’équation  — 2y + 32 =0
et D la droite vectorielle engendrée par (2,2,1).

Montrer que P et D sont supplémentaires et déterminer
les matrices dans la base canonique du projecteur sur P
parallelement a D et de la symétrie par rapport a P pa-
rallelement a D.

\.

,—[Exercice 379 (Projecteurs - *#)}

Soit E un K—espace vectoriel et p et ¢ deux projecteurs de
E. Démontrer ’équivalence suivante.

p+ g est un projecteur de E <= pog=qop=0.

Vérifier dans ce cas les égalités Im(p + ¢) = Im(p) ® Im(q) et
que Ker(p + q) = Ker(p) N Ker(q).

\.

,—[Exercice 380 (Projecteurs - *#)}

Soient F un K—espace vectoriel, et p,q deux projecteurs de
E tels que pog=qop.

1. Montrer que p o ¢ est un projecteur de E.
2. Montrer les égalité :

Ker(p o ¢) =Ker(p)+Ker(g) et Im(p o ¢) =Im(p)NIm(q).

\.

/—[Exercice 381 (Projecteurs - **)}

Soit £ un espace vectoriel et p, ¢ deux projecteurs de E. Mon-
trer I’équivalence :

Ker(p) =Ker(q) <= pog=petqop=q.
Déterminer une CNS semblable pour que Im(p) =Im(q).

,—[Exercice 382 (Projecteurs - 3%3%)}

Soit f € L(F) oun E est de dimension finie. Montrer
I’équivalence :
f est un projecteur <= rg(f) +rg(lg — f) = dim(E).
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/—[Exercice 383 (CCINP PSI 2022 - w)]—

Soient E un espace vectoriel de dimension finie, p et ¢ deux
endomorphismes de E tels que p+ q = Idg et :

rg(p) +1g(q) < dim(E).

1. Montrer que E = Im(p) ® Im(q).
2. Montrer que p et g sont des projecteurs.

/—[Exercice 384 (ENSEA 2018 (Mélissandre H.) - *)]ﬁ

Dans £ = C", on note :
G =Vect{(L,..., 1)} et
F:{(ﬂﬂl,...,xn), x1+"'+xn:0}.

1. Montrer que £ = F & G.
2. Soit x € E. Déterminer ’expression du projeté de = sur
F' dans la direction de G, et celle de son projeté de sur G

/—[Exercice 391 (CCP PC 2014 - *%ﬁ)}

Soit A(X) = X2+ X +1.

1. Montrer que I'application ¢ qui & P € R[X] associe le reste
de la division euclidienne de P par A est linéaire.
2. Donner son noyau et son image.

dans la direction de F.

J

/—[Exercice 385 (CCP PSI 2016, ENSEA PSI 2019 - *#)]

On se donne une famille (fi, ..., fp) d’endomorphismes d’un
espace vectoriel E de dimension n, tels que :

P
> fi=Tdg et sii# j alors f;o f; =0.
i=1

Montrer que les fi sont des projecteurs de E et que

E= @Im(fi).

/—[Exercice 386 (Mines-Ponts PSI 2022 - **)]—

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Soient p, g, r
trois projecteurs de E. On suppose que p + \/iq +1/3r est un
projecteur.

1. Montrer que la trace d’un projecteur est un entier naturel.
2. Montrer que g = r = 0.

/—EExercice 387 (Rang - ‘%‘%ﬁ)} N

Soit £ un R—espace vectoriel de dimension 3 et f un endo-
morphisme non nul de F tel que fo f =0.
Déterminer le rang de f.

/—[Exercice 388 (Rang - **)} \

Soient F un K—espace vectoriel de dimension finie et f, g deux
endomorphismes de F vérifiant : fog=0et f+g € GL(E).
Démontrer 1’égalité rg(f) + rg(g) = dim(E).

/—[Exercice 389 (Rang - *#)} |

Soient f et g deux endomorphismes de R™.
Démontrer que rg(f)—rg(go f) = dim(Im(f) N Ker(g)).

/—[Exercice 390 (Mines-Télécom PSI 2017 - **)]ﬁ
Soit M € M3(R) non nulle telle que M? = 0.

1. Calculer les dimensions de Im(M) et Ker(M).
2. Montrer que que M est semblable a la matrice E; 3.

\.

/—[Exercice 392 (CCP PSI 2016 - **)}

On note f Papplication qui & un polynéme P € Rg[X] associe
le reste de sa division euclidienne par le polynome

DX)=X*"+X3+ X2+ X +1.

Montrer que f est une application linéaire de Rg[X]| dans
R3[X] et donner sa matrice dans leurs bases canoniques.
Donner la dimension et une base de Ker(f) et de Im(f).

/—[Exercice 393 (Mines-Ponts PSI 2022 - %)jﬁ

Soient E un espace vectoriel, u € L(F) nilpotent d’indice p et
S un sous-espace de E stable par u vérifiant E = Im(u) + S.

1. Montrer que, pour tout k € N*, on a £ = Im(u*) + S.
2. En déduire que S = E.

/—[Exercice 394 (Mines-Télécom PSI 2017 - **)]ﬁ

Soient F, F' deux espaces vectoriels et f € L(E,F), g €
L(F,E).

1. Montrer que : Im(f) =Im(fog) <= E =Im(g)+Ker(f).
2. Montrer que :

Ker(f) =Ker(go f) < Im(f)NKer(g) = {0r}.

/—[Exercice 395 (Hyperplan - %*)}

1. Démontrer que H = {P € R[X], P(0) = 0} est un hyper-
plan de R[X].

2. Montrer que R[X] = Vect{1} & H.

3. Démontrer que 'application

A: P(X)— P(X +1) — P(X)

est un endomorphisme de R[X] et déterminer son noyau.
4. En déduire que pour tout @ € R[X], il existe un unique
P € R[X] tel que P(X +1) — P(X) =Q(X) et P(0) =0.

\.

/—EExercice 396 (Endormorphisme nilpotent - *ﬁ#)]—

Soit E' un espace vectoriel de dimension finie n > 1. On ap-
pelle endomorphisme nilpotent d’indice ¢ € N* de E toute
application f € L(F) qui vérifie f7 =0 et f471 0.

1. Soit f un endomorphisme nilpotent de £ d’indice n.
Soit z € E tel que f*~!(z) # 0.
Montrer que la famille B = (x, f(z), f3(z),..., " 1(x))
est une base de F, et donner la forme de la matrice de f
dans cette base.

2. Montrer que si f est un endomorphisme nilpotent d’indice
q € N* de F, alors ¢ < n.
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,—[Exercice 397 (CCP PSI 2017 - w)} . /—[Exercice 399 (IMT PC et Mines-Ponts PSI 2018- :%::%:*)]

Soit £ un espace vectoriel de dimension n € N* et u € L(E). Soit E un espace vectoriel de dimension n et f € L£(E). On
1. On suppose wu injectif. Déterminer pour tout m > 1, pose
K,, = Ker(u™) et I, = Im(u™).

F={g€L(F),I cK t T cK
2. Montrer que pour tout m > 0, K,,, C K11 €t L1 C L. {g (E), Im(f) er(g) et Im(g) er(f)}

3. On suppose u non injectif. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de L(FE) et
Montrer qu'’il existe un entier p € [1,n] tel que K, = K11 déterminer sa dimension.
et I, = I,y . /
Montrer alors que pour tout ¢ € N, K, = K,i, et /—[Exercice 400 (Mines-Ponts 2016 - %ﬁ**)]—

s = s TS QO 81 = 5, €9 Soient f et g deux endomorphismes d’un C-espace vectoriel E

~ 7 q 3 3 2 _ 92 _ . o
,—[Exercice 398 (Commutant de £(E) - ©%) J de dimension finie tels que [ = g° =idg et fog+go f=0.

Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle f et g sont

Soit E' en K—espace vectoriel de dimension finie. On montre représentés par (In 0 ) ot <0 In)'
dans cet exercice, I’équivalence suivante. 0 I, I, 0

(Vg € L(E), fog = go f) — (HA €K, f= AIdE).

1. Vérifier tout d’abord, que si f s’écrit f = Aldg, alors f
commute avec tous les endomorphismes de E.

On s’interesse désormais a la réciproque. Supposons que
I'on ait

Vg€ L(E), fog=gof.

2. Soit & € E et F =Vect{Z}. Justifier l'existence d’un
supplémentaire G de F' dans F.

3. En considérant la projection sur F' dans la direction de G,
démontrer qu'il existe Az € K tel que f(x) = A\z@.

4. Soient 7, et Zo deux vecteurs de E. En distinguant les
cas ou la famille F = {#,Z>} est libre ou liée, démontrer
I’égalité Az, = Az,

5. En déduire le résultat attendu.
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Feuille 8

Calcul matriciel et déterminants

Extraits de rapports de jury :

e CCINP 2022 PSI: Les calculs par blocs pour les matrices sont rarement bien menés, parfois évités en passant par des calculs
coefficient par coefficient bien fastidieux.
Le calcul de déterminant est trop souwvent maladroit : traité principalement avec la régle de Sarrus (matrice de taille 3) ou par
développement par rapport a une ligne sans trop de réflexion.

e CCINP 2019 : Plusieurs candidats inventent des formules pour calculer le déterminant d’une matrice par blocs. Il serait bon
d’avoir en téte des exemples simples permettant de démentir aisément ces formules.

e CCP 2016 : Les calculs de petits déterminants, lorsqu’ils aboutissent, sont trop souvent laborieux : Les candidats développent
beaucoup trop vite et n’effectuent que tres rarement des opérations sur les lignes ou les colonnes.
Bien que le programme autorise désormais a parler de noyau et d’image d’une matrice, de nombreuzr candidats ne maitrisent
pas le lien entre une matrice et application linéaire qui lui est associée dans la base canonique de K", ce qui est source de
lourdes erreurs de raisonnement. Par exemple, trés peu comprennent, comme on l’a déja constaté a l’écrit, pourquoi lorsqu’ils
appliquent le théoréme du rang a une matrice A de M, ,(K) la dimension de l'espace de départ est p et non n voire np.

e Mines-Ponts 2018 : Confrontés a un calcul de déterminant, beaucoup de candidats peinent ¢ adopter une stratégie adaptée.
Parfois, les développements par rapport a une rangée font intervenir des blocs non carrés.

e Mines-Ponts 2017 : Les candidats doivent pouvoir donner une formule explicite du produit matriciel de deux matrices, plutot
qu’un < schéma >.
1l n’est pas inutile de savoir inverser directement, le cas échéant, une matrice carrée d’ordre 2.

/—[Exercice 401 (Produit matriciel - *)} \ ,—[Exercice 405 (Inversibilité - #H)}

Déterminer deux matrices M, N € Ms(R) telles que MN =0
et NM # 0.

/—[Exercice 402 (Produit matriciel - *#)J—

Soit A € M, (R) telle que : VM € M, (R), AM = MA.
Montrer qu’il existe A € R tel que A = A\I,,.
/—[Exercice 403 (Calcul d’inverse - *)} \
Calculer les inverses des matrices suivantes.
1 -1 0 1 2 3
Pp=|2 11 et Q=1 -1 2
1 3 1 0 1 1

,—[Exercice 404 (Inversibilité - ﬁ:)}

A quelle condition portant sur m € R la matrice

1 m m+1
P,=|1 0 m?
0 -1 m

est-elle inversible ?
Cette condition étant supposée vérifiée, calculer P, 1.

1. Donner la définition de A € M,,(K) est inversible.

2. Soient A, B € M,,(K), on suppose que A et B sont inver-
sibles.
Démontrer que AB est inversible et exprimer (AB)~! en
fonction de A= et B~1.

3. Soient A € M, (K), on suppose que A est inversible.
Démontrer que sa transposée AT est inversible et exprimer
(AT)~1 en fonction de A1

,—[Exercice 406 (Inversibilité - *)}

Soient n > 2 et A, B deux matrices de M, (R) telles que
I,, + AB est inversible. Montrer que I,, + BA est inversible.

/—[Exercice 407 (Inversibilité - %)}

Soit E un espace vectoriel et f un endomorphisme nilpotent
de E. Démontrer que ’endomorphisme Idg — f est inversible.

/—EExercice 408 (TPE MP 2018 - :;:)}

Soient A, B € M, (K) telles que A% = 0,AB = BA et B
inversible. Montrer que A + B est inversible.

8
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/—[Exercice 409 (CCP 2018 (Axel C.B) - ﬁ#)]—

Soit n € N*, et A, B € M,,(R).
On suppose qu'il existe un polynéme P € R[X] tel que :

deg(P) > 1, P(0) =1ect AB = P(A).

1. Montrer que A est inversible.
2. En déduire que A et B commutent.

,—[Exercice 410 (Inversibilité - :x:ﬁa:)}

Soit u ’'endomorphisme de R,,[X| défini par :
w(P)(X) =P(X +1).

1. Ecrire la matrice A de u dans la base canonique de R,,[X].
2. Justifier que A est inversible et calculer A7L.

,—[Exercice 411 (Mines-Ponts PC 2021 - **)]—

Soit n € N. On pose Si(X) = X*(1—-X)"* pour 0 < k < n.

1. Exprimer la matrice P de la famille (Sk)reo,....n} dans la
base canonique de R,,[X].

2. Montrer que (Sk)keqo,...,n} est une base de R, [X].

3. Calculer P71

,—[Exercice 417 (TPE PSI 2018 (Mélissandre H.) - *)]—\

Soit n > 2 un entier et M € M,(R) telle que M? = M*.
1. Calculer (I, + M)(M? — M3).
En déduire que si M + I,, est inversible alors M2 = M?3.
2. Ecrire la division euclidienne de X3 — X2 par X + 1.
En déduire que si M? = M? alors M + I, est inversible
et exprimer dans ce cas, l'inverse de M + I,, sous forme de
polynoéme en M.

f—[Exercice 418 (Mines-Ponts 2017- ***)%

On définit w = enT et :

{0 =

(Cn+1

(P(1), P(w),...,Pw™))

1. Montrer que u est un isomorphisme et trouver la matrice
U de u dans les bases canoniques.
2. Calculer, pour P € C,[X] et k € [0,n] la somme :

Z Pw™)w™m™,

m=0

3. En déduire U1,

8 J

/—[Exercice 412 (Navale PSI 2023 (Lucas E.) - **)} \

Montrer que la matrice M suivante est inversible et calculer
son inverse.

1
vl 0 @
0o --- 0 (Z)
/—EExercice 413 (Inversibilité - ***)} \
Soit A = [a;,j]1<i j<n € My (C) une matrice vérifiant
Vie{l,...,n}, > lai ] <lail.
1<j<n, i#j

Montrer que A est inversible. On pourra raisonner par l’ab-
surde.

/—[Exercice 414 (Inversibilité - %ﬁ**)} N
. I, B
Soit B € M,,(C) et M = < B I > € Mo, (C).

Etudier 'inversibilité de M et exprimer son inverse lorsqu’elle
existe.

,—[Exercice 415 (Mines-Ponts PC 2019 - **)]—

Soient A et B dans M,,(C). On suppose que B™ = 0 et que
AB = BA.
Montrer que A est inversible si et seulement si A + B D’est.

,—[Exercice 419 (IMT PC 2019 - #1(4:%)}

Soit A € GL,(C) telle que A+ A~ = 1I,,.
Calculer A* + A=F pour k € N.

,—[Exercice 420 (Calcul de puissance - *)]—

Calculer les puissances des matrices

,—[Exercice 416 (CCINP MP 2022 - %::%:)]—

Soient A, B € M,,(C) telles que A inversible, B nilpotente et

AB = BA. Montrer que A — B et A 4+ B sont inversibles.

1 20 2 1 0
A= 0 1 0 et B=[ 0 2 1
0 01 00 2
,—[Exercice 421 (Calcul de puissance - **)]—
00 O
Soit A= -2 1 -1
2 0 2

1. La matrice A est-elle inversible ? Calculer A3 — 342 + 2A.

2. Quel est le reste de la division euclidienne de X™ par le
polynéme X3 —3X2 42X ?

3. Calculer A™ pour n € N.

\.

,—[Exercice 422 (Recherche d’image et de noyau - *)]ﬂ

2 1 0
Déterminer 'image et le noyaude A= | —3 -1 1
1 0 -1

J

,—[Exercice 423 (Recherche d’image et de noyau - *)]ﬂ

-2 1 -1
Déterminer 'image et le noyau de B = 2 -1 1
4 -2 2
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,—[Exercice 424 (Recherche d’image et de noyau - %&)]ﬁ

1 2 2
3
)

Déterminer 'image et le noyaude C' = | 3 2
4 4

J

,—[Exercice 425 (Recherche d’image et de noyau - *)]ﬁ
1 -2 2
-2 4 -4
=l 2 4

Déterminer 'image et le noyau de A =

J

,—[Exercice 426 (Recherche d’image et de noyau - *)]ﬁ

6 1 3
Déterminer I'image et le noyaude B=| 3 1 0
4 1 1
,—[Exercice 427 (TPE MP 2019 - *)} |
Montrer (de deux manieres différentes pour les 5/2) que
0 1 2 0 1 1
A=|1 0 1JetB=|[1 0 2| sontsemblables.
1 0 0 0 1 0

J

,—[Exercice 431 (Formules de changement de base - %ﬁ)}

Soit B la base canonique de R? et f € L(R3) tel que

-5 3 1
Mp(f)=M -2 0 4
6 —6 6

1. Déterminer une base de Ker(f), une base de Im(f) et une
équation de Im(f).

2. Le noyau et I'image de f sont-ils supplémentaires dans £ 7

3. On pose :
U] = eq + eq, us = 2e1 + 3ex + e3 et uzg = ey + 2es + 2es.
Montrer que U = (u1,uz,u3) est une base de F et donner
la matrice de f dans la base U.

\.

/—[Exercice 432 (Formules de changement de base - *)}

Soit B = (e1,e2,e3) la base canonique de R3. On considére
I’endomorphisme f de E défini par :

V(z,y,2) €R3, flz,y,2)=(x+y—2z2+2y+2,y+22).

1. Ecrire la matrice M de f dans la base B.

2. Déterminer une base de Ker(f) et une base de Im(f).

3. Montrer que la réunion des bases précédentes constitue une
base de E. On note B’ cette nouvelle base.

4. Déterminer la matrice M’ de f dans cette nouvelle base ?

,—[Exercice 428 (Mines-Ponts 2019, Centrale PC 2022 - #

Quel est le lien entre M et M’?

Soit A € M,,(K). On suppose que A™ = 0 et A"~ 0.

1. Montrer que A est semblable & la matrice T' = (t; j)1<i,j<n
ou t; ;41 = 1 pouri € {1,...,n—1}, les autres coefficients
étant nuls.

2. Soit B € M, (R) commutant avec A. Montrer que B est
un polynome en A.

,—[Exercice 429 (Mines-Ponts PSI 2019 - ***)]—

1. Soient A,B € M,(R) telles que A> = B? = 0 et
rg(A) =rg(B). Montrer que les matrices A et B sont sem-
blables.

2. Le résultats subsiste-t-il avec les hypotheses A% = B? =0
et rg(A) =rg(B)?

AN J

,—[Exercice 430 (Formules de changement de base - :%5)}

Dans E = R?, on note B = (e1, ez, e3) la base canonique et
f € L(E) 'endomorphisme défini par

fer) = 2ez + 4es,
f(e2) = e1 + ex — 2es,
fle3) = —e1 + ex + 4es

Ecrire la matrice M de f dans la base B.
Déterminer une base (e}) de Ker(f — Id).
Déterminer une base (e, €’3) de Ker(f — 2Id).
Démontrer que B’ = (€], €5, €5) est une base de E.
Déterminer la matrice D de f dans la base B'.
Quelle est la relation entre M et D ?

6. Pour n € N, calculer M™.

SRR CORT N

,—[Exercice 433 (Formules de changement de base - *)}

On considere 'endomorphisme f de R? dont la matrice dans
la base canonique est
-3 2 -6
M = 6 -2 9
4 -2 7

1. Reconnaitre I’endomorphisme f et en donner ses éléments
caractéristiques.

2. Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de f
est

1
N=1|0
0

SO = O
o O O

\.

,—[Exercice 434 (Formules de changement de base - *)}

Dans F = R?, on note B = (ey, e, e3) la base canonique et
f € L(E) 'endomorphisme défini par

flx,y,2) = (-2 +y+ 2z, -3z + 2y + 22, —Tx + 3y + 52).

1. Ecrire la matrice M de f dans la base B.
2. Déterminer une base (¢}) de Ker(f — 31d).
3. Déterminer une base (e}) de Ker(f — Id).
4. On pose €5 = 3eq + 2eq + 4es.
Démontrer que B’ = (e}, €}, €4) est une base de E.
5. Calculer f(ef).

6. Déterminer la matrice T de f dans la base B'.
Quelle est la relation entre M et T'7
7. Pour n € N, calculer T™.
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/—[Exercice 435 (Matrice d’endormorphisme - *)]ﬁ

Soit B = (eq, 2, e3) une base d’un K-espace vectoriel E de di-
mension 3. On considere ’endomorphisme f de E défini par :
f(el) = 262 + 363,
f(82) = 261 — 582 — 863,
f(eg) = —eq + 4ey + Ges.

1. Déterminer une base de Ker(f — Ig) et une base de
Ker(f? + Ig).

Montrer que la réunion des bases précédentes constitue une
base de FE.

Quelle est la matrice de f dans cette nouvelle base? et
celle de f27?

2.

J

/—[Exercice 439 (CCINP PSI 2021 et 2022 - **)]—

Soit f un endomorphisme non nul de R? tel que f+ f3 =0
et A sa matrice dans la base canonique.

1.
2.

Montrer que A n’est pas inversible.
Montrer que R? =Ker(f)®Ker(f? + Idgs).

3. Montrer que Ker(f) n’est pas réduit a {0}.
0o 0 O
4. Montrer que A est semblablea [0 0 1
0 -1 0

\.

,—[Exercice 440 (Rang de matrice - *)}

,—[Exercice 436 (CCINP PSI 2018, 2023 (Maxence B.) -

g

Soit n € N avec n > 2. Déterminer le rang de la matrice :

Soit u € L(R?) canoniquement associé & la matrice
1 1 -1
=il 8 =
=2 2 =2

Montrer que R? =Ker(u?)®Ker(u — 21d).

Montrer que Ker(u?) #Ker(u).

Montrer qu’il existe une base dans laquelle la matrice de u
est :

M =

R

0 1 0
0 0 0
0 0 2

4. Déterminer les endomorphismes v qui commutent avec u.

/—[Exercice 437 (Matrice d’endormorphisme - ﬁ#)];

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et u un endomor-
phisme de E. On suppose que Ker(u) est de dimension 1, que
u? # 0 et que u? = 0.

1. Montrer que Ker(u) CIm(u) et que dim(Ker(u?)) = 2.
2. En déduire qu’il existe une base de E dans laquelle la ma-
0 1 0
trice de u est

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 4.
1. Soit u € L(E) tel que rg(u) =2 et u? =uou = 0.
(a) Montrer que Ker(u) =Im(u).

(b) Montrer qu’il existe une base B de E telle que :
0 0 1 0
0 0 0 1
Ms@W) =14 9 0 0o
0 0 0 O
2. Soit u € L(E) tel que rg(u) =3 et u* =uououou=0.

(a) Montrer que Ker(u?) =Im(u?).
(b) Montrer qu’il existe une base B’ de E telle que :

010 0
00 1 0
MW =1g ¢ o 1
000 0

A=T[i+j+ijli<ij<n € Ma(R).

\.

/—EExercice 441 (IMT PSI 2019 - *)}

Déterminer le rang de la matrice A € M,,(R) de coefficients :

;= Sin(’i +])

\.

/—EExercice 442 (Bases - *)}

Donner une condition nécessaire et suffisante sur les pa-
rametres a, b pour que la famille 7 = {ey, e9, €3, e4} soit une
base de R*.

€1 = ;€3 ;€4

o N O
S0 O R
@ OO0 o
o o0

/—[Exercice 443 (Bases - *)}

Donner une condition nécessaire et suffisante sur les pa-
rametres a, b pour que la famille F = {eq, e9, €3, e4} soit une
base de R*.

a b b —a
a —b b a
€1 = b , €2 = a ,€3 = a , €4 = 7b
b —a a b

J

/—[Exercice 444 (Déterminant d’une famille de vecteurs

} *)]

Calculer le déterminant dans la base canonique de Ro[X] de
la famille F = (X(X — 1), X(X —2), (X —1)(X —2)) dans la
base canonique de Ry[X].

\.

,—[Exercice 445 (Bases - *)}

Donner une condition nécessaire et suffisante sur les pa-
rametres a,b pour que la famille F = {P;, Py, Ps} soit une

base de Ro[X].

P(X)=(b+c)?+a®X +a?X?,
Py(X) =02+ (a+¢)®X +b* X2,
P(X)=c2+c2X + (b+a)? X2
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/—[Exercice 446 (Bases - %ﬁ)} \

Donner une condition nécessaire et suffisante sur les pa-
rametres a,b pour que la famille F = {Py, Py, P3, P} soit
une base de Rs[X].

Pi(X) = 1+aX+bX%+abX?, Po(X) = 1+cX+bX2+cbX?3,
P3(X) = 14+aX +dX?*+adX? et Py(X) = 1+cX+dX?+cdX3.

/—[Exercice 447 (IMT PC 2019 - *)} \
On pose By, = Xk(l - X)"_k pour 0 < k < n.

1. Montrer que (B 1)o<k<n €st une base de R, [X].
2. Donner la matrice de passage de la base canonique de
R, [X] & cette base.

/—[Exercice 448 (Bases - *#)} N

Donner une condition nécessaire et suffisante sur les pa-
rametres réels ao, . .., a, pour que la famille :

F=((X+ao)",....(X +an)™)
soit une base de R,,[X].
,—[Exercice 449 (Calcul de trace - #)} \

Montrer que A.AT et AT A sont symétriques et exprimer leur
trace & ’aide des coefficients de A.

,—[Exercice 450 (CCP PSI 2018 - *)} .

1. Montrer que f défini par f(M) =
des que tr(A) # —1.

2. On suppose que tr(A) = —1.
Donner Ker(f) et montrer que Im(f) est ’ensemble des
matrices de trace nulle.

3. Résoudre I'équation X+tr(X)A = B dont I'inconnue est
la matrice X € M, (R).

M+tr(M)A est bijectif

,—[Exercice 454 (MP Mines-Télécom 2017 - **)]—

Soit P € M, (R).
Calculer la trace de ¢ défini sur M,,(R) par :

VM € Ma(R), o(M)=PM — MP.

\.

,—[Exercice 455 (IMT MP 2022 - **)} .

Soient A et B dans M, (R) telles que AB = 0.

1. A-t-on nécessairement BA =07

2. Montrer que : Vp € N*, tr((A + B)P) = tr(4P) + tr(BP).
3. Déterminer une relation entre tr(A) et tr(B).

8 J

/—[Exercice 456 (CCP PSI 2019 - **)}

Soit n € N*. Pour 4,5 € {1,...,n}, on note F; ; la matrice
de M, (R) dont tous les coefficients sont nuls sauf celui en
position (4, j) qui vaut 1.

1. Pour 4,7, k,1 € {1,...,n}, calculer E; ; X Ej ;.

2. Soit f une forme linéaire sur M,,(R) telle que, pour toutes
A, B € M,(R) , on ait f(AB) = f(BA).
Montrer que f est colinéaire a la trace.

3. Soit g un endomorphisme de M,,(R) tel que g(I,,) = I, et,
pour toutes A, B € M, (R) , on ait g(AB) = g(BA).
Montrer que g conserve la trace.

,—[Exercice 457 (Mines-Ponts PSI 2019 - **)]%

On note H le sous-ensemble de M, (C) formé des matrices
de trace nulle et N I’ensemble des matrices nilpotentes de

M, (C).

1. Les ensembles H et N sont ils des sous-espaces vectoriels
de M, (C)?
2. Montrer que H = Vect(N).

/—[Exercice 451 (Une équation matricielle - ***)]ﬁ

Soient A, B € M, (K) et a € R*. Déterminer les matrices
M e M, (K) vérifiant

aM + tr(M)A = B.

,—[Exercice 452 (Matrice de rang 1 - a’#)} \

Soit A € M,,(R) une matrice de rang 1.

1. Démontrer que A est semblable & une matrice B dont les
n — 1 dernieres colonnes sont nulles.
2. En déduire les égalités :

A? =tr(A).A et det(A + I,,) = 1+tr(A).

/—[Exercme 453 (Mines-Ponts 2016 - **#)]—

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f € GL(E
Soit g € L(E) de rang 1. Montrer I’équivalence :

fh# -1

f+9€GL(E) < tr(go

/—[Exercice 458 (Mines-Ponts PSI 2017 - **)]—

Soit n € N* et A, B € M, (R) telles que AB = A+ B.

1. Montrer que rg(A)=rg(B).
2. Montrer que AB = BA.

\.

,—[Exemce 459 (CCP PSI 2016 - %) | ) \

Montrer que f, défini sur R,,[X] par f(P)(z) = / P(t)dt

est un endomorphisme de R,,[X] et donner sa trace.

8 J

/—[Exercice 460 (IMT PSI 2019 (Clémence H.) - *)]—

1. Soit M € M,,(R). Exprimer det(‘M) et det(AM) en fonc-
tion de det(M).
2. Soit M € M, (R) non nulle vérifiant ‘M = —M.
(a) Si n impair, M est-elle inversible ?
(b) Sin =2, M est-elle inversible ?
(c) Existe-t-il un résultat pour n =47
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/—[Exercice 469 (ENSAM PT 2014 - #*)]—

On note ay, az, az les racines du polynéme P(X) = X3+ X2+
1.

:v—l—aly—l—afz:a‘l1

T+ axy + a3z = aj

x—l—agy—l—a%z:ag

1. Calculer le déterminant de S =

2. Montrer qu’il est non nul.
3. Effectuer la division euclidienne de X* par P(X) et trouver
une solution particuliere de S. Conclure.

,—[Exercice 476 (Mines-Ponts PSI 2018 - **)%

Calculer le déterminant de u € £L(M,,(R)) défini par u(M) =
MT.
Est-ce un isomorphisme ?

\. J

/—[Exercice 477 (Déterminant d’endomorphisme - **)}\

Soit f € £(M,(R)) défini par YM € M,(R), f(M) =AM,
ol A € M, (R) est fixée. On exprimera det(f) en fonction de

det(A).

\. J
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f—[Exercice 461 (Déterminant - *)} N /—[Exercice 470 (Propriétés algébriques du déterminant - )
1 1t 1 Montrer que le déterminant d’une matrice antisymétrique
Calculer le déterminant | a+b c+a b+c d’ordre impair, est nul.
ab ac be L )
h g /—[Exercice 471 (Propriétés algébriques du déterminant - #)
f—[Exercice 462 (Déterminant - %ﬁ)} \
; Soit A € M, (R) telle que A2 = A — I,,.
I a a Montrer que det(A) = (—1)".
Calculer le déterminant | @ 1 « L )
CHE /—EExercice 472 (Propriétés algébriques du déterminant - )
f—EExercice 463 (Déterminant - *)} .| Montrer qu’il n’existe pas de matrice A € M3(R) telle que
1 a be A% = ;.
Calculer le déterminant | 1 b ac N b,
1 ¢ ab /—[Exercice 473 (Déterminant d’un endomorphisme - )
— 2 p/ _
f—[Exercice 464 (Déterminant - *)} | f;’;?)g’m P € Ry[X], on pose f(P) = X*P'(X) - 2(X +
a+b b+c a+tc Apres avoir vérifié que f est un endomorphisme de Ry[X],
Calculer le déterminant | a? + b2 b +c? a?+c? calculer son déterminant.
(LS + b3 b3 + CS CL3 + CS \ J
\ / /—EExercice 474 (Déterminant d’endomorphismes - *)]—\
X . X )
f—[Exercme 465 (Déterminant - #) ) ) Calculer le déterminant de chacun des endomorphismes sui-
2a 2a a—b—c vants.
Calculer le déterminant 2b b—c—a 2b Lesquels sont des isomorphismes ?
c—e—b 2 2¢ 1. fi € L(R,[X]) défini par
) S ’ VP e Ry[X], £ (P)=X2P'(X)— (nX +1)P(X).
/—[Exercice 466 (Déterminant - *)J N
3 2. fo € L(M3(R)) défini par
c a c
1
VM € My (R M) = = (M + 3'M).
Calculer le déterminant | © ¢ € b € Mz(R),  fo(M) 4( + )
b ¢ ¢ a
c b a c N 4
\ / /—EExercice 475 (Déterminant d’endomorphismes - *)]—\
: o)
f—[Exercwe 467 (Déterminant - ) ) ) Calculer le déterminant de chacun des endomorphismes sui-
a 0 b 0 vants.
. . o
Calculer le déterminant 0 g (C)l 8 Lesquels sont des isomorphismes ?
S 0 d 1. f1 € L(R,[X]) défini par
@
L ) VP e R,[X], f1(P)=XP'(X)+ P(1).
/—[Exercice 468 (Systéme linéaire - *)} S | 2 f2 € LIM2(R)) défini par
a b
Soient a, b des réels. Résoudre le systeéme linéaire suivant. VM € M3(R), fo(M) =AM avec A= ( c d ) .
ax + by + =z =1
(Sl) 0 ar —|— aby —|— z = b 3 f3 S L(MQ(R)) déﬁnl par
r + by + az = 1 VMEM2(R)7 fg(M) =t M.



f—[Exercice 478 (Déterminant d’endomorphisme - **)}

/—[Exercice 484 (Déterminant - a’%)}

Calculer le déterminant de ’endomorphisme f € L(R,[X])
défini par

VP € R,[X], f(P)=Q(P)+ X.R(P)

ot Q(P) désigne le quotient de la division euclidienne de P
par X et R(P) désigne le reste de la division euclidienne de
P par X,

Est-ce un isomorphisme ?

" J

/—[Exercice 479 (Déterminant et polyndéme - **)]ﬁ

Soient a, b, c € C les racines du polynéme X3 —2X2 4+ X — 1.
Calculer le déterminant suivant.

J=

QO o
L o o
(SR SEN Y

f—[Exercice 480 (Mines-Ponts PSI 2021 - **)]ﬁ

Soient x1,z2 € C. On pose :

1 0 1 0 0

T 1 ax 1 0

A = x% 211 w% 2% 2
3 3x2 23 332 627

xf 4z xh 423 1222

Montrer que A # 0 si et seulement si x; et xo sont distincts.

\.

Calculer le déterminant n x n :

\.

1 1 1
-1 2 0 0
Dho=| 0 -1 2
. - i
0 0o -1 2
/—[Exercice 485 (Déterminant - *)}
Calculer le déterminant n x n :
1 n n—1 2
1 n 3
3 2 1
E, =
n—1 Coon
n n—1 2 1

/—[Exercice 486 (Déterminant - **)}

Calculer le déterminant n X n :

cos(261) cos(6y + 02)
cos(f2 + 01) cos(262)

n =

cos(6y + 6,,)
cos(fz + 6,,)

) ’ cos(by, + 01) cos(6, + 62) cos(26,,)
f—[Exercice 481 (Déterminant - *)} \
11 1 - 1
Lo o /—[Exercice 487 (CCP PC 2018 - *)}
Calculer le déterminant n xn : A, =| 1 0 1 . ~ (0)
: 0 Calculer le déterminant n X n : A,, = 2
1 0 0 1 2
\ ) (0) 2 4
f—EExercice 482 (Déterminant - *)} \ )
0 1 . /—[Exercice 488 (St-Cyr MP 2022 - **)J
1 Soient A, B € M,,(R) avec rg(B) = 1.
Calculer le déterminant n x n : B,, = Montrer que det(A + B) det(A — B) < det(4)2.
o L
1 10 ,—[Exercice 489 (IMT PSI 2018 - *)}
\ On note A € M,,(R) la matrice de coefficients a; ; = 1+a;d;
,—[Exercice 483 (Déterminant - *)J | avec ai,...,an € R.
Calculer le déterminant n x n : Montrer que : det(A) = H a; + Z H a;.
9 3 e \ i=1 k=1 ik
-1 0 3 n
c, = ~-1 =2 0 n /—[Exercice 490 (Déterminant - *)}
: : : : Soient aj,...,a, des complexes. On pose m;; = 1+ a;a;
-1 -2 -3 - 0 et on considére la matrice M = [mi;]; ;c(y - Calculer le
déterminant de M.
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Calculer le déterminant p X p :

0 0

1 1
0 1
2 2 2
0 1 2

B ) 6~ ()

f—[Exercice 491 (Déterminant - *%ﬁ)} \ /—[Exercice 496 (CCP PC 2018 - *)} N
Calculer le déterminant n x n : Calculer le déterminant n x n :
a+l a 0 - 0 cos(f) 1 0 0
1 a+1 a 1 2cos(f) 1 :
: ‘. . a : 1 2cos(f) 1
0 0 1 a+1 0 0 1 2 cos(h)
f—[Exercice 492 (Mines-Ponts PC 2021 - **)]— f—[Eer‘cice 497 (Déterminant - **)} N
Soient ay,...,a,,xr € R. Calculer le déterminant n x n :
a1 +x T 200 95 r1 @y T3 Tn
Calculer Gt T T1 T2
0 D, =
ar cee O S
Exercice 493 (Déterminant - %) | o e
,—[ xercice (Déterminant - )J N @ oce a0 ooa coo @
Calculer le déterminant p x p : \ J
(n) ( " ) /—[Exercice 498 (Déterminant - **)} N
1 p—1
n+1 n+1 1
A o) e (p—l) Calculer det(A) avec A = [ } .
P : : @ +bilijeq,
1 (n+p—1) L (n+p—1) b 7
! Pl /—[Exercice 499 (Mines-Ponts PC 2016 - %ﬁ*)]—
h S 7| Soit A € M,,(K) de colonnes C1,...,C, et B de colonnes
Exercice 494 (Déterminant - N
gl ( )| K=Y 0

J#i
Calculer det(B) en fonction de A.

,—[Exercice 500 (CCP PSI 2019 - *)} |
Soit n € N.
On veut montrer que la famille ((X + k)") el ) est libre.
€{0,...,n

1. Rappeler la formule du déterminant de Vandermonde.

2. Soit ag,...,a, € C tels que Y ap(X + k)" = 0.
k=0

n
Montrer que pour tout p € [0,n],ona: Y ap(X+k)? =0.
k=0

n
3. Montrer que pour tout p € [0,n], ona: > apk? =0.
k=0

; g Conclure.
,—[Exercice 495 (CCP PC 2018 - *)} v | 4. Retrouver ce résultat a I'aide d’un déterminant.
Calculer le déterminant n x n : ; ’
,—[Exercice 501 (Mines-Ponts PSI 2017 - %)%
a+b ab o - - 0
1 a+b ab Soient A € My, (R) et B € Mp,(R).
Démontrer que det(I, — AB) = det(I, — BA).
B B O 1 . J
" 0 /—[Exercice 502 (Mines-Ponts PSI 2015 - %**)]ﬁ
s Soit P de degré n et ag,aq,...,a, des réels deux-a-deux dis-
0 0 1 a+b tincts.
Montrer que (P(X + a;))i=o,...n st une base de R, [X].
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f—[Exercice 503 (Déterminant - %ﬁ%ﬁ)} N

Soient a,b € R, (A1,...,A,) € R™ On pose
)\1 a . . DR ... a
b X a - - a
b b X3 a -+ a
A = laizlij=1.n =
S " . a
b b e o b A,

1. On suppose d’abord que a et b sont distincts. Pour tout
r € R, on note D(x) = det([a; ; + *]; jeq1,... n})-
Montrer que D est une fonction polynoéme de degré < 1.
En déduire D(z) pour tout x € R, puis det(A).

2. Calculer det(A) lorsque a = b.

/—[Exercice 504 (Une propriété algébrique - %**)]—

Soit E un espace vectoriel de dimension n € N*, f un endo-
morphisme de E, uq,...,u, des vecteurs de E et I3 une base
de F. Démontrer 1’égalité suivante.

detB(f(ul)7u2a 000 7un) Ll s detB(Ul,UQ, 000
tr(f) detp(u, ug,. .., up).

/—[Exercice 505 (Déterminant par bloc - *ﬁé)]—

On considere des matrices A, B,C, D telles que les matrices
suivantes, définies par blocs, soient carrées.

1. Soit M = 61 g . Donner det(M).

2. On suppose que 4 € M,,(K).
Soient a, b, ¢, d des réels, et N = (

Calculer det(N).
3. On suppose que A,B,C,D € M, (K), que CD = DC et
que D est inversible.

af(un)) =

aA DA
cA dA

Montrer que

A B
o ‘:det(AD—BC).

,—[Exercice 506 (Mines-Ponts PSI 2017 - *%)]—

. . (A -B
SmtneN,A,BEMn(R)etM(B A)'
Montrer que det(M) > 0.

/—EExercice 507 (Mines-Ponts 2017 - ***)]—

Soient H l’ensemble des matrices de M,,(C) de trace nulle et
N Tensemble des matrices de M, (C) nilpotentes.

1. Ces deux ensembles sont-ils des espaces vectoriels ?
2. Montrer que I'espace engendré par N est inclus dans H.
3. L’inclusion ci-dessus est-elle une égalité ?

/—[Exercice 508 (Centrale PC 2022 - ***)]—
Soit H = {M € M,(R), tr(M) = 0}.

1. Montrer que H est un sous-espace vectoriel de M,,(R) et
préciser sa dimension.

2. Montrer que toute matrice de H est semblable a une ma-
trice dont tous les coefficients diagonaux sont nuls.
On pourra raisonner par récurrence sur n et distinguer le
cas ot M est une matrice d’homothétie.

3. Montrer que H = {AB — BA, (A, B) € M, (R)?}.
On pourra utiliser la question 2.
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