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Devoir surveillé 8* - Correction

Cours

C’est un exercice de colle dont les valeurs numériques ont été changées.

1. Soit @ € R et I un intervalle sur lequel y : x —— y“ est deux-fois dérivable.
Avec la rédaction du cours, on obtient que y est solution de (&p) sur si et seulement si a(a—1)+3a—1 = 0 c’est-a-dire
si et seulement si « = —1 ou 1/2.
Ainsi, les fonctions puissances solutions de (&p) sont :

e 1 €0, +oo[—
1

e r €+ — avec I =]0,+oo[ ou | — 00, 0[.
x

2. On cherche une solution sous la forme y, : z €]0, +00[— ax?.
On trouve que y, est solution de (£) si et seulement si 4a 4+ 6a — a = 1. Ainsi a = 1/9 convient.

De plus, les fonctions z — 222, 2 — 32 et x — —1 sont continues sur |0, +oo[ et 222 ne s’annule pas pour
x €]0, 4o00l.
Par le théoreme de structure, Soljy ((£0) est un espace vectoriel de dimension 2.

Or y; : x — y/x et yo : © — — en forment une famille libre de 2 éléments, donc une base :
x

Soljg 4 oo(€0) = Vect{y1, ya}

.%'2

9

B
Et par suite | Soljg 1 ((£) = {x — — + AVz + P (A,B) € R2} .

Probleme
Centrale MP 2021 Maths 2 (partie 1)

un corrigé de C. Devulder
II.A - Transformée de Fourier d’une fonction

20. On utilise le théoreme de continuité des intégrales a parametres.
- Pour tout & € R, la fonction 2 — f(x)e~"¢ est continue sur R.
- Pour tout € R, la fonction & — f(z)e™%¢ est continue sur R.

- On a I'hypothese de domination : Vo € R, V&€ € R, |f(z)e™¢| < |f(x)| et la fonction |f| est continue et
intégrable sur R

Ainsi, la fonction f est définie continue sur R.

Vf e LY(R), f e C/(R)

21. (a) e L’application f — f est lindaire car : Si f,g € L*(R) et o, B € R :

+oo —+00

V¢ € R,af + Bg(€) = / (af+Bg)(x)e ™ dz = ... = a /

—00 —00

. +OO . A~
f(z)e—%€da+ 3 / g(x)e " "Edz = a f(©)+B3(E).

On a donc I’égalité de fonctions : af/+\69 =« f + Bg ce qu’on voulait.

e Montrons que I'application prend ses valeurs dans L>®(R). Soit f € L*(R). On a

ve e R, |£(6)] < /R |F(2)e= € da = |||l

et donc f € L®(R) avec || flloo < |If]]1-



(b) Soit f,g € L'(R). Par ce qui précéde (linéarité de f — f et majoration de 21(a)) :

1f = 9lloc = Ilf = gllee < IIf —9glx
Donc f — f est 1-lipschitzienne pour les normes voulues et finalement :

f+— f est continue de (Ll(R), | - ||1) dans (L*°(R), || - ||oo)

22. f étant continue, g 'est aussi. De plus, le changement de variable linéaire u = Az donne

[owra=3 [“iswia

et cette quantité admet une limite finie quand a — 400 et aussi quand a — —oo. Il y a donc intégrabilité aux
voisinage des infinis et

g€ L'(R)

On peut alors écrire §(§) et le méme changement de variable donne

+00 )
3© =5 [ e au

et ainsi

I1.B - Produit de convolution
23. Soit x € R. La fonction t — f(t)g(z —t) est continue sur R. On a
vt eR, |f(t)g(z — )] < [f(D)lllgll

f étant intégrable sur R, la fonction ¢t — f(t)g(x — t) Pest aussi, ce qui assure la définition de f x g sur R.
Le changement de variable affine u = z — t donne immédiatement

+o0

Ve eR, (f*g))= / F(z — u)g(u) du = (g + )(x)

—00

24. L’inégalité de la question précédente entraine que
Ve e R, [(f*g)()] < [lgllooll flIn

et ainsi

| £+ g est bornée et || f % glloo < | £l ]9l |

25. On utilise le théoreme de régularité des intégrales a parametres.
o Vz e R, t— f(t)g(z —t) est continue sur R.
oVt € R, x> f(t)g(x — t) est de classe C¥ sur R de dérivée p-ieme x — f(t)g®) (z —t).
o Vz € R, t — f(t)g® (x —t) est continue sur R.
e Vz,t € R, Vp € [0, k], ‘f(t)g(p) (z—t)| < 9% ||oo | f(£)] €t ce majorant est intégrable sur R.
Le théoreme s’applique et donne que f * g est de classe C* avec

(f xg)® = f=(gW)




26. Par définition
“+o00

Fo© = [ Geamesar= [ ([T e sgt -0 ) d

— 00 —00 —00

GRS (/ e gl — 1) ) ai

—0o0 —00

Avec le résultat admis,

On pose u = x — t dans l'intégrale intérieure :
Fra© = [ (e g an) ar
et on peut “faire sortir” de I'intégrale les termes indépendants de la variable u
— +o0 , too +00 .
Fra© = [ (s [T eyt an) = [ e a

L encore §(£) peut sortir de Iintégrale et on obtient f(z)g(z).

II. C - Introduction d’une fonction plateau

27. ¢ est de classe C* sur R par théorémes d’opération. On prouve par récurrence que
Vk e N, 3P, € R[X], Vt >0, ¥ (t) = Py(1/t)e 1/t

- C’est vrai au rang 0 avec Py = 1.

- Supposons le résultat vrai jusqu’a un rang k£ > 0. On peut alors redériver et obtenir
vt >0, oW () = (== PLL/E) + = Po(1/8) ) eVt
L0 = [~ P/ + 5P/ ) e

P11 = X?(—P] + P;) est un polynéme convenable au rang k + 1.

@ est aussi de classe C*® sur R™* a dérivée nulle. Par le théoreme de limite de la dérivée, il suffit de montrer que
toutes les dérivées ont une limite finie a droite et gauche en 0 et que ces limites sont égales pour conclure que f est
de classe C* sur R. C’est le cas avec une limite nulle (évident & gauche et croissances comparées a droite).

‘gp est de classe C* sur R‘

28. On vérifie que V € R, () = (1 — t2).
En effet, si |t} > 1, 1 -2 < 0ct o(1 —2) =0 = p(t) et si [t] <1, 1—12 > 0 et (1 — 12) = /1) = 4(¢). Par

théoremes d’opération,

29. comme primitive d’une telle fonction. De plus 6’ est nulle sur chaque intervalle | — oo, —1] et [1,+o0] et
donc 6 est constante sur chacun de ces intervalles.

‘9 est constante sur | — oo, —1] et sur [1, +oo[‘

xX
Par théoréeme fondamental, §(z) = / ¥ (t) dt et les constantes sont
0
0 1 1 1
Az&(—l):—/ e?-1 dt et B:0(1):/ et?~1 dt
0

-1

Dans les deux cas, on intégre une fonction continue positive non nulle et les intégrales sont > 0. Ainsi



P —A

30. Notons hy = B4 c’est une fonction de classe C*° sur R, nulle sur | — oo, —1] et valant 1 sur [1, +o0].
hi(2x 4+ 3) vaut 0 si x < —2 et vaut 1 si z > —1.
v—-B . _
Notons hy = ——— : c’est une fonction de classe C*° sur R, nulle sur [1,4o00[ et qui vaut 1 sur | — oo, —1].

A—-B
ho(2x — 3) vaut 0 si & > 2 et vaut 1 si x > 1.

La fonction p = hjhg est nulle hors de | — 2, 2[ et vaut 1 sur [—1,1].

‘Il existe p € C*°(R), constante égale & 1 sur [—1, 1] et constante égale a 0 sur R\[—2, 2] ‘

I1.D -Inégalités de Bernstein

31. On remarque tout d’abord que

+2
rz) = — / e (¢) de

- 2 )4
On utilise le théoreme de régularité des intégrales a parametres.
Pour tout x, & — e™¢p(£) est continue sur le segment et donc intégrable sur ce segment.
Pour tout & € [—2,2], 2 — €™ p(€) est de classe C! de dérivée x > i&e™sp(€).

Pour tout z, & — i€ p(€) est continue.

- On a enfin, pour tout z € Ret & € [~2,2], [i€e™p(&)] < 2||plloo,(—2,2] qui est intégrable sur le segment [—2,2)].

reC®) et ') = 5 | " e e) de

2 J_

32. Utilisons a nouveau ’expression ci-dessus de 7. Par intégrations par parties (sur un segment) et comme p et toutes
ses dérivées sont nulles en 2 et —2, on trouve

+2

2
oma’r () = i / e (6) de = - / €7 (€) de

—2 -2

et ainsi

1
2 < 1
|z (2)| < 27r4HP | Lo ([=2,2)

x + 2r(z) est bornée sur R

r est continue sur R et les seuls problemes d’intégrabilité sont au voisinage des infinis. En notant M un majorant de

22r(x), on a |r(x)| < M/x? qui prouve cette intégrabilité par comparaison aux fonctions de Riemann.

’ r est intégrable sur R‘

2
Enfin, on a |r(z)| < ;||P||L°°([f2,2}) et

‘7“ est bornée sur R‘

33. Commencons par le cas A = 1. Les fonctions f et r vérifient les hypotheses de la question 26 et on a donc f/;k\r = ff
Par ailleurs, le second résultat d’inversion de Fourier donne p = 7 et 7 est donc égale & 1 sur [—1,1].
Ainsi, f7 est égale & f sur [—1,1] mais cela est aussi vrai ailleurs (ou il y a nullité).
On a donc ﬁ = ff = f et donc f *r = f par formule d’inversion de Fourier.

Pour un A > 0 quelconque, on remarque que (changement de variable u = At)

pen = [ se-orona=1 [ f (oY) rw de= [ en0w)

—0o0 —00



Or, f/l/\A(x) = )\f()\:r) est nulle en dehors du segment [—1, 1], intégrable sur R et f /) € LY(R)NCY(R). On peut donc,
avec le premier cas, affirmer que fi/) *r = fi/\. Ainsi

fera@) = 3 in0) = 1)

34. La question 25 donne alors en dérivant (r et sa dérivée sont bornées) f' = Af = (r))" et la question 24 indique que

£ llso < AllflloolI(ra) Il

Il suffit alors de remarquer que
[e's) [e'e) +o0o
/ () (2)] da = / A ()| do = / i ()] du

pour conclure que

1 lloo < Al £ llooll7Il1 |




