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Devoir surveillé 8 - Correction

Cours

C’est un exercice de colle dont les valeurs numériques ont été changées.

1. Soit α ∈ R et I un intervalle sur lequel y : x 7−→ yα est deux-fois dérivable.
Avec la rédaction du cours, on obtient que y est solution de (E0) sur si et seulement si α(α−1)+3α−1 = 0 c’est-à-dire
si et seulement si α = −1 ou 1/2.
Ainsi, les fonctions puissances solutions de (E0) sont :

• x ∈]0,+∞[7−→
√
x

• x ∈ I 7−→ 1

x
avec I =]0,+∞[ ou ]−∞, 0[.

2. On cherche une solution sous la forme yp : x ∈]0,+∞[7−→ ax2.
On trouve que yp est solution de (E) si et seulement si 4a+ 6a− a = 1. Ainsi a = 1/9 convient.

De plus, les fonctions x 7−→ 2x2, x 7−→ 3x et x 7−→ −1 sont continues sur ]0,+∞[ et 2x2 ne s’annule pas pour
x ∈]0,+∞[.
Par le théorème de structure, Sol]0,+∞[(E0) est un espace vectoriel de dimension 2.

Or y1 : x 7−→
√
x et y2 : x 7−→ 1

x
en forment une famille libre de 2 éléments, donc une base :

Sol]0,+∞[(E0) = Vect{y1, y2}.

Et par suite Sol]0,+∞[(E) =
{
x 7−→ x2

9
+A

√
x+

B

x
, (A,B) ∈ R2

}
.

Problème
à partir de CCP PSI 2008

Partie I : Quelques propriétés d’une fonction θ.

1. Ensemble de définition, continuité.

(a) On a de manière immédiate lim
n→+∞

1

nx
=


+∞ si x < 0

1 si x = 0

0 si x > 0

(b) La série
∑
n≥1

(−1)n+1

nx
diverge grossièrement si x ≤ 0, et converge pour x > 0 : en effet, dans ce dernier cas,

la suite
( 1

nx

)
n≤1

tend vers zéro en décroissant, la convergence de la série résulte donc du théorème des séries

alternées. On a donc bien Dθ =]0,+∞[.

(c) Pour x ∈ [2,+∞[, on pose hn(x) =
(−1)n+1

nx
= (−1)n+1e−x ln(n).

Pour tout x ∈ [2,+∞[, |hn(x)| ≤
1

n2
donc ∥hn∥∞,[2,+∞[ ≤

1

n2
.

Or la série de Riemann
∑ 1

n2
converge, donc par comparaison,

∑
∥hn∥∞,[2,+∞[ converge aussi.

La série de fonctions
∑
n≥1

hn converge donc normalement (et donc uniformément) sur [2,+∞[ . Les fonctions hn

étant continues, on en déduit la continuité de la somme θ sur [2,+∞[ : θ est continue sur [2,+∞[.
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2. Calcul de θ(1).

(d) Sur l’intervalle
]
− π

2
,
π

2

[
par exemple, on a tan =

sin

cos
= −(cos)′

cos
= (− ln ◦| cos |)′. Donc, puisque cos est

positive sur
]
− π

2
,
π

2

[
:

J1 =

∫ π
4

0
tan t dt =

[
− ln(cos t)

]π
4

0
=

ln 2

2
.

(e) Posons fn(t) = tann(t) pour t ∈
[
0,

π

4

]
et n ∈ N ; on a alors

lim
n→+∞

fn(t) = 0 si t ∈
[
0,

π

4

[
lim

n→+∞
fn(t) = 1 si t = 1

La suite de fonctions continues (fn)n∈N converge donc simplement sur
[
0,

π

4

]
vers la fonction f continue par

morceaux qui vaut 0 sur
[
0,

π

4

[
et 1 au point

π

4
. Enfin, on a |fn(t)| ≤ 1. La fonction constante t 7→ 1 étant

intégrable sur le segment S =
[
0,

π

4

]
, le théorème de convergence dominée permet de conclure que

lim
n→+∞

Jn = lim
n→+∞

∫ π/4

0
fn(t)dt =

∫ π/4

0
lim

n→+∞
fn(t)dt =

∫ π/4

0
f(t)dt = 0 .

(f) Pour tout t ∈ [0, π/4], on a tann+1(t) ≤ tann(t) et par positivité de l’intégrale, Jn+1 ≤ Jn. Et donc :

La suite (Jn)n∈N est décroissante.

(g) Puisque tan′ = 1 + tan2, on a

Jn + Jn+2 =

∫ π/4

0
(1 + tan2(t)) tann(t)dt =

[
tann+1(t)

n+ 1

]π/4
0

.

On a donc ∀n ∈ N, Jn + Jn+2 =
1

n+ 1
.

Remarque : Cela permet de retrouver avec des arguments plus élémentaires le résultat des questions précédentes :

les intégrales Jn étant positives, on a 0 ≤ Jn ≤ Jn + Jn+2 =
1

n+ 1
et, de cet encadrement, on déduit

lim
n→+∞

Jn = 0.

(h) Pour tout entier naturel non nul k, on a
1

2k
= J2k−1 + J2k+1. Donc

n∑
k=1

(−1)k+1

2k
=

n∑
k=1

(−1)k+1(J2k−1 + J2k+1)

=

n∑
k=1

(
(−1)k+1J2k−1 − (−1)k+2J2k+1

)

après télescopage, on obtient bien ∀n ∈ N∗,

n∑
k=1

(−1)k+1

2k
= J1 + (−1)n+1J2n+1.

(i) Lorsque n tend vers +∞, puisque lim
n→+∞

J2n+1 = 0, on obtient

θ(1) =
+∞∑
n=1

(−1)n+1

n
= 2J1 = ln(2).
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3. Expression de θ(2) à l’aide d’une intégrale.

(a) £our tout y ∈]− 1, 1[, on a ln(1 + y) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1 y
n

n
avec R = 1.

(b) La fonction y 7→ ln(1 + y)

y
est continue sur ]0, 1], et prolongeable par continuité en 0 (avec la valeur 1) d’où

l’existence de l’intégrale.

∫ 1

0

ln(1 + y)

y
dy.

(c) D’après ce qui précède, on a :

∀y ∈]0, 1[, ln(1 + y)

y
=

+∞∑
n=1

(−1)n−1 y
n−1

n
.

On applique le théorème intégration terme à terme.

Sur l’intervalle I =]0, 1[, on a
ln(1 + y)

y
=

+∞∑
n=1

fn(y), en posant fn(y) = (−1)n−1 y
n−1

n
.

• Chaque fonction fn est continue et intégrable sur I,

• la série de fonctions
∑

fn converge simplement sur I vers la fonction y 7→ ln(1 + y)

y
qui est continue par

morceaux sur ]0, 1[,,

• la série de terme général

∫
I
|fn| =

∫ 1

0

yn−1

n
dy =

1

n2
converge.

On peut donc intervertir série et intégrale.∫ 1

0

ln(1 + y)

y
dy =

∫ 1

0

(+infty∑
n=1

(−1)n−1 y
n−1

n

)
dy

=
+∞∑
n=1

(−1)n−1

n

∫ 1

0
yn−1dy =

+∞∑
n=1

(−1)n+1

n2

On a donc

∫ 1

0

ln(1 + y)

y
dy =

+∞∑
n=1

(−1)n+1

n2
= θ(2).

Partie II : Une série entière.

4. On sait que la suite (Jn)n∈N est décroissante. La relation (⋆) de la partie 1 donne :

2Jn+2 ≤ 1

n+ 1
= Jn + Jn+2 ≤ 2Jn.

Par conséquent, pour tout entier n ≥ 2, on a

1

2(n+ 1)
≤ Jn ≤ 1

2(n− 1)
.

Par le théorème d’encadrement, on obtient Jn ∼
n→+∞

1

2n
.

5. On sait que pour tout x ∈]−1, 1[, − ln(1−x) =

+∞∑
n=1

xn

n
et que le rayon de convergence de cette série entière est R = 1.

Or, d’après la question précédente Jn∼n→+∞
1

2n
. Et donc, par les théorèmes de comparaison pour les séries entières,

Le rayon de convergence de
∑

Jnx
n est R = 1.
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6. On sait que la série entière
∑

Jnx
n converge absolument si |x| < 1, diverge grossièrement si |x| > 1. Il reste donc à

étudier les cas x = 1 et x = −1.

• En x = 1 : On a Jn1
n ∼
n→+∞

1

2n
et la série harmonique

∑ 1

n
diverge, donc par comparaison

∑
Jn1

n diverge.

• En x = −1 : On a vu que la suite (Jn)n∈N décrôıt et tend vers 0, donc par le théorème des séries alternées,∑
Jn(−1)n converge.

L’ensemble de définition de f est donc D = [−1, 1[.

7. On fixe x dans D et on pose gn(t) = tann(t)xn. On a :

•
∑

gn(t) est une série géométrique de raison x tan(t), elle converge simplement sur [0, π/4[ et a pour somme

g : t 7−→ 1

1− x tan(t)
.

• les fonctions gn et la somme g sont continues (par morceaux) sur [0, π/4[.

• Hypothèse de domination : Pour tout t ∈ [0, π/4[ et pour tout n ∈ N, on a

|Sn(t)| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

tann(t)xn

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1− xn+1 tan(t)n+1

1− x tan(t)

∣∣∣∣
≤ 1 + |x|n+1 tan(t)n+1

1− x tan(t)
≤ 2

1− x tan(t)
= φ(t)

Or φ est continue et intégrable sur [0, π/4[ (car prolongeable par continuité en π/4), donc le théorème de convergence
dominée pour les séries de fonctions s’applique. Les fonctions gn et la somme g sont intégrables sur [0, π/4[ et on a

+∞∑
n=0

∫ π/4

0
gn(t)dt =

∫ π/4

0

+∞∑
n=0

gn(t)dt =

∫ π/4

0

dt

1− x tan(t)
.

Et puisque

∫ π/4

0
gn(t)dt =

∫ π/4

0
tann(t)dtxn = Jnx

n, on a bien démontré que

∀x ∈ D, f(x) =

∫ π/4

0

dt

1− x tan(t)
.

8. Pour tout x ∈] − 1, 1[, on a

+∞∑
n=0

(Jn+2 + Jn)x
n+2 =

+∞∑
n=0

xn+2

n+ 1
. On reconnâıt une développement en série entière de

référence :

∀x ∈]− 1, 1[,

+∞∑
n=0

(Jn+2 + Jn)x
n+2 = −x ln(1− x).

On a donc les égalités suivantes.

−x ln(1− x) =
+∞∑
n=0

(Jn+2 + Jn)x
n+2 =

+∞∑
n=0

Jn+2x
n+2 + x2

+∞∑
n=0

Jnx
n

=
(
f(x)− J0 − J1x

)
+ x2f(x)

= (1 + x2)f(x)− π

4
− ln(2)

2
x

On obtient finalement ∀x ∈]− 1, 1[, f(x) =
1

1 + x2

(
π

4
+

ln(2)

2
x− x ln(1− x)

)
.
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Partie III : Une autre étude de fonction.

9. • Si x < 0, lim
n→+∞

un(x) = +∞ et si x = 0, lim
n→+∞

un(x) = ln 2.

Dans ces deux cas, la série de terme général un(x) diverge grossièrement.

• Si x > 0, alors lim
n→+∞

e−nx = 0, donc un(x) = ln(1 + e−nx) ∼
n→+∞

e−nx = (e−x)
n
avec 0 < e−x < 1.

Par les théorèmes de comparaison pour les séries à termes positifs, puisque la série géométrique
∑

(e−x)
n

converge, la série de terme général un(x) converge aussi.

En conclusion, Df =]0,+∞[.

10. Soit a > 0. Pour x ∈ [a,+∞[, on a ∀n ∈ N, 0 ≤ ln(1+e−nx) ≤ ln(1+e−na) (terme général d’une série convergente).

La série de fonctions
∑
n≥0

un converge donc normalement (et donc uniformément) sur [a,+∞[ pour tout a > 0. Les

fonctions un étant continues, on en déduit la continuité de la somme f sur [a,+∞[ et ceci pour tout a > 0.

Ainsi, l’application f est continue sur ]0,+∞[.

11. Pour tout n ∈ N∗, la fonction un est décroissante sur ]0,+∞[, par addition d’inégalités de même sens,

n∑
k=0

uk est

aussi décroissante.
Par passage à la limite, on obtient la fonction f est décroissante sur ]0,+∞[.

12. La fonction f est continue sur l’intervalle ]0,+∞[ donc, d’après le théorème des valeurs intermédiaires,

E = f(]0,+∞[) est un intervalle de R.

13. La série
∑

un converge normalement donc uniformément sur [1,+∞[.
On a lim

x→+∞
u0(x) = ln 2 et pour n ∈ N∗, lim

x→+∞
un(x) = 0.

Par le théorème de double limite, on déduit que λ = lim
x→+∞

f(x) = ln 2.

14. (a) La fonction x 7−→ ln(1 + x) est concave sur ] − 1,+∞[ (car de dérivée seconde positive) et donc la corde sur
[0, 1] est en dessous du graphe. Ceci s’écrit exactement :

pour tout x ∈ [0, 1], on a ln(1 + x) ≥ ln(2)x.

(b) Pour tout x > 0 et tout n ∈ N, on a e−nx ∈ [0, 1] et donc, par la question précédente :

un(x) = ln(1 + e−nx) ≥ ln(2)e−nx.

En sommant pour n ∈ N, on obtient

f(x) ≥ ln(2)

+∞∑
n=0

e−nx =
ln(2)

1− e−x
=

ln(2)ex

ex − 1
≥ ln(2)

ex − 1
.

(c) Par minoration, lim
x→0+

f(x) = +∞ et d’après ce qui précède, le graphe de f est immédiat.
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