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Devoir surveillé 8

le vendredi 29 mars (8h-10h)

Les calculatrices, les téléphones portables et objets connectés (montres...) ne sont pas autorisés.

Applications du cours

1. Trouver les fonctions puissances solutions de (E0) : 2x2y′′ + 3xy′ − y = 0.
On précisera les intervalles où elles sont solutions.

2. En déduire l’ensemble des solutions de (E) : 2x2y′′ + 3xy′ − y = x2 sur ]0,+∞[.

Problème

Partie I : Quelques propriétés d’une fonction θ.

Pour x ∈ R, lorsque cette somme est bien définie, on pose θ(x) =

+∞∑
n=1

(−1)n+1

nx
.

Pour tout entier n ∈ N, on pose Jn =

∫ π/4

0
tann(t)dt.

1. Ensemble de définition, continuité.

(a) Préciser, selon la valeur de x ∈ R, la limite de
1

nx
lorsque n tend vers +∞.

(b) Montrer que l’ensemble de définition de la fonction θ est ]0,+∞[.
(c) Montrer que θ est continue sur [2,+∞[.

2. Calcul de θ(1).

(d) Calculer J1.
(e) Montrer que la suite (Jn)n∈N est convergente et préciser sa limite.
(f) Étudier la monotonie de la suite (Jn)n∈N.
(g) Démontrer que pour tout n ∈ N, on a :

Jn + Jn+2 =
1

n+ 1
(⋆)

(h) En déduire que pour n ∈ N∗, on a

n∑
k=1

(−1)k+1

2k
= J1 + (−1)n+1J2n+1.

(i) En déduire la valeur de θ(1) =

+∞∑
n=1

(−1)n+1

n
.

3. Expression de θ(2) à l’aide d’une intégrale.

(a) Rappeler le développement en série entière de y 7−→ ln(1 + y) en 0 et donner son rayon de convergence.

(b) Justifier l’existence de l’intégrale

∫ 1

0

ln(1 + y)

y
dy.

(c) Montrer que

∫ 1

0

ln(1 + y)

y
dy =

+∞∑
n=1

(−1)n+1

n2
= θ(2).
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Partie II : Une série entière.

On considère ici la série entière définie par h(x) =
∑

Jnx
n.

4. En utilisant la relation (⋆) de la partie I, déterminer une constante c > 0 telle que Jn ∼
n→+∞

c

n
.

5. Déterminer le rayon de convergence R de
∑

Jnx
n.

6. Quel est l’ensemble de définition D de h ?
7. En utilisant le théorème de convergence dominée pour les séries de fonctions, démontrer que

∀x ∈ D, h(x) =

∫ π/4

0

dt

1− x tan(t)
.

8. Pour tout x ∈]−R,R[, expliciter
+∞∑
n=0

(Jn+2 + Jn)x
n+2 à l’aide des fonctions usuelles.

En déduire une expression de h(x).

Partie III : Une autre étude de fonction.

Pour tout x ∈ R et tout n ∈ N, on note un(x) = ln(1 + e−nx).

Lorsque la série
∑

un(x) =
∑

ln(1 + e−nx) converge, on pose f(x) =
+∞∑
n=0

un(x).

9. Montrer que l’ensemble de définition de la fonction f est ]0,+∞[.
On note désormais E l’image de l’intervalle ]0,+∞[ par la fonction f .

10. Montrer que l’application f est continue sur ]0,+∞[.
On pourra s’intéresser à la convergence normale sur des intervalles [a,+∞[.

11. Montrer que la fonction f est monotone sur ]0,+∞[.
12. Justifier l’affirmation : E est un intervalle de R.
13. Montrer que la fonction f admet une limite finie en +∞ et préciser cette limite λ = lim

x→+∞
f(x).

14. (a) Démontrer que pour tout x ∈ [0, 1], on a ln(1 + x) ≥ ln(2)x.

(b) En déduire que pour tout x > 0, on a f(x) ≥ ln(2)

ex − 1
.

(c) Déterminer alors lim
x→0+

f(x) et tracer le graphe de f .
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