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a partir d’un corrigé de Castella

1. On rappelle que si I'on identifie M;(R) & R, alors 'application (X,Y) + XTY définit le produit scalaire canonique
sur My, 1(R). On note || - || la norme euclidienne associée.

e Montrons (1) = (2).

On suppose que ¥ X € M, 1(R), XTAX > 0. Soit A € Sp(A). Par définition, il existe X € M,, 1(R) non nul tel
AX = )AX.On aalors XTAX = AXTX = )\||X|? > 0, et donc A > 0 puisque || X||* > 0.

Montrons (2) = (3).

On suppose que pour tout A € Sp(A), A > 0.

Par théoréme spectral, il existe P € O,(R) tel que A = PTDiag(\1,..., )P, ol A1,...,\, sont les valeurs
propres (positives) de A. On peut alors poser B = PTDiag(yv/A1, ...,V )P, de sorte que B € S,(R) et que
B? = A.

Montrons (3) = (1).

On suppose que il exsite B € S,(R) telle que B> = A = BT B.

Soit X € My 1(R), on a XTAX = XTB2X = XTBTBX = (BX)T'BX = ||[BX||? > 0, ce qu’on voulait.

L’équivalence des trois propositions est ainsi démontrée.

2. (a)

C’est un (E1)...

La matrice J est symétrique réelle donc elle est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont deux a deux
orthogonaux.

On remarque que rg(J) =1 < n donc 0 est valeur propre de J et par le théoréme du rang dim(Ep(J)) =n — 1.
Puisque J est diagonalisable, mg = dim(Fy(J)) =n — 1.

Il reste donc une valeur propre A # 0 de multuplicité 1.

Onatr(J)=n=0+---+0+ X et finalement :

Sp(J) ={0,n} avec mg =n—1 et m,, = 1.
Ey(J) = Ker(J) est 'hyperplan d’équation ka =0.

k=1
Et E,(J) = Eo(J)* est la droite dirigée par la colonne U € M,, 1(R) dont tous les coefficients valent 1.

Or pour tous A € R et X € M, 1(R), on a manifestement JX =AX <= MX =(a+1-N)X.
Dot Sp(M) = {a+1,a+1—n}, avec Eqy1(M) = Eo(J) = Ker(J) et Eqr1-n(M) = E,(J) = Vect{U}.
Avec la question précédente et en utilisant la caractérisation (ii), on a

a+1—n>0

+
MeS (R) «— {a+120

<— a=>n-—1
De plus toujours par la question précédente :
e si a > n — 1, alors 0 n’est pas valeur propre de M, donc rg(M) = n.

o si a =n—1, alors Ker(M) = Ker(J — nl,) est de dimension 1, donc rg(M) =n — 1.

Dans tous les cas, on a donc bien ‘ rg(M)>n—1. ‘




3. (a) Le théoreme spectral assure que a est diagonalisable en base orthonormale, d’oti 'existence demandée.

(b) Par définition de b, sa matrice dans la base B est symétrique (et méme diagonale). Et comme la base B est
orthonormale, on a bien :

‘ b est un endomorphisme symétrique. ‘

(c) eSiKer(a) = {0} alors 0 n’est pas valeur propre de a, et pas non plus de b a fortiori (car Sp(b) = {v/A, A € Sp(a)}).
Donc Ker(b) = {0} = Ker(a).
e Si Ker(a) # {0} alors 0 est valeur propre de a, et par construction de b, 0 est aussi valeur propre de b et par
construction de b, une base de Ep(a) est aussi une base de Ey(b). On a donc Ey(a) = Ep(b) ou encore

‘ Ker(a) = Ker(b). ‘

4. (a) Remarquons que l'on a a = b2, puisque ces deux endomorphismes coincident sur la base B de la question 3(a).
Ainsi puisque b est symétrique (3(b)), on a

V(i,5) € [Ln]?, (zi,2) = <b(6i),b(€j)>beS:(E)<€i7b2(€j)>a::b2<€i7a(ej)> = aij.

En particulier, par hypothese sur A, on a :
sii# j, alors (z;,25) <0.
Remarque. Une famille (21, ..., 2,) d’éléments d'un espace préhilbertien telle que Vi # j, (2;,2;) < 0 est dite
strictement obtusangle. Les deux questions ci-dessous montrent qu’une telle famille est de rang > n — 1.
i. Posons I1 ={ie[l,n—1] |y >0} et I = {i € [1,n—1] | v; < 0}, de sorte que I; et I, forment une
partition de [1,n — 1] telle que Vi € Iy, v; = |vi|, et que Vi € Io, vi = —|yi.

n—1
Alors I'égalité >~ ~iz; = 0p se récerit > |vilzi — Y. |vilzi = 0g, ou encore > |vilzi = > |vilz-
=1 i€l i€ls i€l i€l

En notant z ce dernier élément, on a (z,2) = (Y |[vilzi, > |wlz) = > |llvil s 2)-
i€l i€l (4,5)el1 x 12
Or (z,z) > 0 et puisque I et I sont disjoints, on a V (4,7) € Iy x Ia, (z;, 25) <0, donc |v;|v;](2i, 25) < 0.
n—1
D’oll nécessairement (z,z) =0, i.e. z =0pg, et ainsi Y. |yilzi = > |vilzi + Y. |ilzi= 2+ 2 =0g.
=1 i€l i€ls

n—1 n—1 n—
ii. Onaalors (Y |vilzi, 2n) = (0, z,) = 0 mais par linéarité, (> |vilzi, zn) = > |7il{(zi, 2n) est une somme
i=1 i=1 i=1

de termes négatifs. Donc Vi € [1,n — 1], |7vi|(z, 2n) = 0, i.e. 7; = 0 puisque (z;, z,) < 0.
n—1

On a montré que vizi = 0p = Vi€ [1,n—1], v; =0, i.e. que la famille (z1,...,2,-1) est libre.
i=1

(b) On vient de montrer que la famille (b(ey), ..., b(en—1)) est libre, donc que rg(b) > n—1. Or par 3.3 et le théoreme

du rang, on a rg(b) = rg(a). Donc ‘ rg(a) =rg(A) >n—1. ‘




Probleme
a partir de Mines-Ponts MP 2021 Maths 2

a partir d’un corrigé de C. Devulder

I - Matrices de permutations
I.A - Quelques exemples

1. Soit o7 la permutation de [1,3] définie par :

01(1) = 3, 01(2) =2 et 01(3) =1.

La position du 1 dans la premiere colonne correspond I'image de o1(1), il s’agit du coefficient d’indice (1,3) de Mj.
0 01

De méme, les coefficients d’indices (2,2) et (3,1) valent 1 et tous les autres sont nuls donc : M7= 0 1 0
1 00

De maniere évidente, M; € O3(R) et comme C3 est une base orthonormée de R3, f est une isométrie.
On trouve assez rapidement que 1 est valeur propre de M; (donc de f1) et que Eq(f;) = Vect{(1,0,1),(0,1,0)} = P
est de dimension 2 donc ’ f1 est la réflexion par rapport a P. ‘

0 0 1
2. On note la permutation oy de Bs telle que w(o2) =1 0 0
01 0

Les coefficients de w(o2) d’indices (1,3),(2,1) et (3,2) valent 1 et tous les autres sont nuls donc o9 est la permutation
de [1, 3] définie par :
o2(1) =2, 02(2) =3 et 02(3) = 1.
Comme précédemment, fo est une isométrie vectorielle.
On a det(f2) = det(w(o2)) =1 donc fy est une rotation différente de I'identité.

Son axe A = Ei(f3) est de dimension 1, comme il contient (1,1,1) # 0, on a A = Vect{(1,1,1)}.
On oriente A par a = (1,1,1). On note 0 'angle de la rotation fy avec cette orientation.

En écrivant la matrice de f» dans une base adaptée, on obtient 142 cos(#) = tr(f2) = tr(w(oz2)) = 0 donc cos(f) = —3

Soit u = (1,0,0). Le vecteur u n’est pas sur I’axe, donc le signe de sin(f) est aussi celui de :

1 01
dete, (u, fa(u),a) =10 1 1 |=1>0.
0 01
. . L 1 2m
Donc sin(f) > 0 et : | fo est la rotation d’axe orienté par (1,1, 1) et d’angle Arccos 5 =3

I.B - Généralités

3. Soit C, = (eq,...,ey) la base canonique de R" et 0 € B,,.
On note h, 'endomorphisme de R™ dont la matrice dans la base C, est w (o).
Soit j € [1,n]. L'image de e; est donnée par la j-eme colonne de w(o), c’est-a-dire :

01,0(5)
he (ej) = =e

car ce vecteur est formé de 0 sauf en ligne i = o(j).
On a donc : | Vj € [1,n], ho(ej) = eq(j)-




4. Soit o € By,. L'image de la base orthonormée C, = (e1, ..., en) par hy est la base (€5(1), - - - ; €5(n)) qui est évidemment
aussi orthonormée donc h, est une isométrie.
Ainsi, la matrice de h, dans une base orthonormée est une matrice orthogonale, c’est le cas ici avec C,.
Donc | w(o) = Me, (ho) € On(R).

Puisque w(o) € O,(R), son inverse est sa transposée.
5. Soient (0,0') € B2. Pour tout j € [1,n], d’aprés la question 3, on a :

° ho-oo"(ej) - eooo’(ej)
® iy 0 hor(e)) = holes()) = €soor(e;)

Les deux endomorphismes hgoqr €t hy 0 hys coincident sur une base, donc il sont égaux. Ainsi, leurs matrices dans la
base C,, sont égales ce qui s’écrit :

V(o,0") € B2, w(ood') =w(o)w (o)

Une conséquence est aussi, en prenant o/ =~ !, que w (oo™ ) =w (Id) = I, = w(o)w (7 1).
Donc w(o)™' = w(o)? = w(o™1).

I.C - Action sur les matrices diagonales

6. Multiplier & droite (resp a gauche) diag(d,...,dy) revient & multiplier chaque colonne (resp ligne) par d;. Ainsi
[diag(dl, e ,dn)w(o)]m = di5i7g(j)

(w(o)diag(dy(1), - - - > do(n))]ij = do(j)0i,0() = didie())

(pour la derniere égalité : les termes sont nuls si i # o(j) et donc égaux; ils sont aussi égaux si i = o(j))
On a donc montré que

diag(dy, . .., dn)w(0) = w(o)diag(dy(1), - - - » do(n))

U

7. La propriété (i) signifie qu'il existe o € By, telle que Vi, d; = dg(;).
La propriété (ii) s’écrit, puisque les éléments de w(B,,) sont des matrices orthogonales, w(a)D’ = Dw(«).

Si (i) a lieu, alors (ii) aussi avec @ = o (question précédente). Lé réciproque est similaire toujours avec la question
précédente (et avec o = a).

‘(1) et (ii) sont équivalentes‘

II - Fonctions de matrices symétriques

8. Le théoréme spectral indique que S est diagonalisable en base orthonormée (i.e. via une matrice de passage orthogo-
nale). Comme l'inverse d’une matrice orthogonale est sa transposée et comme les valeurs propres de S sont supposées
dans I,

VS € S,(I), IV € O,(R), I(s;) € I, S = QT diag(sq,. .., 50)Q

9. Notons J C I un ensemble tel que {s;, i € [} ={s;, je€ J}etVi,jeJ i#j = s; #s;. J est ainsi un ensemble
d’indice donnant les éléments distincts parmi les s;.
En notant d = card(J), I'application P € Ry_1[X] — (P(s;))jes € R? est linéaire et injective (si P de degré < d — 1
admet d racines différentes, il est nul). Par dimension, c’est un isomorphisme. (f(s;))jcs admet donc un (unique)
antécédent.
On a alors P(s;) = f(s;) pour tout i € J et cela reste vrai pour les i € I par choix de J.

¥(si) € I", AP € R[X], Vi€ [L,n], P(s;) = f(s:)

On pourrait méme, ce sont les formules d’interpolation de Lagrange, donner une expression explicite d’'un P conve-

nable :
X — S;

sj—sz-

P = Zf(sj)Lj avec Lj = H

jeJ i€J\{j}



10. Montrons par récurrence sur k que pour toute matrice inversible @) et toute matrice M, on a
(QT'MQ)* =Q7'M*Q

- C’est vrai pour k = 0.

- Si c’est vrai au rang k alors
(QT'MQ)M! = (QT'MQ)*QTIMQ = Q7'M QQTIMQ = QT M*Q

et le résultat est vrai au rang k + 1.

Par combinaisons linéaires, on en déduit que
VP € R[X], VQ € GL,(R), VM € M,(R), P(Q"'MQ) = Q™ 'P(M)Q

Par ailleurs, on a aussi
Vk € R, diag(dy,...,d,)~ = diag(df, ..., d%)

et en combinant linéairement
VP ¢ R[X], P(diag(dy,...,dy)) = diag(P(d1),...,P(dy))
Ici, on a donc (2 est orthogonale et donc égale & son inverse), P étant le polynome de la question 6,

QT diag(P(s1),...,P(s,))Q = P(S) = (Q')Tdiag(P(sll), L P8

n

De plus, Sp(S) = {s1,...,8n} = {s],..., s} et donc P(s;) = f(s;) et P(s}) = f(s}) pour tout i. Ainsi

()" diag(f(s1), -, f(s)) = QT diag(f(s1), - - -, f(s0))2

Comme (AB)" = BTAT il est immédiat que

QT diag(f(s1),- - f(5)) € Su(R)

11. On a QT(D; 4+ AD2)Q = QT Dy + XQT Dy qui me semble donner aisément
u(p1 + Ap2)(S) = u(p1)(S) + Au(p2)(9)

Ceci étant vrai pour tout S, u(p1 + Ap2) = u(p1) + Au(p2) et .

La trace étant linéaire, par composition, .
Soient ¢ : I — Ret x € I. On a diag(z, ..., z) = I,! (xI,)I, et donc

u(p)(eln) = I, diag((@), ..., 9()) In = @(2) I

Vo€ R, u(p)(zl,) = o)1,

12. Supposons que u(p) = 0. Alors VS € S,(R), u(¢)(S) = 0. Avec la question précédente, Vz € I, p(z) = 0 et donc
¢ = 0. Ainsi ‘ @ est injective‘ (noyau restreint au neutre).

Si n =1 alors une application V' de S,,(I) dans S,(R) s’assimile & une application ¢ de I dans R (V((z)) = (¢(z)))
et on a V = u(p). u est ainsi surjective.

Si n > 2, on peut trouver soit V' l'application constante égale a Ej 9 + Eo 1, définie sur S, (I). V est a valeurs dans
Sn(R). I étant non vide, il contient un élément z. On a V(z1,,) = E1 2+ E31 qui n’est pas scalaire et n’est donc égale
a u(p)(zl,) pour aucune application . Ainsi, V' n’a pas d’antécédent par u.

u est non surjective sauf si n =1




13. On suppose f polynomiale et il lui est donc associé un polynéme P € R[X] tel que Vz € I, P(z) = f(x).
Soit S € S, (I). 1l existe des éléments s; € I et Q € O,(R) telles que S = QT diag(s1,...,s,) et on a

u(f)(S) = QT diag(f(s1),..., f(5,))Q = Ql diag(P(s1), ..., P(s,))Q

Avec les remarques faites en question 7, ceci donne

u(f)(S) = P(QT diag(sy, ..., s,)Q) = P(S)

|Si f est polynomiale, il existe P € R[X] tel que ¥ € S,(I), u(f)(S) = P(5)]

On suppose, réciproquement, que f est telle qu’un tel polynoéme P existe. On a en particulier

Vo €1, f(x)jn = u(f)(xln) = P(mfn) = P(x)jn

et donc Vz € I, f(xz) = P(z). f est donc polynomiale et ‘la réciproque est vraie ‘

ITI - Norme et convexité

14. Soit S € S,(R). Par théoréme spectral, il existe une base orthonormée (Xi,...,X,) de R"™ (que l'on assimile &
M, 1(R)) formée de vecteurs propres pour S. Notons ); la valeur propre associée a X;. Le spectre de S est ainsi
constitué des \;.

Soit X € R™ que l'on décompose en X = 21 X7 + -+ + 2, X,,. On a alors (la base étant orthonormée)

min(Sp(S Zw < XTSX = Z)\:c < max(Sp(S Zx
=1 =1
Comme X7X =2} 4 -+ 422, on a donc

VX €%, min(Sp(S)) < XTSX < max(Sp(S))

Le majorant (resp minorant) est atteint pour X = X associé a une valeur propre maximale (resp minimal) et c’est
donc un maximum (resp minimum).

min(Sp(S)) = min{XTSX ; X € ¥} et max(Sp(9)) = max{XTSX ; X € &}

15. Soient A, B € S,(R) et A € [0,1]. On a
VX €%, XT(1=MNA+AB)X = (1 - NXTAX 4 \XTBX
Comme A >0et 1 — A >0, la question précédente donne
min((1 — A)Sp(A4)) + Amin(Sp(B)) < XT((1 = A)A+ AB)X < (1 — A\) max(Sp(A)) + Amax(Sp(B))

puis

Sp((1 =AN)A+ AB) C [(1 — A)min(Sp(A)) + Amin(Sp(B)), (1 — A) max(Sp(A)) + Amax(Sp(B))]
Comme [ est un intervalle, il est convexe. Comme A, B ont un spectre inclus dans I, les bornes de l'intervalle ci-dessus
sont dans I et l'intervalle est donc inclus dans I. Ainsi (1 — A\)A+ AB € S,,(). On a montré que

‘Sn(I) est une partie convexe de S,(R) ‘

Pour montrer que p est une norme sur S,(R), on a quatre propriétés a prouver.
- p est immédiatement positive.

- Si p(S) = 0 alors 0 est la seule valeur propres de S et comme S est diagonalisable, elle est nulle. Ceci montre
I’axiome de séparation.

- Soient S € S,(R) et 4 € R. Les valeurs propres de uS sont les puA pour A € Sp(S). Comme z +— |u|x
est croissante, le maximum des |u||A| est égal a |u| fois le maximum des |A|. Ainsi p(uS) = |u|p(S) et on a
I’homogénéité.



- Soient A, B € S,(R). On a alors Sp(A) C [—p(A), p(A4)] et idem pour B. On montre Comme plus haut que le
spectre de A+ B est dans [—p(A) — p(B), p(A) + p(B)] et donc p(A+ B) < p(A) + p(B). Ceci donne l'inégalité
triangulaire.

‘ p est une norme sur S,(R) ‘

IV - Quelques questions choisies

16. L’application x va de S,(R) dans R,[X]. Les espaces étant de dimension finie, le choix de norme n’importe pas
dans ’étude de continuité.
Les coefficients de x(S) sont des fonctions polynomiales de ceux de S et donc continues (ce qui est immédiat quand
on munit S,(R) de la norme infinie). Ainsi, les fonctions coordonnées de x (dans la base canonique de R,,[X]) sont
continues :

‘ Y est continue ‘

17. On se donne une suite (My),n & valeurs dans Sy, (R) qui converge vers M.
Si k € N, on note Ay = Spy (My) le spectre croissant de My, (c’est-a-dire le n-uplet croissant des valeurs propres de
M, dans lequel le nombre d’occurrences de chaque valeur propre coincide avec son ordre de multiplicité).
(a) L’application f: M € M,(R) — M7 est linéaire. Comme M,,(R) est de dimension finie, elle est continue.

En particulier, elle est continue en M et comme klim My = M, on a aussi :
—+00

lim f(My) = f(M)=M".

k—4o00

Or My, € Sp(R) donc f(My) =M, — M.
k—+o0

Par unicité de la limite, M7 = M, c’est-a-dire ‘ M € S,(R). ‘

(b) D’apres la question 15, 'application p est une norme sur M, (R).

L’inégalité triangulaire inversée nous donne :

VkeN, |[p(My)—p(M)| < p(My, — M).

Or lim My = M, donc lim p(Mj — M) = 0. Et par le théoreme d’encadrement, lim p(My) = p(M).
k—+o0 k—+o0

k—+o0

‘ la suite (p(My))ren est convergente. ‘

(c¢) La suite réelle (p(Mpy))ren est convergente, donc elle est bornée, en particulier majorée par un réel M.
En notant Ay, = (A1 k,..., Ank), o0 a

Vk €N, [|Ax] = max [Aix] < M
<i<n

On a ainsi ’ La suite (Ag)ke n est une suite bornée de R™. ‘

18. Comme M,,(R) est de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes, et le caractere borné de O, (R) ne dépend
pas du choix de cette norme.

On considére I'application g : (M,N) € My,(R) x M, (R) — M x N. Elle est bilinéaire. Comme M, (R) est de
dimension finie, elle est continue.

De plus, h: M € My, (R) — (MT, M) est linéaire, donc aussi continue.

Leur composée go h: M € M, (R) — MT M est donc continue.

Et comme {I,,} est une partie fermée de M, (R), on a donc :

On(R) = (g0 h)~'({I,}) est une partie fermée de M, (R).




Pour montrer que O, (R) est une partie bornée, on choisit la norme usuelle || ||oc.
Soit M = [mi,j]i,je[[l,n] € On(R)
Les colonnes de M forment une base orthonormée pour le produit scalaire usuel sur M,, ;(R) et donc :

n
Vi e [1,n], Zm?’j =1.
i=1

Tous les termes sont positifs et leur somme vaut 1, donc tous les termes sont majorés par 1.
Ainsi, Vi, j € [1,n], |m;;| < 1.

Par suite, ||M||cc = max _|m; ;| <1. On a donc démontré que :
ije[ln]

‘ O, (R) est une partie bornée de M,,(R). ‘




