
PSI 2023-2024
Lycée Châtelet

Devoir surveillé 7

le mercredi 21 février (14h-18h)

Les calculatrices, les téléphones portables et objets connectés (montres...) ne sont pas autorisés.

Applications du cours

1. Dans E = R2 on considère F =

{
(x, y) ∈ E, x ≤ 1− 1

4
y2 et x ≥ 0

}
.

(a) Représenter l’ensemble F.
(b) Démontrer que F est une partie fermée de E.
(c) F est-elle une partie ouverte ?

2. Soit A =

(
2 1/2
−3 −1/2

)
. Déterminer lim

n→+∞
An.

Problème

Dans ce problème, R[X] désigne l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels et Rn[X] celui des polynômes à
coefficients réels de degré inférieur ou égal à n.

On rappelle aussi la valeur de l’intégrale de Gauss :

∫ +∞

−∞
e−x

2
dx =

√
π = π1/2.

Les parties 1 et 2 sont indépendantes. Les parties 3 et 4 utilisent les résultats précédents.

Partie 1 : polynômes d’Hermite

On note w l’application de R dans R définie par : ∀x ∈ R, w(x) = e−x
2
.

Pour tout n ∈ N, on note alors Hn l’application de R dans R définie par :

∀x ∈ R, Hn(x) = (−1)nw(n)(x)ex
2
,

où w(n) désigne la dérivée n-ième de w. En particulier, H0(x) = 1.

1. Calculer pour tout x ∈ R, H1(x), H2(x) et H3(x).
2. Montrer que pour tout n ∈ N et pour tout x ∈ R on a :

Hn+1(x) = 2xHn(x)−H ′n(x).

3. En déduire que pour tout n ∈ N, Hn est une fonction polynomiale et déterminer son degré et son terme dominant.
4. Étudier, en fonction de n, la parité de Hn.

Partie 2 : un produit scalaire sur R[X]

Pour tous P,Q ∈ R[X], on pose 〈P |Q〉 =

∫ +∞

−∞
P (t)Q(t)e−t

2
dt.

Pour P ∈ R[X], on note ‖P‖ =
√
〈P |P 〉.

5. Justifier l’existence de 〈P |Q〉 pour tous P,Q ∈ R[X].
6. Démontrer que (P,Q) 7−→ 〈P |Q〉 définit un produit scalaire sur R[X].
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7. Pour n ∈ N, on pose In =

∫ +∞

−∞
tne−t

2
dt = 0.

(a) Que valent ‖1‖ et 〈X|1〉 ?
(b) Démontrer que pour tout n ∈ N, I2n+1 = 0.

(c) Démontrer que ∀n ∈ N, I2n+2 =
2n+ 1

2
I2n.

(d) En déduire l’expression de I2n à l’aide de factorielles.

8. On note F le sous-espace vectoriel des polynômes pairs, et G celui des polynômes impairs.
Démontrer que F ⊥ G.

9. Orthonormaliser la famille (1, X,X2) par le procédé de Gram-Schmidt.
On notera (P0, P1, P2) la famille obtenue.

10. Déterminer inf
(a,b)∈R2

∫ +∞

−∞
(t2 − a− bt)2e−t2dt.

Partie 3 : construction d’une base orthonormée de Rn[X].

Dans cette partie, Rn[X] est muni du produit scalaire introduit dans la partie 2. On travaille avec les polynômes de
Hermite Hk défini dans la partie 1.

11. Démontrer que pour tout P ∈ R[X] et pour tout ∈ N∗, on a

〈P ′|Hn−1〉 = 〈P |Hn〉.

12. En déduire que pour tout n ∈ N∗ et pour tout P ∈ Rn−1[X], on a 〈P |Hn〉 = 0.
13. Montrer alors que la famille (H0, H1, . . . ,Hn) est orthogonale.
14. Soit n ∈ N.

(a) Montrer que ‖Hn‖2 = 〈H(n)
n |H0〉.

(b) En déduire la valeur de ‖Hn‖ et une base orthonormée de Rn[X].

Partie 4 : un endomorphisme symétrique

Soit n ∈ N∗. On considère l’application f définie par

∀P ∈ Rn[X], f(P ) = −P ′′ + 2XP ′ + P.

15. Montrer que f est un endomorphisme de Rn[X].
16. (a) Démontrer que pour tous P,Q ∈ Rn[X], on a 〈P ′|Q′〉 = 〈f(P )|Q〉 − 〈P |Q〉.

(b) En déduire que f est un endomorphisme symétrique de Rn[X].
17. (a) Calculer f(H0) et f(H1).

(b) Soit k ∈ {0, . . . , n}. Démontrer que H ′k+1 = Hk + f(Hk).
(c) Démontrer par récurrence que pour tout k ∈ {0, . . . , n}, on a f(Hk) = (2k + 1)Hk.
(d) Déterminer enfin une base orthonormée de Rn[X] formée de vecteurs propres de f.
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Exercice 1

Soit n un entier supérieur ou égal à 2.
On désigne par Sn(R) l’espace vectoriel des matrices symétriques réelles.
Dans tout l’exercice, E est l’espace vectoriel euclidien usuel Rn dont le produit scalaire est noté 〈 , 〉.
Soit C = (e1, . . . , en) une base orthonormale de E.

1. Soit A ∈ Sn(R). Montrer l’équivalence des trois propositions suivantes :

(i) ∀X ∈Mn,1(R), XTAX > 0
(ii) ∀λ ∈ Sp(A), λ > 0
(iii) ∃B ∈ Sn(R) telle que A = B2.

On dit dans ce cas que la matrice A est symétrique positive et on note S+n (R) l’ensemble de telles matrices.
2. Soient J la matrice de Mn(R) dont tous les termes sont égaux à 1 et α un réel. On pose M = −J + (α+ 1)In où
In est la matrice de l’endomorphisme identité de E.

(a) Déterminer les éléments propres de J . En déduire ceux de M .
(b) Pour quelles valeurs de α a-t-on M ∈ S+n (R) ? Montrer qu’alors rg(M) > n− 1.

3. Soient A ∈ S+n (R) et a l’endomorphisme de E dont la matrice dans la base C est A.

(a) Justifier l’existence d’une base orthonormale B = (u1, . . . , un) de E constituée de vecteurs propres de l’endo-
morphisme a.

On notera pour tout i ∈ [[1, n]], λi la valeur propre associée au vecteur propre ui.
(b) Soit b l’endomorphisme de E défini par : ∀ i ∈ [[1, n]], b(ui) =

√
λiui.

Justifier que b est un endomorphisme symétrique.
(c) Démontrer que : Ker(a) = Ker(b).

4. Soit A = (ai,j) ∈ S+n (R) telle que : ∀ (i, j) ∈ [[1, n]]2, (i 6= j =⇒ ai,j < 0).
a est toujours l’endomorphisme de E dont la matrice dans la base C est A et b l’endomorphisme de E tel que
défini à la question 3.(b).

(a) Pour tout i ∈ [[1, n]], on pose zi = b(ei). On va montrer que la famille (z1, . . . , zn−1) est libre.

Dans ce but, on considère des scalaires (γi)i∈[[1,n−1]] tels que

n−1∑
i=1

γizi = 0.

i. Montrer que l’on a aussi :

n−1∑
i=1

|γi|zi = 0.

ii. En utilisant le produit scalaire

〈
n−1∑
i=1

|γi|zi , zn

〉
, conclure.

(b) Prouver que : rg(A) > n− 1.

Exercice 2

Présentation générale

On se propose ici d’étudier certaines propriétés des matrices antisymétriques réelles. Après avoir étudié un exemple
en dimension 2, on utilise les matrices antisymétriques pour paramétrer un sous-ensemble de matrices orthogonales.

Notations

R désigne l’ensemble des réels et Mn(R) l’ensemble des matrices carrées d’ordre n à coefficients réels. On note In la
matrice identité d’ordre n.
Pour tout entier n > 0, on désigne par An(R) l’ensemble des matrices antisymétriques réelles de taille n et par On(R)
celui de matrices réelles orthogonales de taille n. Le groupe spécial orthogonal est constitué des matrices orthogonales
de déterminant 1.
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Partie I - Un exemple en dimension 2

1. Soit t un réel et soit A =

(
0 t
−t 0

)
. Déterminer les valeurs propres complexes de A.

2. Calculer R = (I2 +A)(I2 −A)−1 et montrer que R est une matrice du groupe spécial orthogonal.

3. Pour tout réel θ ∈ R \ πZ, on note Rθ =

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
. Calculer M = (I2 +Rθ)

−1(I2 −Rθ).

Partie II - Matrices antisymétriques et matrices orthogonales

Dans ce qui suit, n désigne un entier > 0.

4. Soient B,C ∈Mn(R). Montrer que si C est inversible et BC = CB, alors BC−1 = C−1B.
5. Soit A ∈ Mn(R) une matrice antisymétrique. Soit λ une valeur propre complexe de A et X ∈ Cn un vecteur

propre associé. En calculant de deux façons
(AX)TX

Montrer que λ est un complexe imaginaire pur (éventuellement nul).
6. Déduire de la question précédente que si A est antisymétrique réelle, alors In +A est inversible et

(In −A)(In +A)−1 = (In +A)−1(In −A)

Montrer que R = (In +A)−1(In −A) est une matrice orthogonale.
7. Calculer le déterminant de R.
8. Soit R une matrice orthogonale telle que In +R soit inversible.

Démontrer que la matrice A = (In +R)−1(In −R) est antisymétrique.
9. On suppose ici que n = 3 et que R3 est muni de sa structure euclidienne orientée par la base canonique. Soit r une

rotation d’angle θ ∈] − π, π[ autour d’un axe orienté par un vecteur u de norme 1 et soit R ∈ O3(R) sa matrice
dans la base canonique.
Montrer qu’il existe une matrice antisymétrique A ∈M3(R) telle que

R = (I3 +A)−1(I3 −A)
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