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Probléeme
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I. Fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle

I.A - Premieéres propriétés
Dans cette sous-partie, X est une variable aléatoire réelle discrete.
1. Soit t € R.

Un corrigé de L. Carrot

Comme z + €% est définie sur R, donc sur X (£2), & valeur dans C, et comme X (£2) est fini, d’aprés le théoréme

de transfert admis (cas fini), eX a une espérance et

r
(Z)X (t) ZtX Z eztka _ xk) _ Z akeitzk.
k=1

2. Soit t € R.

Comme x — €% est définie sur R, donc sur X (), & valeurs dans C, d’aprés le théoréme de transfert admis (cas

n)| = ZP x,) converge

dénombrable), X admet une espérance si et seulement si Z e P(X = z,,) converge absolument.
n>0
Or, pour tout n € N, |[e®*P(X = z,)| = P(X = , donc Z e'ten P(X
n>0

par définition de probabilité (et sa somme vaut P(w) = 1), donc Z e p(X =

n>0
itX

d’apres le théoreme de transfert, e admet une espérance et

+o0

ti ity _ itxy,

ox(t) = Ze P(X n)—Zane .
n=0

3. e Cas fini, avec les notations de la question 1
T

ox :t— E ape™* est continue comme somme finie de fonctions continues.

k=1
e Cas infini, avec les notations de la question 2

Posons, pour tout n € N, f, : t — a,e’® . Alors :
— Pour tout n € N, f,, est continue sur R.
— Pour tout n € N, pour tout ¢t € R,
()] = | ap| = |an],

done [|fulloe = lan| = P(X = ).

n>0
x,) converge absolument, donc,

Par suite, comme Z | frlloo = Z P(X = z,) converge (et sa somme vaut 1), Z fn converge normalement,

n>0 n>0
donc uniformément, sur R.
+oo

D’ou, d’apres le théoreme de continuité sous le signe somme, ¢x = E fn est continue sur R.

n=0
4. Soit a et b deux réels et Y = aX +b.
Pour tout ¢ € R,

exp(itY) = exp(it(aX + b)) = exp(itaX) exp(ith).

Or exp(ith) € C, donc, par linéarité de I'espérance,

oy (t) = E(exp(itY)) = E(exp(ith) exp(itaX)) = exp(ith) E(exp(itaX)) = exp(itb)px (at).



5. Pour tout t € R, —t € R, donc ¢x(—t) existe et

bx(—t) = E(e ) = E <eitX) = E(@X) = ¢x(0).
Comme ¢x est définie sur R, pour tout x € Dy, —x € Dy, , donc

¢x paire & Vt €R,  ¢x(—t) = dx(t)

SVteR, ¢x(t) = ()
<Vt e R, qbX(t)
< ox(R) C R

I.B - Trois exemples

6. Si X < B(n,p), alors X(2) = [0,n] est fini et, pour tout k& € [0,n], P(X = k) = (Z)pkq”*k, donc, d’apres la
question 1,

n

VteR, ox(t Ze”kpx k:iez <> —k
k=0

=0

“Egore

0

o

k
= (peit + q)n (d’apres le binome de Newton).

7. Si X < G(p), alors X () = N* est infini et, pour tout n € N*, P(X = n) = pg"~!, donc, d’apres la question 2,

+oo
VteR, o¢x(t)= Z empP(X Zpe (gt
n=1
. 1 . .
= peztl—iqe“ (série géométrique de raison e’ oti |ge| = ¢ < 1)
peit
T 1o geit’

—AAn
8. Si X — P(A), alors X(2) = N est infini et, pour tout n € N, P(X =n) = — donc, d’apres la question 2,
n!

VieR, ox(t Z emp(X

= e exp(Ae')  (série exponentielle)
— exp(A(eit — 1))

I.C - Image de ¢x
9. Pour tout t € R,

ox ()l =] > TP(X =2)

< Z le®P(X = z)| (inégalité triangulaire généralisée)

ou toutes les sommes sont soit finies, soit convergentes.



2
10. S’il existe a € R et ty € R* tels que X(Q2) C a+ t—WZ, alors pour tout x € X (), il existe k; € Z tel que z = a+
0

11.

12.

13.

donc
2
exp(itoxr) = exp (ito <a + :k)) = exp(itpa + 2iwk,) = exp(itpa) exp(2ink,) = exp(itpa),
0
donc
ox(to) = exp(itox)P(X =) = exp(itpa) P(X = x)
2€X () 2EX(Q)
= exp(itpa) Z P(X = x) = exp(itpa),
zeX ()

donc |px(to)| = 1.
Comme |¢x(tg)] = 1, il existe 6 € R tel que ¢x(ty) = €.

Posons alors a = . & 0 = atg (possible car ty # 0).
0
On a alors
+oo
¢x (to) = Z ane™ = exp(itoa),
n=0
donc
+o00
exp(—itoa)¢x (to) = Z an exp(i(toxy, — toa)) = 1.
n=0

+oo
Comme Zan = Z P(X =z,)=1,0ona

n=0 Tn€X(Q)
+00 too
Z ap, exp(i(toxy, — tpa)) = Z Qs
n=0 n=0

soit, en regroupant tout le monde du méme coté,

“+o00

Z Qn (1 - exp(i(toxn - toa))) =0,

n=0
donc, en passant a la partie réelle, on a bien

—+00

Z an (1 — cos(tox, — toa)) = 0.

n=0
Pour tout n € N, a,, > 0 et 1 — cos(tozy, — tpa) > 0, donc a, (1 — cos(tox, — tga)) > 0.
2
S’il existe ng € N tel que ap, # 0 et x,, € a + t—WZ, alors
0
toxn, — toa € 2Z, donc  cos(tox, — tpa) < 1,

donc ay, (1 — cos(toxy, — tpa)) > 0.
On aurait alors

+00 +oo
Z an(1 — cos(toxn — toa)) = any (1 — cos(toxn, — toa)) + Z an(1 — cos(tox, — toa)) > 0,
n=0 >0 e >0

ce qui est exclu d’apres la question précédente.
2T
D’ou, par I’absurde, pour tout n € N, a,, =0 ou z,, € a + t—Z.
0

2
ik’
to



14. On a donc

P<X¢a+ijz> = f P(X = z,)

neN
Tn&a+ %Z

“+oo —+00
= E an = E 0=0,
neN neN
mnga-ﬁ-%—gz mnga"r%z

2 2
doncP<Xea+t”Z>=1—P<X¢a+t”z) =
0 0

I1. Fonction caractéristique et loi d’une variable aléatoire

II.A - Premiére méthode

Remarquons déja que, pour tout m € R et tout T € R, V,,(T") existe comme intégrale d'une fonction continue sur un
segment.

II.A.1.
15. Pour tout T' € R*_,

Il
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k=1
Or, pour tout a € R,
1 [e”a} r . T —iT
T — | = sia#0 et —eTta .
o7 e dt = 21T 219 -T =7 2iar M 70 _ sinc(T'a),
-T / dt sia=0 1 sta=0
or | 4

donc
- ak T it(xr—m)
Vin(T) = 1 ZT/ e\ TR g agsine(T(xy, —m)).

borné
A
sin x
16. e Pour tout = # 0, sinc(z) =

Tr x—too 0.
e Sim € X(Q), alors il existe ¢ € [1, 7] tel que m = z; et, pour tout k # i, x) # x;, donc x # m.
On a alors, pour tout 7" > 0,

k=1
T ¢0
——
= a;sinc(0) + Zak sinc (T (zx, —m)) — a;+0=a; =P(X =z;) = P(X =m)
T—4o00
1127:&1 —+o0




e Sim ¢ X(Q), alors P(X =m) =0 et, pour tout k € [1,7], z # m.
On a alors, pour tout T' > 0,

: 2
T)= Zak sinc (T (z, — m)) T—>—+>oo 0=P(X =m).
—Fo0

e Dans tous les cas, on a bien V,,,(T) T—+> P(X =m).
—+o0

I1.A.2.
17. Pour tout T € Ri,

1 TR T £
Vm(T) — 2T/T (Z anezta:n) e~ imt gy — Z (CL ezt(xn m)) dt.
- n=0

Posons, pour tout n € N, hy, : t € [=T,T] = a,e™@=™). Alors :
— Pour tout n € N, h,, est continue sur [T, T.
— Pour tout n € N, pour tout ¢t € [T, T],

()] = |e""" an| = |an],
~T,T
done [|hn [T = |an] = P(X = 2p).
Par suite, comme Z thHLgTT Z P(X ) converge (et sa somme vaut 1) Z h,, converge normale-
n>0 n>0 n>0

ment, donc uniformément, sur [—7, 7.

D’ou, d’apres le théoreme d’interversion g / / en cas de convergence uniforme sur un segment,

T +<><> A
m 2T/ Z an ezt(:vn m)) _ QTZ </ zt(:vn—m)> dt

n=0

18. e Pour tout n € N, g, est continue sur R*} = D, par opérations sur les fonctions usuelles.
-m

h

x
e Si x,, = m, alors, pour tout A > 0, g,(h) = aysinc < n > = apsinc(0) = a, h—>0 ayn, donc g, est prolongeable
—

par continuité en 0 en posant §,(0) = ay,.
-m

h

—+oo

T
e Si x,, # m, alors, pour tout h > 0, g,(h) = apsinc ( n ) h—>0 0, donc g, est prolongeable par continuité en
%

0 en posant §,(0) = 0.
e Dans tous les cas, la fonction g, se prolonge bien en une fonction g, définie et continue sur R;.

19.  — Pour tout n € N, gy, est continue sur R,.



— Pour tout n € N, pour tout t € R, si £ > 0,

sinc (azn }; m) P(X =)

et, pour t = 0, 'inégalité reste valable vu le prolongement fait a la question 18.
On a donc ||gnllss < P(X = xy,).

Or ZP(X = ) converge (et vaut 1), donc, par comparaison des séries a termes positifs, Z |G ||t

‘gn(t)’ = < P(X = 3771)7

n>0 n>0
converge, donc Z Jn converge normalement, donc uniformément, sur R,.
n>0
+oo
D’ou, d’apres le théoreme de continuité sous le signe somme, G = Z Jr, est définie et continue sur R.
n=0

20. Pour tout T" > 0,

0 :
Or g,(0) = {a zi Z 7_& zn (d’apres la question 18), donc,
n - n

— Sim € X(Q), alors il existe i € N tel que m = x; et, pour tout n # i, x, # z;, donc z, # m.
On a alors

+00
lim Vin(T) =Y 3a(0) = Gi(0) + > §n(0)
n=0 nzov
) =0
n#i
— Sim ¢ X(Q), alors P(X = m) =0 et, pour tout n € N, x,, # m.
On a alors

Dans tous les cas, on a bien V,,,(T) — P(X =m).

I1.A.3. Application

I ‘
21. Notons, pour tout m € R, pour tout 7' > 0, W,,,(T") = 2T/ py (t)e "™ dt.
-T

Alors, d’apres ce qui précede (appliqué a la variable Y, qu’elle soit finie (question 16) ou infinie (question 20)), on
a

Jlim W, () = P(Y = m).

Or, ¢x = ¢y, donc, pour tout T > 0,
Wn(T) = - /T Py (e "™ dt = L / ’ ¢x (t)e™™dt = m) = Vi (T)
m _2T 7TY € _QT 7TX € =m)=Vm )

6



donc
li T)= 1l T)=P(X =
T oo Win(T) T oo Vin(T) ( m)
(que X soit finie ou infinie d’apres les questions 16 et 20).
D’ou, par unicité de la limite, on a P(X =m) = P(Y =m).
Ceci étant valable pour tout m € R, X et Y ont la méme loi.

II.B - Deuxiéme méthode

oo p
22. Pour tout z € C, e* = Z Z—‘, donc, pour tout t € R*, comme ita € C et ith € C, on a :
n!
n=0
" (t) B eitb o eita B 1"5:’0 (th)n ‘fi:’o (ita)”
GO T e 2t n! n!
gy Gy
1 it ita
= — (1 AR T N
i (1 - S
n=1 n=1
1 f (ith)" — (iat)" *f (ith)" — (iat)"
20t n! = n!(2it)
B i’f b(ib)"" — a(ia)" ™ 1 _ ff b(ib)" — alia)" ,
I 2 x n! B 2% (n+1)!

et cette égalité est encora valable pour ¢ = 0 car

X b(ib)" — a(ia)” ., b(ib)° — a(ia)® b—a
2 ox el U T axn 2 = Kap(0)-

n=

X b(ib)" — alia)

On a donc, pour tout t € R, Kq(t) = Z 3% (1) t", donc K, est développable en séries entieres sur R,

n=
donc elle est de classe C* sur R.

23. @ SiN =0, Fy : 2 — 0, donc F)(z) = 0 = 0 X sinc(0x), donc I'égalité est vérifiée.
e Soit & présent N € N* et posons f : (z,t) € R x [N, N| — K, ,(t).
— Pour tout z € R, t — f(z,t) = K, ,(t) est continue sur le segment [N, N| (d’apres la question précédente),
donc intégrable sur [-N, N].

— Pour tout t € [N, N|\ {0}, z — f(x,t) = K, (t) = est de classe C! sur R et, pour tout z € R,

(pour tout t € [-N, N\ {0}) 2it
of N eite

Pour t =0, z — f(2,0) = K,,(0) = T~ % est de classe C! sur R et, pour tout x € R,

of, 1

af 27,1517 jr S]' t / ()
( ? ) { /

t— == ,
ox 1/2 sit=0

et cette fonction est continue par morceaux sur [—N, N] (car lim+ e /2 et lim €' /2 sont finies (et valent
t—0 t—0~
1/2).

en fait, on a méme la continuité, mais ce n’est pas utile ici.



24.

25.

26.

— Pour tout z € R, pour tout ¢t € [N, N|,

of

ax(x,t)‘ = — =p(t) (valable aussi pour ¢t = 0),

2

ou ¢ est intégrable sur [N, N] (car constante sur un intervalle borné).

N
D’ou, d’apres le théoreme de dérivation des intégrales a parametres, Fiy : x — / f(z,t)dt est de classe C! sur R
—-N

et, pour tout = € R,

Fy(e)= [ (e t)dt= 4 [ 2]y = Nz TF7 Y = Nsine(Na).
e N siz=0 Nsinc(0) stz =0

K, est la fonction nulle, donc F,(a) = 0.
Par suite, comme F) est continue sur [a, b], on a

N b b
/N Ko p(t)dt = Fp(b) = F(b) — Fr(a) = /a F) (z)dx = /a Nsinc(Nzx)dzx.

Posons alors le changement de variable s = Nx. ce changement de variable est de classe C! sur [~N, N] et on a

1
dx = Nds, donc

N b Nb
/ Ko p(t)dt :/ Nsinc(Nz)dx :/ sinc(s)ds.
_N a

Na

1
e La fonction sinc est continue sur [0, 1], donc / sinc(s)ds existe.
0

1
e Posons /(s) = sin(s), u(s) = —cos(s), v(s) = -, v'(s) = ——.
s s
u et v sont de classe C! sur [1, +ool.
borné
u(s)v(s) = _cos(s) — 0.

S Ss—+00

+oo +oo +oo +oo COS(S)
D’ou, par intégration par partie, / sinc(s)ds = / u'(s)v(s)ds et / u(s)v'(s)ds = / 5 ds sont de
1 1 1 1 §

meéme nature.

cos(s 1 1
Or, pour tout s > 1, (s) = 0 — |, et, comme s — — est intégrable sur [1,+oo[ (Riemann et 2 > 1),
52 s—+oo \ §2 52
+o00
cos(s cos(s
par comparaison, s — 5 ) est aussi intégrable sur [1,+oc[, donc, en particulier, 5 )ds converge, donc
s s
+oo
/ sinc(s)ds converge.
1 .
e On a donc bien établi la convergence de / sinc(s)ds.
0
e la fonction sinc est paire, donc on a, par parité,
0 T 400
/ sinc(s)ds = = et / sinc(s)ds = 7.
—00 2 —00
Pour tout (a,b) € R? avec a < b, on a :
N Nb Nb Na
/ Ko p(t)dt = / sinc(s)ds = / sinc(s)ds — / sinc(s)ds.
_N Na Chasles J( 0
Or, sic >0,
Nc 400 T
/ sinc(s)ds — sinc(s)ds = = (par définition d’une intégrale convergente),
0 N——+oo 0 2



sic=0,

Nc 0
/ sinc(s)ds :/ sinc(s)ds=0 — 0,
0 0

N—+o0
et, si ¢ <0,

Nc —00 T
/ sinc(s)ds — sinc(s)ds = ——,

donc, en distinguant les différents cas possibles (on a b > a), on a

0 sia>0etb>0

N Nb Na 0 sia<0etb<0

/ Ko p(t)dt = / sinc(s)ds — / sinc(s)ds — /2 sia=0etb>0.
~N 0 0 N—+oo

/2 sia<0Oetb=0

™ sia<0etb>0

27. Reprenons les notations de la question 1.
Pour tout N € N*,

1 [N 1 (N[ .
/ dx (—t)Kop(t)dt = / ape” ) K, (t)dt
TN TJ-N \}=1

r N
1 .
= Z ag </ e”x’“Ka’b(t)dt) (par linéarité de 'intégrale)

T 1 N
= ak </ Ko sy by, (t)dt) (par définition de K)
T J-N
1

Ora—uxp #0et b—x, # 0, donc, d’apres la question précédente,

1 [N 1 sia—zp<0etb—zp >0 a<zp<b
/ Kaka,bf:pk (t)dt — . ’
T™J_N N—+oco |0 sinon

donc

T

1 [N 1 [N
/ dx (—t)Kqp(t)dt = ay (/ ) G— (t)dt) (par définition de K)
T™J_-N ™ J_N

k=1
. 1[N . 1N
= ak (/ Ka—wk,b—xk (t)dt> + Z ag (/ Ka—mmb—xk (t)dt>
k=1 TJ-N k=1 T™J-N
xke}avb[ xkg]avb[

T T
— E ap x 1+ E ar X 0 (combinaison linéaire (finie) de limites finies)
N—+o0
k=1
€la,b

k=1
) [ Ikg]a,b[

— Z P(X =x3) = Pla< X <b).

k=1
T G}(l,b[

II1. Régularité de ¢x

II1.A -
28. e Soit j un entier tel que 1 < j < k.



— Si |z| <1, alors 2] <1< 1+ |zfk.
— Si|z| > 1, alors |z < |zF <1+ |zfF.
On a donc bien, pour tout z € R, |zf <1+ |z|F
e Pour tout n € N, |2, P(X = x,,)| = |2,/ P(X = 2,) < P(X = 2,) + |2, |FP(X = z,).

Or Z P(X = x,) converge (et vaut 1) et Z |2p|*P(X = z,,) converge d’apres le théoréme de transfert (car X a
n>0 n>0
un moment d’ordre k), donc Z P(X = x,) + |2,/ P(X = z,,) converge (comme somme de séries convergentes),
n>0
et, finalement, d’apres le théoréme de comparaison des séries a termes positifs, Z ]a:{lP(X = xp,)| converge, donc
n>0

Zm{bP(X = z,) converge absolument, donc, d’apres le théoréme de transfert (cas infini), X7 a une espérance,
n>0
donc X a un moment d’ordre j.

29. D’apres la question 2, pour tout ¢ € R,
—+00

ox(t) = e P(X = mz,).
n=0
Posons & nouveau, pour tout n € N, f, : t € R e P(X = x,).
— Pour tout n € N, f, est de classe C* sur R par opérations sur les fonctions usuelles et

VieN, VteR, fOt) = (iz,)e®™ P(X = x,).

— Z fn converge simplement (car uniformément d’apres la question 3) sur R.
n>0
— Pour tout j € [1, k], pour tout n € N, pour tout t € R,

FD @) = Jizy [ . P(X = 2,) = 2o P(X = 1),

donc || £]loc = [wnl P(X = ). |

D’ou Z 1fD] oo = Z |z, [? P(X = x,) converge (d’apres la question précédente), donc ZfT(l]) converge
n>0 n>0 n>0

normalement, donc uniformément, sur R.

D’oti, d’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme, ¢x est de classe C* sur R et, pour tout ¢ € R, pour
tout j € [1, k],

“+o0o
Z F4) Z (ixy ) e P(X = x,,).
n=0
30. Par suite,
—+o00 ' 00
0 (0) = (izy)F e P(X = 2,) = i* Y 2k P(X = x,) = * B(X"),
n=0 n=0

donc E(X*) :f’“qﬁﬁ';)(O) (—i) ¢(k)( 0).

II1.B -

31. Comme ¢x est de classe C? sur R, donc en 0, elle admet un développement limité & 1’ordre 2 en 0 sous la forme :

2
6x(t) = 6x(0) + 6 (0) + S F% (0) + o().

Par suite, comme h — 0, on a, pour tout A > 0,

2 2
00 = gy (20000 = (000 + 200 0) + 0% 0) 4 0(12)) — (0x(0) = 2005 0) + 2505 0) + o(87)) )
4;2< ARG (0) + oh?)

= — 6% (0) +o(1) = ~6%(0).

10



32. A l’aide de la définition de ¢x, on a, pour tout h > 0,

1 = ) = . I .
f(h) _ m (2 Z anezO o Z ane27,h:cn - Z ane—Qthn>
n=0 n=0 n=0

1 = . ) +00 a ‘ ‘
= T}LQ Z an(Z _ BZzhxn _ 6—2zhzn) — Z 747;2(€zhzn N e—zhxn)2
n=0 =0
f N e ? f sin2(hxn)
= - - - _ o S\ )
h? 21 n h2
n=0 0
33. e Pour tout n € N,
) 9 9
sin“(hz hz )2 + o(h
anl,(ﬁn) = an(n)h2(> = an.%i + 0(1) h:)O anx%_

e Pour tout N € N,
N N .
2 _ ) sin?(hay,)
D any = fm B an ==
n=0 n=0

comme somme finie de limites finies.
sin?(hay,)

02 >0,o0n a

Or, comme pour tout n € N, a,

N .92 —+o00 )
sin®(hay,) sin®(hay,)
jzzan“‘zz‘ﬂ* < Eiiang——7;rli—=:f<hx
n=0 n=0
donc, en passant a la limite quand A — 0 dans cette inégalité (les deux limites existent), on a :

N N .92
Z%ﬁﬁmZ%%ﬂ@<MWM:%W
= s h?2 T h=o0

N

e La suite des sommes partielles (Z anﬁl) est donc majorée. De plus, elle est croissante (car a,z2 > 0 pour
n=0 neN

tout n € N), donc elle converge.

Par suite, E anmi converge, donc converge absolument (série a termes positifs), donc, d’apres le théoreme de
n>0
transfert, X2 admet une espérance, donc X admet un moment d’ordre 2.

II1.C -
+o0
34. Si a = 0, alors on a E(X%) = inkP(X = x,) = 0, donc, comme une somme de terme positifs est nul si et
n=0
seulement si chaque terme est nul, on a :

VneN,z?*P(X =2,) =0 VneN,z, =0 ou P(X =z,) =0.

+oo
Or Z P(X = xz,) =1, donc il existe ng € N tel que P(X = ng) # 0, donc on a x,, = 0.
n=0

Comme les x, sont deux a deux distincts, on a alors z, # 0 pour tout n # ng, donc P(X = x,) = 0 pour tout

n # ng.
+o0o

En ré-utilisant ZP(X = z,) = 1, on obtient alors P(X = x,,) = 1.
n=0

La variable X est donc une variable quasi certaine égale a x,, = 0.
Et, par suite, dans ce cas, X admet des moments de tout ordre, et ils sont tous nuls.
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35. o Une telle variable Y existe car, pour tout n € N, P(Y = z,,) > 0 et

00 +o00
Z P(Y =uz,) = Z % =— Z anx?F = (X%) (par le théoréme de transfert).
n=0

e Pour tout ¢ € R,

_1)k I 4 _1\k
¢Y t— Z eltan Z eltﬂ?n — ( 1) Z(Z‘xn)Zk’eztxnan — ( ]‘) g?k) (t)

(6 (6%
n=0 n=0

ou la derniere égalité est justifiée par la question 30, dont les hypotheses sont vérifées.

(= ) L7 ),

On a donc ¢y =

e Or ¢x est supposée de classe C%*2 donc ¢g?k) est de classe C? sur R, donc ¢y est de classe C? sur R.
36. Comme ¢y est de classe C? sur R, Y admet un moment d’ordre 2 (d’aprés la question 33).

D’ou, d’apres le théoreme de transfert, la série inP(Y = x,) = éZan:cik“ converge absolument, donc,
n>0 n>0

toujours d’apres le théoreme de transfert, X252 a une espérance, donc X a un moment d’ordre 2k + 2.

37. Montrons le résultat par récurrence sur k, en notant H Ry, la propriété a démontrer.

Initialisation : Pour k = 1, si ¢x est de classe C?, alors X a un moment d’ordre 2 d’apres la question 33.

On a donc bien HR;.

Hérédité : Soit k € N* et supposons H Ry, vérifiée.

Supposons alors ¢x de classe C2F+2.

Comme ¢x est de classe C?*, X admet un moment d’ordre 2k d’apres HRy,.

On a donc ¢x de classe C%*2 et X admet un moment d’ordre 2k, donc, d’apres les question 34 et 36 (cas a = 0

et @ # 0), X admet un moment d’ordre 2k + 2. On a bien H Ry1.

Conclusion : D’ol, par récurrence, pour tout k € N*, si ¢y est de classe C2* sur R, alors X admet un mement

d’ordre 2k.

IV. Développement en série entiere de ¢x

IV.A - On suppose que X () est fini et on reprend les notations de la question 1.

+0o0 +oo .

, ita 1a)"

38. Pour tout a € R, t s ¢ = g (ita) = E (ia) t" est développable en série entiere sur R. Par suite, ¢x : t —
= n! = n!

T
g ape"* est développable en série entiere sur R comme combinaison linéaire de fonctions développables en série

k=1
entiere et, pour tout ¢t € R,

r
Z o




IV.B -

39. La fonction 1 : t — €™ est de classe C* sur R et
Vk e N, vt e R,¢p®) (1) = ike,

D’ou, d’apres le théoreme de Taylor-reste intégral appliqué a 1 entre 0 et y, on a :

n (k) Y _\n
o =vi =3 kfo)y’w [ s g

_Z / ( ;‘t) 1/)<n+1)(t)dt.

On a donc, pour tout y > 0,
P el 7)Y A (T K
eV — Z X ; ) (t)dt

- n!
k=0
Y
<)
0

Y — " Y — )" .
= [MEE = [T (ear o) =it = 1)

k

(y—t)"
n!

¢("+1)(7§)‘ dt (inégalité triangulaire généralisée avec y > 0)

:[_(y—t)"+1:|y: yn+1 _ ‘y’n+1
m+D)! |, @+ (n+1)!

et, pour tout y < 0,

e —

/ "H)(t)dt’

kO

”H)(t)’ dt (inégalité triangulaire généralisée avec y < 0)

L
- [ e = [ ) = e =
y y n

!

[(t )n+1:| _ (_y)n+1 _ ’y‘n+1
(n+1)! n+1)!  (n+1)I

On a donc bien, dans tous les cas, I'inégalité souhaitée.

40. Pour tout t € [—R R] pour tout K € N,
e’ e

K (it k . +o00 . K (’Lt)k 400 i
=2 BN =D ane™ =3 S0 ) anay
k=0 n=0 k=0 ~ n=0
+o0 +oo K (’Lt)
S aen - Sa, >
n=0 n=0 k=0
+o0 K . k
t
S (v 5|
n=0 k=0
+00 K . k
t
<3y et = - U
n=0 k=0
+o0 |t.’En|K+1
<
T (K )
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K+1 1t
W Z an |z, | converge (car X a un moment d’ordre K + 1), et cette convergence

justifie a posteriori la convergence de la série de la ligne précédente.
On a donc

ou cette série, qui vaut

i\ k

K
_Z (zt' E(Xk

k=0

+o0 |t$ |K+1

) Szanﬁ

n=0
|t|K+1 +oo

T (K1) Za”‘$”’K+1
|t|K+1
T (K+1)
RK+1 (K+1)K+l
<eK+1(K—|—1)! RK+1

E(|X|5*Y)  (d’apres le théoreme de transfert)

> (par hypothese sur E(|X|") et t)

K+1
=0 (K +1) (formule de Stirling)

K+1
eh+1 <K+ 1) 2n(K 1 1)
e

o L) L,
o2n(K +1) ] K—+oo

donc, d’apres le théoreme des gendarmes,

li E(X
K%H}rloo ¢X k' 0’
k=0
K
k
| , donc Z k:' E(X") converge et
=0 k>0

L B(XY) = 6x(0).

14



