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Probléme 1
a partir de CCINP PC 2023

a partir d’un corrigé de G. Hannachi

Partie I - Préliminaires
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Modélisation

Soit n € N*.

e X, représente le nombre de cases dont le pion se déplace a I’étape n..

e S, représente le nombre de cases total dont le pion s’est déplacé a 'étape n, c’est-a-dire la position du pion a
Iétape n puisqu’au départ il est a lorigine (Sy = 0).

La variable aléatoire T représente < le temps d’attente > pour dépasser A, c’est-a-dire le nombre d’étapes nécessaire
pour que le pion atteigne ou dépasse la case numérotée A.

Calcul de la somme d’une série entiére

Montrons par récurrence sur p € N que que f®) existe sur | — 1,1[ et que :

Vel -1,1], fP(z)= (1_]3;);)“-

Initialisation : p = 0. C’est la définition de f.
Hérédité : Soit p € N quelconque fixé, supposons la propriété vraie au rang p.

On a alors ) qui est dérivable sur ] — 1,1[ comme fonction rationnelle & dénominateur non nul, ainsi :

(p+1)!

FED (@) = (FOY(2) = Lpi(1 — &) @D = pl(—1)(=(p + 1))(1 — )@+ — 1 -2

Conclusion : Par principe de récurrence le résultat est vrai pour tout p € N.

n
Soit p € N. Posons pour tout n > p, a, = < ) > 0.
p

Les coefficients étant tous non nuls nous pouvons appliquer la régle de D’Alembert pour les séries entieres pour
déterminer R le rayon de convergence. Par expression en factorielles des combinaisons et apres simplification :

an+1: n—+1 N
an n+1—pn-too

1
Ainsi R = 1 = +1.

. ro. AN n ’ N
Conclusion : le rayon de convergence de la série entiere E ( > x™ est égal a 1.

nzp
+00
D’apres le cours, f est développable en série entiere sur | — 1, 1[ et Vo €] — 1, 1], f(z) = > 2™ (série géométrique).
n=0

Ensuite soit p € N par théoreme de dérivation des séries entieres on peut dériver f p fois terme a terme sur l'ouvert
de convergence ce qui donne :

+oo
Ve €] —1,1], fP(z) = Zp! <Z>x"_p.
n=p



Enfin nous avons l'expression de f®) obtenue & Q3. il suffit alors de multiplier par z” et diviser par p! pour obtenir :

vz €] —1,1], %(Z):g”:(l_x;ﬂ

n=p

Partie II - Etude d’un premier cas
Dans cette partie uniquement, on suppose que M = 2.

I1.1 - Loi des variables aléatoires S, et T

Q6. 5, =X1+---+ X, ou Xq,...,X, sont indépendantes et suivent toutes une méme loi de Bernoulli de parametre

p = —. On reconnait un schéma de Bernoulli.

1
Ainsi, si n € N*, S, suit une loi binomiale de parameétres n et 3

Q7. On prend la définition de T" de I’énoncé. Soit w € €. Deux cas se présentent :

e Si le procédé s’arréte : T'(w) € N* et T'(w) > A car < au mieux > on a avancé de +1 a chaque fois. Et tous les
entiers n > A peuvent étre atteints par 7.
e Si le procédé ne s’arréte pas, (dans cette partie, cela arrive lorsque tous les X}, renvoient 0) alors T'(w) = 0.
Ainsi les valeurs prises par la variable aléatoire T sont {0} U [A, +o0o].

Q8. Soit k € N avec k > A.
Dans cette partie, on ne peut avancer que d’une case au plus a chaque étape. Ainsi, lorsque le pion atteint ou
dépasse la case A, il est forcément sur A. Et cela n’est possible que si a I’étape précédente, il était en A — 1 et si il
a avancé de 1 a I'étape k. Ceci s’écrit :

(T=k)=(Sim1=A—1)[ (X = 1).

Ensuite les événements (Sy—1 = A — 1) et (X = 1) sont indépendants (car par le lemme des coalitions X}, et
Sk—1 = X1+ -+ + Xj_1 sont indépendantes), donc

P(T =k) = P(Sy_1 = A — 1)P(X}, = 1).

_ 1
On obtient en remplacant : | P(T' =k) = ( Z_:; > o

Q9. Ona P(T'=0)=1—P(T >0).
+00 +oo
k—1)} 1 1 1 k 1
(T>0) Z(A—l)Qk—12 2 (A—1)2k
k=A k=A-1
Nous savons évaluer cette somme grace a Q5 appliqué ap=A—1et x =1/2.

*f ko1 1/24!
A—1)2k  1/24

k=A-1

Et donc P(T'>0) =let| P(T=0)=0. |

I1.2 - Espérance de la variable aléatoire T

Q10. On sait que Gt est au moins définie sur [—1, 1].

lei, Y P(T=k)a" =7 < 2:11 ) (%)k

e . . /. . .| T
En utilisiant la question Q4, on voit que cette série converge si et seulement si

5’ < 1 c'est-a-dire |z| < 2.




Donc
Ensuite il suffit d’utiliser la formule de Q5. avec p = A — 1 en g (x €] —2,2[ donc z/2 €] — 1, 1]) qui donne bien

(apres calculs accessibles) :

Vz €] — Ry, Rr|, Gr(z) = (2 f x>A.

Q11. Le nombre moyen de tours de jeu pour terminer notre partie est donné par E(T).
Comme Rp =2 > 1 ,Gr est dérivable en 1, et donc E(T) = G/-(1).

A-1
T 2 o
Gh(r) = A (2 = x) G ainsi | E(T) = 2A.
Partie III - Etude d’un second cas Dans cette partie uniquement, on suppose que A < M.

ITII. 1 - Calcul de la probabilité P (S, < k)
Q12. Soit n € N*.

Appliquons la formule des probabilités totales pour le systéme complet d’évenements ((X,+1 =0), ..., (Xp41 = M — 1))
k
Vk € [0,A—1], P(Sps1 < k) =Y P (Spp1 < k| Xni1 =) P(Xp41 = 0).
£=0

11 suffit alors de constater que :

P (St < k| Xpi1=0) =P (S, <k—20)

1
et que P(Xpy1=M) = I On a donc bien

k
Vk€[0,A=1]t, P(Sp1<k)=-—> P(Sp<k-1).

=0

1
M

Q13. Montrons par récurrence que pour tout n € N*, on a :

Pn:  Vke[0,A-1], P(Sngk):]\}hb(n:k)

Initialisation : n =1 5] = X; et X suit une loi uniforme sur [0, M — 1].

k+1 k+1
DoncP(Xlgk):]\Z.Et< T >:k+1.

On a bien I’égalité pour n = 1.
Hérédité : Soit n € N* quelconque fixé. On suppose 1’égalité vraie au rang n.

Pour calculer P(Sy,+1 < k) il suffit d’utiliser H.R dans le résultat de Q12, puis d’appliquer la formule proposée par
I’énoncé en début de III.1.

IT1.2 - Espérance de la variable aléatoire T

Q14. L’événement (7" > n) correspond a : au rang n on n’a toujours pas atteint ou dépassé la case numéroté A,
c’est-a-dire aussi (S, < A).
De plus (S, < A) = (S, < A-1).
Puisque T est a valeur dans N, on peut utiliser la seconde formule de I'espérance (sous réserve de convergence
(absolue).
Puisque les termes sont dans R, on effectue directement les calculs dans [0, +oc]. On a donc :



Q1.

Q2.

+o0 +00 +oo too
E(T)=) P(T>n)=» P(T>n)=) P(Sy<A) =) P(S,<A-1).
n=1 n=0 n=0

n=0

Deux rédactions sont possibles pour conclure. On peut faire apparaitre le développement en série entiere de (1 —u)®

avec u = 1/M et a = —A (a faire), ou utiliser la question Q13 :
1 (n+A-1
p N* P(S, <A—-1)=— .
our n € N*, P(S,, < ) T < " >

Cette formule reste vraie pour n = 0, puisque P(Sp < A—1) = 1.
E(T)_i"l ntA-1 _fl n+A-1 _*i’ 1 i
M n e M\ A-1 ) A MEADRA-1)

1
La formule de la question Q5. appliquée ap=A—1, z = i donne apres calculs :

Py = = (1) e

Probléme 2
CCINP PSI 2018
a partir d’un corrigé de Guy Barat, Isabelle Bigeard et Laurent Urbain

Par définition, X est une variable aléatoire réelle discrete sur €2, c’est donc une application X : 2 — R dont le
support X () est fini ou dénombrable.

On suppose de plus que X est a valeurs dans [—1,1] donc Vw € Q, X(w) € [—1,1].
e Si X (Q2) est fini, X admet évidemment une espérance.
e Si X(Q) = {z,, n € N} est dénombrable, alors pour tout n € N, on a :
|, P(X = zp,)| < P(X = zp)
et Z]P’(X = x,,) est convergente, par comparaison Z |z, P(X = x,)| converge et par définition donc X admet
bien une espérance.

e Remarque : Le résultat s’étend immédiatement a toute variable aléatoire bornée (par majoration); cela sera
utile par la suite.

Théoréme 1 (Inégalité de Markov)
Si Y est une variable aléatoire positive admettant une espérance, alors

E(Y)

Va>0, P >a)<
a

Preuve : On a:

EY)= Y yPY=y)= > yPY¥ =y + > yPY =y
yeY (Q) yeY (Q) yeY (Q)
y<a y>a

> Z yP(Y =y) > Z aP(Y =y) = aP(Y > a).
MR yex () yeY (@)
y=a y=a

On pouvait aussi par exemple utiliser les fonctions indicatrices et la croissance de 1'espérance :

Y=YLY <a)+YL(Y >a)>0+al(Y >a) etdonc EY)>E(al(Y >a))=aP(Y >a).



Q3. Comme X admet une espérance, il en va de méme de | X|, & qui l'on peut appliquer 'inégalité de Markov, puisqu’elle
est positive.

B(|X])

Ya > 0, P X| > a) <
a

Q4. On applique I'inégalité de Markov & la variable aléatoire positive e™5». Puisque les X suivent la méme loi que

X, on a |X;| <1 (inégalité de fonction) et donc |S,| < 1. Ainsi, la variable aléatoire e!™» est bornée et donc elle
admet une expérance (d’apres la remarque de la question 1).

On choisit a = ™ > 0, I'inégalité de Markov donne :

E(etnsn)

P(S, >¢) = P(tnS, > tne) = P(e!"5" > ™) < ine

tn>0
n
Or, et"Sn — Hetxi et les variables aléatoires e'Xi sont bornées, donc admettent une espérance.
i=1
Comme les variables aléatoires (X;)i=1,.., sont mutuellement indépendantes, il en va de méme pour les variables

n
aléatoires (etXi)i:L,,m et donc : E(et”S") = HE(etXi) = [E(etx)]n.
i=1

On donc bien :

(EE)"

P(S,, > ¢) = P(tnS,, > tne) < o

Majoration de E(e'Y).

Q5. On a g.(z) = P(x) — a® = P(z) — *™@) avec P € Ry[X], donc g, est de classe C*° sur R et puisque ¢/ (z) =
—(Ina)?a® < 0, la fonction g/, est strictement décroissante sur R. Comme

ga(—1) = al—-at'=0=a—a= 9a(1),

Le théoréme de Rolle entraine que g/, s’annule au moins une fois sur | —1, 1[. Comme g/, est strictement décroissante,
g, s’annule une seule fois sur R et est d’abord positive, puis négative. Ainsi, il existe xg €] — 1,1] tel que g, est
strictement croissante sur [—1, zg] et strictement décroissante sur [xg, 1].

En particulier, puisque g4(1) = go(—1) =0, ‘ la fonction g, est positive sur [—1,1]. ‘
Notons que ’hypothese a > 0 et a # 1 suffit.

-z _ 1+met_

1
Q6. Soit t > 0. En prenant a = ' > 1, I'inégalité g,(z) > 0 donne e e > 0. Et donc

2 2
Vt >0, Vo e [-1,1], e*< 1 ; Lot + ! —;xet.
Q7. L’inégalité de la question Q6 donne
e < 1= Xeft + Lt Xet = ch(t) + (sh(¢))X (inégalité de fonctions)

- 2 2

Et donc, par croissance et linéarité de I’espérance, et puisque E(X) = 0, on obtient :

E(e¥) < B(eh(t) +(sh(0)X) = ch(t) + (ME(X) | = ch(t)

k k
Q8. Sik>1,o0na (2k)! = k! H(k: +7) > k! H 2 = 2Pk, et I'inégalité est aussi vraie pour k=0 (1 =1).
j=1 j=1

2k 1 2\"
En en prenant l'inverse, puis en multipliant 2 > 0. il vient | —— < — | — | .
P P P ’ 2k)! = &K\ 2

En utilisant alors la question Q7, et les développements en série entiere du cosinus hyperbolique et de I’exponen-
tielle, lesquels sont de rayon de convergence infini, il vient :




Majoration de P(|S,| > ¢)

2
Q9. Posons p(t) = e METS  Alors, ¢ est de classe C* sur ]0, +oo] et ¢'(t) = n(t — €)p(t) est du signe de t — e.
52
Il s’ensuit que ¢ admet un minimum en € et que ce minimum vaut | 0min [go =ple)=e"7.
7+OO
Q10. Les questions précédentes donnent une majoration de P(S,, > ¢) valable pour tout ¢t > 0 :
n 2
P(S, >¢) < e_”tEE(etX)n < e xe'T = o(t).
Q4 Q8
52
En particulier, pour ¢ = €, choix optimal en vertu de la question Q9, il vient | P(S,, >¢) <e "z2.
Les variables aléatoires —X; vérifient les mémes hypotheses que les X; (elles sont a valeurs dans [—1,1] et
52
indépendantes). Il s’ensuit que ’on peut appliquer la majoration ci-dessus a —S,,, ce qui donne P(—S,, > ¢) <e "7.
Alors,
62
P(|Sy| >e) =P(S, < —)+P(S, >¢e) <2 "z.
Conclusion
Q11. La croissance des mesures de probabilité et la question Q10 donnent la majoration
E2
0 < P(|Sp]>¢) < P(ISp|>e) < 272
52 52
Or la série géométrique 267”7 converge car e~ 2 €]0,1[, donc par comparaison,
la série Z P(|Sp| > €) converge aussi.

Q12. L’ensemble {w € Q; [Sp(w)| > e} = 5,1 (] — 00, —€[) U S, (Je, +00[) est la réunion de deux événements, donc c’est

un événement. Alors, By, (g) est une réunion dénombrable d’événements, donc

‘ B, (g) est un événement i.e. un élément de A. ‘

Par ailleurs, par sous-additivité de IP, on a :

o

0<PBu(e) = P| |J {we; [Smw) >} | < > PSn| >e).

m>n m=n
Le majorant est le reste d’une série convergente d’apres la question Q11 donc il tend vers 0 quand n tend vers
+00. Et par le théoreme d’encadrement, liI_P P(B,(¢)) = 0.
n—-+0oo

Enfin, By,41(e) C By(e) donc la suite (By(g)),,cy est décroissante, le théoreme de continuité décroissante donne
alors :

Ve>0, P ( N Bn(e)) = lim P(B,(e)) =0.

n—-+0o0o
neN*




Q13. On peut écrire
“+0o0 +o0

+o0
0 = {weﬂ; In € N*, ¥m > n: |Sm(w)| < }f} -Un {weQ; Sm(@)] < ;} _ L;Jan(l/k:)

n=1m=n

donc €, est une réunion dénombrable d’événements et donc un événement. De plus, par définition de limite, on
peut par ailleurs écrire

1
A:{weQ; lim Sn(w):o}:{wEQ;VkeN*, In € N*, Vm > n: |Sm(w)|§}: M .
e k keN*

ce qui montre que ‘ A est un événement. ‘

+o0o
Q14. D’apres la question Q13, on a : Q) = U B, (1/k).
n=1
Le passage au complémentaire donne Q, = m B, (1/k).
neN*

1 _
En appliquant ce que 'on a montré a la question Q12 avec € = z > 0, on obtient }P’(Qk) =0, d’ou

P(Q)y) = 1.

1 1
Enfin, <|Sm| < k—|—1> C <|Sm| < k>’ ce qui entraine que la suite d’événements (£2;), est décroissante. Le

théoreme de continuité décroissante permet de conclure :

P(A) =P <{w €Q; lim S, (w)= o}) =P ( N Qk) = lim P() =1.

keN*

Autrement dit, (Sy), ¢y converge presque strement vers 0. Ce résultat est la loi forte des grands nombres.



