PSI 2023-2024
Lycée Chatelet

Devoir surveillé 6

le mercredi 24 janvier (14h-18h)

Les calculatrices, les téléphones portables et objets connectés (montres...) ne sont pas autorisés.

Questions de cours

Dans cet exercice, on se donne une variable aléatoire réelle discréte définie sur un espace probabilisé (2, A, P) et
suivant une loi de Poisson de parametre A > 0.

1. Donner la loi de X. Rappeler sans démonstration son espérance et sa variance.

2. Calculer la probabilité que X soit paire.

3. Déterminer (le démontrer) la fonction génératrice de X en précisant son ensemble de définition.

4. Soit Y une variable aléatoire réelle discrete définie sur (€2,.A, P) et suivant une loi de Poisson de parameétre p > 0.

(a) Donner la définition de < X et Y sont indépendantes .
(b) On suppose que X et Y sont indépendantes. Déterminer la loi de X + Y (le démontrer).

Probléme 1

Présentation générale

On consideére deux entiers M € N\{0,1} et A € N*. On dispose d’un plateau de jeu infini sur lequel se trouve un
parcours composé de cases numérotées par les entiers naturels. Un pion se trouve initialement sur la case numérotée
0 et il doit atteindre ou dépasser la case numérotée A pour terminer le jeu. A chaque tour de jeu, le joueur utilise
un ordinateur qui génére aléatoirement et uniformément un élément de ’ensemble [0, M — 1] : le pion est avancé
d’autant de cases que le nombre généré.

Dans la suite, on s’intéresse tout particulierement au nombre de tours de jeu nécessaire pour que le pion atteigne ou
dépasse la case numérotée A.

Pour modéliser cette situation, on se place sur un espace probabilisé (€2, A, P) et on considere une suite (Xy), oy~ de
variables aléatoires réelles indépendantes de loi uniforme sur [0, M — 1]. On considere également la suite de variables
aléatoires réelles (S, ),y définie par Sop =0 et :

n
VneN*, S,=> X
k=1

On considere la variable aléatoire 1" définie de la fagon suivante :

1) si pour tout n € N* on a S, < A, alors on pose T'=0;

2) sinon, on pose T'=min{n € N* | §,, > A}.

L’objectif de cet exercice est de déterminer ’espérance de la variable aléatoire T dans deux cas particuliers.

Partie I - Préliminaires

1.1 - Modélisation

Dans cette sous-partie, on effectue le lien entre la situation présentée dans l'introduction et le modele considéré
ci-dessus.

Q1. Soit n € N*. Que représentent les variables aléatoires X, et .S, dans le contexte de la situation présentée 7
Q2. Que représente la variable aléatoire T'?



1.2 - Calcul de la somme d’une série entiéere

On considere la fonction f :] — 1, 1[— R définie par :

Ve el -1,1[, f(z)=

1—=
Q3. Justifier que la fonction f est de classe C* sur | — 1,1[ et déterminer f)(z) pour p € Net 2 €] — 1,1[.

Q4. Soit p € N. Montrer que le rayon de convergence de la série entiéere Z ( " > 2™ est égal a1 .
nzp
Q5. Soit p € N. En développant la fonction f en série entiere, déduire des questions précédentes 1’égalité suivante :

Vo €] - 1,1], %(;)wnz(l_i)pﬂ

n=p

Partie II - Etude d’un premier cas
Dans cette | partie IT | uniquement, on suppose que | M = 2.

I1.1 - Loi des variables aléatoires S,, et T

Q6. Soit n € N*. Démontrer que S,, suit une loi binomiale de parametres n et 1/2.
Q7. Quelles sont les valeurs prises par la variable aléatoire 1" 7
Q8. Soit k € N avec k > A. Exprimer ’événement (T' = k) en fonction des événements (Sp_1 = A — 1) et (X = 1).

En déduire que :
k—1 1
AT =19 = ( A—1>2k
Q9. Calculer P(T = 0).

11.2 - Espérance de la variable aléatoire T

On déduit des résultats précédents que la fonction génératrice G de la variable aléatoire T' est égale a la somme de

la série entiere Y. P(T = k)z* sur son intervalle de convergence.
k>A

Q10. Déterminer la rayon de convergence Rr de la série entiere G et montrer que :

Vz €] — Ry, Rr|, Gr(z) = (2 = x>A.

Q11. En déduire le nombre moyen de tours de jeu pour terminer notre partie.

Partie III - Etude d’un second cas
Dans cette | partie III | uniquement, on suppose que | A < M.

ITI. 1 - Calcul de la probabilité P (S, < k)

Dans cette sous-partie, on pourra librement utiliser la formule suivante :

k
n+k—1~¢ n+1+k
Y(k,n) € N?, Z( . >:< i >

=0



Q12. Soit n € N*.

En considérant le systeme complet d’évenements ((X,+1 =0),..., (X411 = M — 1)), montrer que :
L
Vke[0,A—1], P(Sps1<k)= M;;P(Sn <k—1).

Q13. Montrer par récurrence que pour tout n € N*, on a :

1
Vk € [0, A — 1], P(sngk)z(”““)

I11.2 - Espérance de la variable aléatoire T

Q14. Que peut-on dire des évenements (T > n) et (S, < A) pour tout n € N?
En déduire que la variable aléatoire T" admet une espérance et calculer sa valeur.

Probléme 2

Notations et définitions

e N désigne I'ensemble des entiers naturels et R celui des nombres réels.

e Si X est une variable aléatoire admettant une espérance, on note E(X) cette espérance.

Soit (£2,.A4,P) un espace probabilisé.

Soit X une variable aléatoire discréte sur (2,.4,P) a valeurs dans l'intervalle [—1, 1]. On considére dans ce probléeme
une suite (X;);cn+ de variables aléatoires discrétes sur (€2, A, P), mutuellement indépendantes et de méme loi que X.
Pour tout n € N*, on note

o X 1 + -+ Xn

= - .

Sn

Objectif du probleme : Montrer que si la variable aléatoire X est centrée, (E(X) = 0), alors la suite (Sy),,~;
converge presque strement vers la constante 0. Il s’agit d’un cas particulier de la loi forte des grands nombres.

Q1. On ne suppose pas X centrée dans cette question. Montrer que X admet une espérance.
On suppose désormais que X est centrée.

Q2. Enoncer et démontrer linégalité de Markov pour une variable aléatoire réelle discrete Y sur (02, A, P).
Q3. En déduire que, pour tout a > 0 :

P(|X| > a) < E(’O[X’).

Q4. Montrer que, pour tout ¢ > 0, pour tout € > 0 et pour tout n € N*, on a

EX\\"
P(S, > €) = P(e!5n > e'€) < (E(:tm)) '

Majoration de E(e'Y).

Q5. Soit @ > 1. On considere la fonction g, définie par

Il = 1
V€ R, go(z) = 2xa*1+ ;xa—am.

Montrer que la fonction g, est dérivable sur R et que la fonction ¢/, est décroissante sur R. En déduire, en
remarquant que g,(—1) = g4(1) = 0, que, pour tout x € [—1,1], go(z) > 0.



Q6. En déduire que

=g _t+1+x
e -
2 2

Yt >0, Vz € [-1,1], e < el

Q7. En déduire que
vt > 0, E(e'¥) < cht.

Q8. Montrer que

En déduire que

Majoration de P(|S,| > ¢)

Dans ce paragraphe, on considere un entier n € N* et un réel € > 0.

Q9. Montrer que la fonction t € R — e~ et /2 atteint un minimum en un point que ’on précisera.
Q10. En déduire que P(S,, > ¢) < e_”52/2, puis que

P(|Sy]| > ¢) < 2e™"/2,

Conclusion

Q11. Montrer que, pour tout réel £ > 0, la série de terme général P(|S,,| > €) converge.
Q12. On fixe un réel € > 0. On note, pour tout n € N* :

Bu(e) = | {we; |Smw)| >}

m>n

Montrer que, pour tout n € N* et tout € > 0, B, (¢) est un événement et que P ( ﬂ Bn(e)> =0.

neN*
Montrer que, pour tout k € N*, Q est un événement.
Ecrire ensemble A = {w €Q; lim Sy(w) = 0} a l'aide des événements i, k € N*.
n—oo

Q13. Pour tout k € N*, posons

O = {wGQ; dn € N*, Vm > n, |Sp(w)| <

=

En déduire que A est un événement.

Q14. Déduire des questions précédentes que P(A) = 1.



