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Devoir surveillé 5** - Correction

Probléme 1
Extrait de Centrale PSI 2018 maths 2

un corrigé (succinct) de M. Amiot

II. Moments d’une suite numérique

II.A - Etude d’une fonction

On définit la fonction ¢ : R — R par

Vo € ]—o0,1[, o(x)=exp <\/1_—793> (1)
Vo € [1,400[, ¢(z)=0

Q14 ¢ est de classe C* sur R\ {1} comme composée de fonctions C*°. Quand x tend vers 1 par valeurs inférieures, on
a p(z) — 0 par limite de 'exponentielle en —oo, donc on a méme limite & gauche et a droite en 1, et ¢ est continue sur
R.

Q15 Déja on a le plaisir de calculer

o) =er (7 ) (7~ ) =

3/2 donc lim 41 ¢'(x) = 0 [rigoureusement il faudrait poser y = /1 — x

<l

L’exponentielle tend vers 0 bien plus vite que (1 —z)

pour se ramener & une croissance comparée classique].

La limite & droite est clairement 0 aussi, donc par le théoréme de la dérivée prolongée (la fonction est continue, C' sauf
éventuellement en 1 et sa dérivée y a une limite), ¢ est de classe C* sur R.

Q16 On montre que, pour tout entier naturel non nul p, il existe deux polynémes P, et (), a coefficients réels tels que,
pour tout x €] — 00, 1],

0P (z) = g;((\/\/g)) exp (%) = Ry(V1—xz)exp (\/%)

par une récurrence immeédiate :

— C’est vrai pour p =1 (et méme p = 0) comme on ’a prouvé,

— Supposant la propriété vraie, en dérivant on va obtenir du W en dérivant ’exponentielle et une autre fraction

rationnelle de la variable v/1 — 2 en dérivant la fraction R,(1/1 — x) par dérivation de fonctions composées.

e n en déduit comme en que le théoreme de la dérivée prolongée s’applique (supposant par récurrence
17 et Q18 O déduit 15 le théoreme de la dérivé longée s’appli t 8

que ¢ est de classe CP~! & la dérivée d’ordre p, car lim, .1 cp(p) (x) = 0 par croissance comparée, pour tout p € N* et
<1
donc ¢P)(1) existe et vaut 0.

I1.B - Développements en série
Q19 Par le développement en série entiere de ’exponentielle, il vient

400 q 1t 1\q
=3 L S Wy

q=0 q=0




On considere les polynémes de Hilbert
Hy(X)=1

n—1
Hn(X)::L!H(X_k):X(X—l)"'(X—n—i—l)
k=0

' pour tout n € N*
n!

Q20 D’apres la formule du bindbme de Newton, la vraie, la généralisée, on a

2 —q/2 P (—q/2)(—q/2—-1)...(—q/2—p+1) qypgp
(12 ZO<P>()ZO - (-1)
24p—1)...(¢/2 +1)g/2

:Z(Q/ +p )p! (a/2+1)a/2 ,

p>0

Donc, pour tout = €] — 1, 1] et tout ¢ € N*, on a
+o0 q
1—a) 2 =3, (L4 p—1)ar,
( ) pz:;) P 2"‘]9 T

Q21 On a en combinant

+oo +00 +00
—1)9 —1)4 _1)4
(p(:U): ( ) xq(l—x)_Q/Qz ( q') quHp (%+p_1) P = Z ( ') H, <g+p_1> 2Pt
' p=0 P,q>0 ’

En isolant les termes d’indice ¢ = 0 dont la contribution vaut 1—2)? =1, et en posant ¢ = i + 1 sinon, on

—1)9
( 0!) 7

trouve bien

+oo [ H4oo (_1)“_1 i1 -
Ve el —-1,1[, ¢(z)=1+ Z Zai’j(x) olt 'on a posé V(i,j) € N, a; j(z) = GO H; < 5 —l—j) piHitL

Q22 Observons déja que H; (% + j) > 0 puisque i et j sont > 0 (le dernier terme du numérateur est %)
Si @ est positif, on a donc |a; j(z)| = (—1)"ta; ;(|z]).
Si x est négatif, on a donc |a; j(x)| = (=1)7a; j(|z]) = (=1)"a; j(z) = (1) a; ;(—|z|).

|z|

V1-lz|
aP (qui proviennent du DSE de la racine) se changent en |x|P.
Quand la poussiére retombe, pour tout = €] — 1, 1], il reste effectivement

“+oo [ +oo
a; i(x =ex & -1
> (Shesto ()

Q23 On vient de démontrer une sommabilité, ce qui autorise a Fubiniser : en sommant & ¢ + j + 1 = n (produit de
Cauchy), le terme constant étant toujours mis de c6té, il vient

, on trouve que le (—1)%z9 (alias (—1)"*1) se simplifie en |29|, tandis que les

En reprenant tout le calcul avec

1—1 n+j =
H; ( 5 +j> = H; < 5 2 1) dou  Vzel-1,1[ ¢(z)= Zanm"
n=0

ou

ao

I
3 =

1 n—k

-1

ay, = ()]{:‘Hk <n—;—k — 1> pour tout n € N* (3)
— (n —k)!




I1.C - Un prolongement dans C

On note D le disque ouvert unité de C : D = {z € C ;|z| < 1}.
Q24 La sommabilité établie en Q22 montre que, pour tout z € D, la série entiere Z anz" converge.

n>0
+oo
Pour z € D, on note ®y(z) = Z a,z" et, sous réserve de convergence,
n=0
“+oo
Op(2) =D (n+p)(n+p—1)-- (n+ Dangp2"
n=0

Q25Le théoreme de dérivation terme a terme des séries entieres affirme que pour tout p € N* et tout x €] — 1, 1],
D, (z) = ¢ (z) et que les séries entieres gardent le méme rayon de convergence (ici 1) apres dérivation. En particulier,

+o0
pour tout p € N* et tout z € D, la série entiere Z(n +p)n+p—1)---(n+1)aypz" converge.
n=0
Q26 Rappelons que la fonction p®) s’exprime sous la forme Ry(v1—x) exp( 1_$ ) pour z < 1 (et 0 pour x > 11!).
-

Or cette fonction est continue sur [—1, 1], donc y est bornée (limite nulle en 1).
Donc ®,, est bornée sur | — 1, 1] car c’est la méme!

On admet gentiment que la fonction @, est bornée sur D.

On admet que la fonction ®, est bornée sur D.

Q27 Soit r un réel de l'intervalle ]0, 1[. On sait alors que la série entiere

Y (n4p)n+p—1)-(n+ Dappr'e™

n

converge normalement pour § € R, car r < R rayon de convergence (on est sur un cercle — compact — inclus dans le
disque ouvert de convergence).

Ceci autorise & intégrer terme 4 terme le développement en série de ®,(re'?)e~™? sur le segment [0, 27]. Or f027r (reie)ke_”iedﬂ =
0 quand k # n, il reste donc

1

2m
Py /0 O, (rel?)e 040,

Q28 On a donc compte tenu de ce que |®,| est bornée par une constante K, (admis en Q26)

(n+p)(n+p— 1) (1 + Dangyr" =

1 1 21
n+p)n+p—1)---(n+1)2m J

n K,
vr €]0, 1] |@npr™ < ( K,df < nfff

et en faisant tendre r vers 1 on a l'inégalité voulue par passage a la limite.
Q29 La convergence normale de la série entiere Z anz™ sur [0,1] résulte de la majoration précédente.

n>0
“+oo
On a donc convergence uniforme et continuité de la somme de la série entiere, et donc la valeur de E an est la limite
n=0

en 1 de ¢, qui est 0 d’apres Q14.
Q30 En Q28 nous avons établi que an4p, = O(:5). Par réindexation (p étant fixé) cela prouve que a, = O(ﬁ) =
O(nip) On a donc une convergence vers 0 plus rapide que n’importe quelle série de Riemann. En particulier, pour p € N*

on ap = O(-5m) et (n+p)(n+p—1)-- (n+1)ansp = O(51z). On en déduit la convergence normale de la série entiére
Z(n +p)(n+p—1)---(n+ 1)aypx” sur [0,1]. On ne peut appliquer le théoréme de dérivation des séries
n>0

entiéres sur [0, 1] (seulement sur [—1, 1[) mais la convergence normale, donc uniforme, permet d’appliquer la version
récursive du théoreme de dérivation terme a terme, ce qui donne pour somme de cette série

+oo
S 4 p)ntp—1)-(n+ Dagpa” = o®(z) = @, (x)

n=0



et en particulier
—+00

S+ p)n+p—1) (0 + Dansy = Bp(1) =0 dapres QIS.
n=0

Q31 On en déduit par récurrence aisée que que tous les moments d’ordre p de la suite (a,) sont nuls. Je me contente
d’ébaucher la récurrence :

mo = Z anp =0 (d’apres Q29)

n>0
Z(n+1)a Znan+2an—m1+m0 = m =0

(@ apres Q30

n>0 n>0 n>0
Z(n+2)(n—|—1)an : =0 :Znan+z3nan+2an:m2+3m1+2mo = mo=0...
7>0 (d’apres Q30) >0 >0

Probléeme 2
Extrait de Centrale PC 2009 maths 1

Un corrigé de M. Debarbieuz

Partie IT - Séries factorielles
II.A

II.A.1) Pour tout entier naturel n et pour tout réel z > 0, on pose :

n! on(z) = 1 un ()
rx+1)---(x+n) 7 (n+1)®

un(x) =

On a (dénominateur non nul) :

e e (5 - T ()

Ce qui donne (les quantités sont positives donc les In existent)

(o) = e () =0 ()

En utilisant les théoremes de comparaison, on obtient que :

la série Z In ( ) converge absolument.
Wn— 1

II.A.2) La série converge. On peut donc noter : S(z) = Zln <w"(:€))> i
Wp—-1\T

+0o0
On a alors Y [In(wy(2)) — In(w,-1(x))] = S().
et donc (sé:igltélescopique)
lim (In(w,(x)) = S(z) + In(we(z))

n—-+o0o

en passant a 'exponentielle : | lim wy(z) = lim
n—+o0o n—+00 Uy x)




I1.B La question précédente nous donne tout de suite un équivalent :

|anun ()] oo U(z) |anvn(z)|

La série ) apun(x) converge absolument si et seulement si la série Y ¢(z)a,v,(z) converge absolument, ce qui
équivaut car £(x) # 0 a la convergence absolue de la série ) anv,(x) .

‘Z anuy(x) converge absolument si et seulement si ) a,v,(x) converge absolument‘

I1.4d.C.1) Chaque fonction a,u, est continue décroissante positive sur |0, +oo[ . De plus la série Y anu,(x) converge
normalement sur tout segment [, 5] C|0, 4o00[ car

|anun ()| < |an| un(z) < |an|un(a)

et comme o > 0, Y |apu, ()| converge par définition de A .

fa est donc une somme de série de fonctions continues qui converge normalement sur tout segment inclus dans
0, 409

fa est continue sur 0, +oo[‘

I1.C.2) La majoration |anun,(z)| < |a,|un(a) est aussi valable sur [a, +00[ , et donc on a aussi convergence normale sur
[, +00[ . Chaque fonction u,, tend vers 0 si z tend vers +oo et donc

lim (fo(z)) =0

r—r-+00

II.D
2—x

1

II.D.1) Sion prend : Yn € N, a, = — on a n2L(x) ~ O — 0 et donc Z L(x) converge absolument. Donc
Lanres ILB n! n! n—+oo n! n—o+oo n!

apres I1.B.

1
<'> cA
n neN

II.D.2) Sion prend : Vn € N, a, = 1 la série Z vn(x) est une série de Riemann qui converge seulement pour z > 1

(l)neN ¢ A

II.LE (non donné en DS)
IT1.A

III.A.1) On a n+ 1 polynémes dans un espace vectoriel de dimension n + 1 . Il suffit de montrer que la famille est libre.

n
Or si on prend une famille (\g);_, telle que Z A P = 0 la valeur en —j donne

k=0
Osij#k
Po(=j) = [[(=i+d) = { TJJ(-j+i)#0sij=k
i#k i#j
et donc :
D NP = 0=vje[o.n] N][i-5)=0

i
— Vje[0,n]] ,A;=0

la famille est donc libre et forme donc une base de R,,[X]



ITI.A.2) le polynome constant P(X) = n! se décompose donc dans cette base :

n
3 (ak)Zzo s n! = Z Ockpk.
k=0

On divise la relation par ﬁ(X +14) et on a bien n i
v : = :
P XX +1) (X +n) X +k

k=0
On substitue z & X pour avoir la relation demandée.

n
Pour calculer les o on prend la valeur en —j de n! = Z o Py, ce qui donne n! = o; H(z —7) -
k=0 it
Or [ =) = (0= )1 =) -+ (=1).1) - (n = ) = (=LY (§)!(n — j)! doi
i#£]

n! = (_1)k(2)

et donc: |Vx >0, =

z(@+1)-(z+n) & z+k
1
ITI.B La fonction y — (1 — y)* 1% est continue sur [0, 1] du type = avec 1 —x — k < 1. Elle est donc
)
intégrable sur [0,1] et :
3 —(1 — y)x-i-k
1— x 1+kd _ (
/ (1-y) T
! 1
et donc comme z+k > 0{Vx > 0,Vk e N, / (1-— y)x_l’%dy =
0 x+k
1
ITI.C L’intégrale est convergente car : y — (1 —1)® 1y™ est continue positive sur [0, 1] , équivalente en 1 & A==

avec 1 —x <1

En utilisant les deux résultats précédents et le bindbme de Newton on a :

n

n! (=1)k (7 n n 1 -
d@t D) (ztn) ZM:Z(—U%,{;)/OG—Z/) MR dy

k=0 k=0
= [y (é(—l)k(’;) (- y>’f> dy

1
= /0(1—y)$‘1y”dy

La fonction y — (1 — y)*~1y™ étant bien intégrable comme combinaison linéaire de fonctions intégrables.
11 suffit de remplacer u,(z) par son expression intégrale pour conclure :

+o00 1
Vo >0, fu@) =Y an /0 (1 -yt dy
n=0

III.D Soit a un élément de A.

III.D.1) Comme a € A, la série > apun(z) converge absolument pour tout x > 0.

.. . . Gnp,
En particulier si z = 1, la série E converge.
n+1
/. L3N aTL n 7. 3 N
La série entiere E mn %" converge pour z = 1. Donc son rayon de convergence est supérieur ou égal a 1.
n



I11.D.2)

_ ~ nan _
Sa dérivée x — E "1 a le méme rayon de convergence . Donc ] < 1 = E "1 converge
n

n+1 +1

absolument — Z x converge absolument (on multiplie par x).

nan n n ) n .

Et comme x ~  |apz™| la série E apz™ converge au moins pour |r| < 1 . Son rayon de convergence
n+1 n——+oo0

est donc au moins 1 .

On a:

1 1 +o0
Va0, /0 (1= 5)"ba(y)dy = /0 1= 9)" 'S anydy
n=0

Si on peut intégrer termes a termes on a :
1
V:B>O,/( 1)" L a(y) dy—Zan/ zl”dy—Zanun
0

donc x — / (1—y)* ¢ (y)dy est développable en série factorielle, et la fonction est égale a f, d’apres IT1.C)
0

1 00
Il reste a justifier I'intégration termes a termes de / Z an(1 —3)* Ly dy sur lintervalle [0, 1[ (qui n’est pas
0 p=0
un segment)

On se fixe un z > 0
— Vn €N,y — an(1 —y)® 'y" est continue intégrable sur [0, 1] d’apres ITI1.C

— Z an(1—1y)*1y™ converge simplement et sa somme (1 —4)" ¢, (y) est continue sur [0, 1[ (une série entiere

est continue sur 1’1ntervalle ouvert de convergence)

+0oo 1
— Z / |an (1 — )" 'y dy = Z ]an]/ (1—y)* lydy = Z |an| un(z) . Cette série est bien convergente
n=0 0

p?lisque a€A.

1
Vo >0,y — (1 —y)* Lpg(y) est intégrable sur [0, 1] et f,(z) = /0 (1 —y)*Lou(y)dy




