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II. Moments d’une suite numérique

II.A - Étude d’une fonction

On définit la fonction ϕ : R→ R par  ∀x ∈ ]−∞, 1[ , ϕ(x) = exp

(
−x√
1− x

)
∀x ∈ [1,+∞[ , ϕ(x) = 0

(1)

Q14 ϕ est de classe C∞ sur R \ {1} comme composée de fonctions C∞. Quand x tend vers 1 par valeurs inférieures, on
a ϕ(x)→ 0 par limite de l’exponentielle en −∞, donc on a même limite à gauche et à droite en 1, et ϕ est continue sur
R.
Q15 Déjà on a le plaisir de calculer

ϕ′(x) = exp

(
−x√
1− x

)( −1√
1− x

− x

(1− x)3/2

)
= − ϕ(x)

(1− x)3/2

L’exponentielle tend vers 0 bien plus vite que (1−x)3/2, donc limx→1
x<1

ϕ′(x) = 0 [rigoureusement il faudrait poser y =
√

1− x

pour se ramener à une croissance comparée classique].

La limite à droite est clairement 0 aussi, donc par le théorème de la dérivée prolongée (la fonction est continue, C1 sauf
éventuellement en 1 et sa dérivée y a une limite), ϕ est de classe C1 sur R.
Q16 On montre que, pour tout entier naturel non nul p, il existe deux polynômes Pp et Qp à coefficients réels tels que,
pour tout x ∈]−∞, 1[,

ϕ(p)(x) =
Pp(
√

1− x)

Qp(
√

1− x)
exp

(
−x√
1− x

)
= Rp(

√
1− x) exp

(
−x√
1− x

)
par une récurrence immédiate :

— C’est vrai pour p = 1 (et même p = 0) comme on l’a prouvé,

— Supposant la propriété vraie, en dérivant on va obtenir du 1
(1−x)3/2 en dérivant l’exponentielle et une autre fraction

rationnelle de la variable
√

1− x en dérivant la fraction Rp(
√

1− x) par dérivation de fonctions composées.

Q17 et Q18 On en déduit comme en Q15 que le théorème de la dérivée prolongée s’applique (supposant par récurrence
que ϕ est de classe Cp−1 à la dérivée d’ordre p, car limx→1

x<1

ϕ(p)(x) = 0 par croissance comparée, pour tout p ∈ N∗ et

donc ϕ(p)(1) existe et vaut 0.

II.B - Développements en série

Q19 Par le développement en série entière de l’exponentielle, il vient

ϕ(x) =

+∞∑
q=0

1

q!

(−x)q√
1− xq

=

+∞∑
q=0

(−1)q

q!
xq(1− x)−q/2.
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On considère les polynômes de Hilbert
H0(X) = 1

Hn(X) =
1

n!

n−1∏
k=0

(X − k) =
X(X − 1) · · · (X − n+ 1)

n!
pour tout n ∈ N∗ (2)

Q20 D’après la formule du binôme de Newton, la vraie, la généralisée, on a

(1− x)−q/2 =
∑
p≥0

(
−q/2
p

)
(−x)p =

∑
p≥0

(−q/2)(−q/2− 1) . . . (−q/2− p+ 1)

p!
(−1)pxp

=
∑
p≥0

(q/2 + p− 1) . . . (q/2 + 1)q/2

p!
xp

Donc, pour tout x ∈]− 1, 1[ et tout q ∈ N∗, on a

(1− x)−q/2 =
+∞∑
p=0

Hp

(q
2

+ p− 1
)
xp.

Q21 On a en combinant

ϕ(x) =
+∞∑
q=0

(−1)q

q!
xq(1− x)−q/2 =

+∞∑
q=0

(−1)q

q!
xq

+∞∑
p=0

Hp

(q
2

+ p− 1
)
xp =

∑
p,q≥0

(−1)q

q!
Hp

(q
2

+ p− 1
)
xp+q.

En isolant les termes d’indice q = 0 dont la contribution vaut
(−1)0

0!
x0(1 − x)0 = 1, et en posant q = i + 1 sinon, on

trouve bien

∀x ∈]− 1, 1[, ϕ(x) = 1 +
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

ai,j(x)

 où l’on a posé ∀(i, j) ∈ N2, ai,j(x) =
(−1)i+1

(i+ 1)!
Hj

(
i− 1

2
+ j

)
xi+j+1.

Q22 Observons déjà que Hj

(
i−1
2 + j

)
≥ 0 puisque i et j sont ≥ 0 (le dernier terme du numérateur est i+1

2 ).
Si x est positif, on a donc |ai,j(x)| = (−1)i+1ai,j(|x|).
Si x est négatif, on a donc |ai,j(x)| = (−1)jai,j(|x|) = (−1)i+1ai,j(x) = (−1)i+1ai,j(−|x|).

En reprenant tout le calcul avec

(
|x|√
1−|x|

)
, on trouve que le (−1)qxq (alias (−1)i+1) se simplifie en |xq|, tandis que les

xp (qui proviennent du DSE de la racine) se changent en |x|p.
Quand la poussière retombe, pour tout x ∈]− 1, 1[, il reste effectivement

+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

|ai,j(x)|

 = exp

(
|x|√

1− |x|

)
− 1.

Q23 On vient de démontrer une sommabilité, ce qui autorise à Fubiniser : en sommant à i + j + 1 = n (produit de
Cauchy), le terme constant étant toujours mis de côté, il vient

Hj

(
i− 1

2
+ j

)
= Hj

(
n+ j

2
− 1

)
d’où ∀x ∈]− 1, 1[, ϕ(x) =

+∞∑
n=0

anx
n

où 
a0 = 1

an =

n−1∑
k=0

(−1)n−k

(n− k)!
Hk

(
n+ k

2
− 1

)
pour tout n ∈ N∗ (3)
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II.C - Un prolongement dans C

On note D le disque ouvert unité de C : D = {z ∈ C ; |z| < 1}.
Q24 La sommabilité établie en Q22 montre que, pour tout z ∈ D, la série entière

∑
n≥0

anz
n converge.

Pour z ∈ D, on note Φ0(z) =
+∞∑
n=0

anz
n et, sous réserve de convergence,

Φp(z) =
+∞∑
n=0

(n+ p)(n+ p− 1) · · · (n+ 1)an+pz
n

Q25Le théorème de dérivation terme à terme des séries entières affirme que pour tout p ∈ N∗ et tout x ∈] − 1, 1[,
Φp(x) = ϕ(p)(x) et que les séries entières gardent le même rayon de convergence (ici 1) après dérivation. En particulier,

pour tout p ∈ N∗ et tout z ∈ D, la série entière
+∞∑
n=0

(n+ p)(n+ p− 1) · · · (n+ 1)an+pz
n converge.

Q26 Rappelons que la fonction ϕ(p) s’exprime sous la forme Rp(
√

1− x) exp
( −x√

1− x
)

pour x < 1 (et 0 pour x ≥ 1 !).

Or cette fonction est continue sur [−1, 1], donc y est bornée (limite nulle en 1).
Donc Φp est bornée sur ]− 1, 1[ car c’est la même !
On admet gentiment que la fonction Φp est bornée sur D.
On admet que la fonction Φp est bornée sur D.
Q27 Soit r un réel de l’intervalle ]0, 1[. On sait alors que la série entière∑

n

(n+ p)(n+ p− 1) · · · (n+ 1)an+pr
neniθ

converge normalement pour θ ∈ R, car r < R rayon de convergence (on est sur un cercle – compact – inclus dans le
disque ouvert de convergence).

Ceci autorise à intégrer terme à terme le développement en série de Φp(re
iθ)e−niθ sur le segment [0, 2π]. Or

∫ 2π
0 (reiθ)

k
e−niθdθ =

0 quand k 6= n, il reste donc

(n+ p)(n+ p− 1) · · · (n+ 1)an+pr
n =

1

2π

∫ 2π

0
Φp(re

iθ)e−niθdθ.

Q28 On a donc compte tenu de ce que |Φp| est bornée par une constante Kp (admis en Q26)

∀r ∈]0, 1[ |an+p|rn ≤
1

(n+ p)(n+ p− 1) · · · (n+ 1)

1

2π

∫ 2π

0
Kpdθ ≤

Kp

np

et en faisant tendre r vers 1 on a l’inégalité voulue par passage à la limite.

Q29 La convergence normale de la série entière
∑
n≥0

anx
n sur [0, 1] résulte de la majoration précédente.

On a donc convergence uniforme et continuité de la somme de la série entière, et donc la valeur de

+∞∑
n=0

an est la limite

en 1 de ϕ, qui est 0 d’après Q14.
Q30 En Q28 nous avons établi que an+p = O( 1

np ). Par réindexation (p étant fixé) cela prouve que an = O( 1
(n−p)p ) =

O( 1
np ). On a donc une convergence vers 0 plus rapide que n’importe quelle série de Riemann. En particulier, pour p ∈ N∗

on an = O( 1
np+42 ) et (n+ p)(n+ p− 1) · · · (n+ 1)an+p = O( 1

n42 ). On en déduit la convergence normale de la série entière∑
n≥0

(n + p)(n + p − 1) · · · (n + 1)an+px
n sur [0, 1]. On ne peut appliquer le théorème de dérivation des séries

entières sur [0,1] (seulement sur [−1, 1[) mais la convergence normale, donc uniforme, permet d’appliquer la version
récursive du théorème de dérivation terme à terme, ce qui donne pour somme de cette série

+∞∑
n=0

(n+ p)(n+ p− 1) · · · (n+ 1)an+px
n = ϕ(p)(x) = Φp(x)
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et en particulier
+∞∑
n=0

(n+ p)(n+ p− 1) · · · (n+ 1)an+p = Φp(1) = 0 d’après Q18.

Q31 On en déduit par récurrence aisée que que tous les moments d’ordre p de la suite (an) sont nuls. Je me contente
d’ébaucher la récurrence :

m0 =
∑
n≥0

an = 0 (d’après Q29)

∑
n≥0

(n+ 1)an = 0
(d’après Q30)

=
∑
n≥0

nan +
∑
n≥0

an = m1 +m0 ⇒ m1 = 0

∑
n≥0

(n+ 2)(n+ 1)an = 0
(d’après Q30)

=
∑
n≥0

n2an +
∑
n≥0

3nan +
∑

an = m2 + 3m1 + 2m0 ⇒ m2 = 0 . . .

Problème 2
Extrait de Centrale PC 2009 maths 1

Un corrigé de M. Debarbieux

Partie II - Séries factorielles

II.A

II.A.1) Pour tout entier naturel n et pour tout réel x > 0, on pose :

un(x) =
n!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
vn(x) =

1

(n+ 1)x
et wn(x) =

un(x)

vn(x)
.

On a (dénominateur non nul) :

wn(x)

wn−1(x)
= n.

1

x+ n
.

(
n+ 1

n

)x
=
(

1 +
x

n

)−1(
1 +

1

n

)x
=

(
1− x

n
+
x2

n2
+ o

(
1

n2

))(
1 +

x

n
+
x(x− 1)

2

1

n2
+ o

(
1

n2

))

= 1 +
x(x− 1)

2
.

1

n2
+ o

(
1

n2

)
Ce qui donne (les quantités sont positives donc les ln existent)

ln

(
wn(x)

wn−1(x)

)
=
x(x− 1)

2
.

1

n2
+ o

(
1

n2

)
= O

(
1

n2

)
En utilisant les théorèmes de comparaison, on obtient que :

la série
∑
n≥1

ln

(
wn(x)

wn−1(x)

)
converge absolument.

II.A.2) La série converge. On peut donc noter : S(x) =

+∞∑
n=1

ln

(
wn(x)

wn−1(x)

)
.

On a alors

+∞∑
n=1

[ln(wn(x))− ln(wn−1(x))] = S(x).

et donc (série télescopique)
lim

n→+∞
(ln(wn(x)) = S(x) + ln(w0(x))

en passant à l’exponentielle : lim
n→+∞

wn(x) = lim
n→+∞

un(x)

vn(x)
= exp (S(x)) = `(x) > 0.
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II.B La question précédente nous donne tout de suite un équivalent :

|anun(x)| ∼
n→+∞

`(x) |anvn(x)|

La série
∑
anun(x) converge absolument si et seulement si la série

∑
`(x)anvn(x) converge absolument, ce qui

équivaut car `(x) 6= 0 à la convergence absolue de la série
∑
anvn(x) .∑

anun(x) converge absolument si et seulement si
∑
anvn(x) converge absolument

II.CII.C.1) Chaque fonction anun est continue décroissante positive sur ]0,+∞[ . De plus la série
∑
anun(x) converge

normalement sur tout segment [α, β] ⊂]0,+∞[ car

|anun(x)| ≤ |an|un(x) ≤ |an|un(α)

et comme α > 0 ,
∑
|anun(α)| converge par définition de A .

fa est donc une somme de série de fonctions continues qui converge normalement sur tout segment inclus dans
]0,+∞[

fa est continue sur ]0,+∞[

II.C.2) La majoration |anun(x)| ≤ |an|un(α) est aussi valable sur [α,+∞[ , et donc on a aussi convergence normale sur
[α,+∞[ . Chaque fonction un tend vers 0 si x tend vers +∞ et donc

lim
x→+∞

(fa(x)) = 0

II.D

II.D.1) Si on prend : ∀n ∈ N , an =
1

n!
on a n2

vn(x)

n!
∼

n→+∞

n2−x

n!
−→

n→+∞
0 et donc

∑ vn(x)

n!
converge absolument. Donc

d’après II.B. (
1

n!

)
n∈N
∈ A

II.D.2) Si on prend : ∀n ∈ N , an = 1 la série
∑

vn(x) est une série de Riemann qui converge seulement pour x > 1

(1)n∈N /∈ A

II.E (non donné en DS)

III.A

III.A.1) On a n+ 1 polynômes dans un espace vectoriel de dimension n+ 1 . Il suffit de montrer que la famille est libre.

Or si on prend une famille (λk)
n
k=0 telle que

n∑
k=0

λkPk = 0 la valeur en −j donne

Pk(−j) =
∏
i 6=k

(−j + i) =


0 si j 6= k∏
i 6=j

(−j + i) 6= 0 si j = k

et donc : ∑
λkPk = 0 =⇒ ∀j ∈ [[0, n]] , λj

∏
i 6=j

(i− j) = 0

=⇒ ∀j ∈ [[0, n]] , λj = 0

la famille est donc libre et forme donc une base de Rn[X]
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III.A.2) le polynôme constant P (X) = n! se décompose donc dans cette base :

∃ (αk)
n
k=0 , n! =

n∑
k=0

αkPk.

On divise la relation par
n∏
i=0

(X + i) et on a bien :
n!

X(X + 1) · · · (X + n)
=

n∑
k=0

αk
X + k

.

On substitue x à X pour avoir la relation demandée.

Pour calculer les αk on prend la valeur en −j de n! =
n∑
k=0

αkPk ce qui donne n! = αj
∏
i 6=j

(i− j) .

Or
∏
i 6=j

(i− j) = (0− j)(1− j) · · · (−1).(1) · · · (n− j) = (−1)j(j)!(n− j)! d’où

∀j ∈ [[0, n]] , αj = (−1)j
(
n

j

)

et donc : ∀x > 0 ,
n!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
=

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
x+ k

III.B La fonction y −→ (1 − y)x−1+k est continue sur [0, 1[ du type
1

(1− y)1−x−k
avec 1 − x − k < 1. Elle est donc

intégrable sur [0, 1[ et : ∫
(1− y)x−1+kdy =

−(1− y)x+k

x+ k

et donc comme x+ k > 0 : ∀x > 0,∀k ∈ N ,

∫ 1

0
(1− y)x−1+kdy =

1

x+ k

III.C L’intégrale est convergente car : y −→ (1− y)x−1yn est continue positive sur [0, 1[ , équivalente en 1 à
1

(1− y)1−x

avec 1− x < 1

En utilisant les deux résultats précédents et le binôme de Newton on a :

n!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
=

n∑
k=0

(−1)k
(
n
k

)
x+ k

=
n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)∫ 1

0
(1− y)x−1+kdy

=

∫ 1

0
(1− y)x−1

(
n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
(1− y)k

)
dy

=

∫ 1

0
(1− y)x−1yndy

La fonction y −→ (1− y)x−1yn étant bien intégrable comme combinaison linéaire de fonctions intégrables.
Il suffit de remplacer un(x) par son expression intégrale pour conclure :

∀x > 0, fa(x) =
+∞∑
n=0

an

∫ 1

0
(1− y)x−1yndy

III.D Soit a un élément de A.

III.D.1) Comme a ∈ A , la série
∑
anun(x) converge absolument pour tout x > 0.

En particulier si x = 1 , la série
∑ an

n+ 1
converge.

La série entière
∑ an

n+ 1
xn converge pour x = 1. Donc son rayon de convergence est supérieur ou égal à 1.
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Sa dérivée x 7−→
+∞∑
n=1

nan
n+ 1

xn−1 a le même rayon de convergence . Donc |x| < 1 ⇒
∑ nan

n+ 1
xn−1 converge

absolument =⇒
∑ nan

n+ 1
xn converge absolument (on multiplie par x).

Et comme

∣∣∣∣ nann+ 1
xn
∣∣∣∣ ∼n→+∞

|anxn| la série
∑

anx
n converge au moins pour |x| < 1 . Son rayon de convergence

est donc au moins 1 .

III.D.2) On a :

∀x > 0 ,

∫ 1

0
(1− y)x−1φa(y)dy =

∫ 1

0
(1− y)x−1

+∞∑
n=0

any
ndy

Si on peut intégrer termes à termes on a :

∀x > 0 ,

∫ 1

0
(1− y)x−1φa(y)dy =

+∞∑
n=0

an

∫ 1

0
(1− y)x−1yndy =

+∞∑
n=0

anun(x)

donc x −→
∫ 1

0
(1−y)x−1φa(y)dy est développable en série factorielle, et la fonction est égale à fa d’après III.C)

Il reste à justifier l’intégration termes à termes de

∫ 1

0

+∞∑
n=0

an(1 − y)x−1yndy sur l’intervalle [0, 1[ (qui n’est pas

un segment)

On se fixe un x > 0

— ∀n ∈ N , y −→ an(1− y)x−1yn est continue intégrable sur [0, 1[ d’après III.C

—
∑

an(1−y)x−1yn converge simplement et sa somme (1−y)x−1φa(y) est continue sur [0, 1[ (une série entière

est continue sur l’intervalle ouvert de convergence)

—

+∞∑
n=0

∫ 1

0

∣∣an(1− y)x−1yn
∣∣ dy =

+∞∑
n=0

|an|
∫ 1

0
(1− y)x−1yndy =

+∞∑
n=0

|an|un(x) . Cette série est bien convergente

puisque a ∈ A .

∀x > 0 , y −→ (1− y)x−1φa(y) est intégrable sur [0, 1[ et fa(x) =

∫ 1

0
(1− y)x−1φa(y)dy
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