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Problème 1

Notations
Si f est une fonction de classe C∞ et p un entier naturel, on note f (p) la dérivée pème de f .
On note C[X] l’ensemble des polynômes à coefficients dans C.
Si a et b sont deux entiers naturels, [[a, b]] désigne l’ensemble des entiers compris entre a et b.

I. Moments d’une variable aléatoire (non donné ici)

II. Moments d’une suite numérique

Si (an)n∈N est une suite réelle telle que, pour tout entier naturel p, la série
∑
n≥0

npan converge absolument, on appelle

moment d’ordre p de la suite (an) le nombre

+∞∑
n=0

npan.

Le but de cette partie est de construire une suite non nulle dont tous les moments d’ordre p (p ∈ N) sont
nuls.

II.A - Étude d’une fonction

On définit la fonction ϕ : R→ R par ∀x ∈ ]−∞, 1[ , ϕ(x) = exp

(
−x√
1− x

)
∀x ∈ [1,+∞[ , ϕ(x) = 0

(1)

Q14 Montrer que ϕ est continue sur R et de classe C∞ sur R \ {1}.

Q15 Calculer lim
x→1
x<1

ϕ′(x) et démontrer que ϕ est de classe C1 sur R.

Q16 Montrer que, pour tout entier naturel non nul p, il existe deux polynômes Pp et Qp à coefficients réels
tels que, pour tout x ∈]−∞, 1[,

ϕ(p)(x) =
Pp(
√

1− x)

Qp(
√

1− x)
exp

(
−x√
1− x

)
Q17 En déduire lim

x→1
x<1

ϕ(p)(x) pour p ∈ N∗.

Q18 En déduire que ϕ est de classe C∞ sur R et pour p ∈ N∗, donner la valeur de ϕ(p)(1).

II.B - Développements en série

Q19 Démontrer, pour tout x ∈]− 1, 1[, ϕ(x) =
+∞∑
q=0

(−1)q

q!
xq(1− x)−q/2.
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On considère les polynômes de Hilbert
H0(X) = 1

Hn(X) =
1

n!

n−1∏
k=0

(X − k) =
X(X − 1) · · · (X − n+ 1)

n!
pour tout n ∈ N∗ (2)

Q20 Démontrer que, pour tout x ∈]− 1, 1[ et tout q ∈ N∗, on a

(1− x)−q/2 =
+∞∑
p=0

Hp

(q
2

+ p− 1
)
xp

Q21 En déduire

∀x ∈]− 1, 1[, ϕ(x) = 1 +
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

ai,j(x)


où l’on a posé

∀(i, j) ∈ N2, ai,j(x) =
(−1)i+1

(i+ 1)!
Hj

(
i− 1

2
+ j

)
xi+j+1

Q22 Démontrer que, pour tout x ∈]− 1, 1[,
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

|ai,j(x)|

 = exp

(
|x|√

1− |x|

)
− 1.

Q23 Utiliser le cours sur les familles sommables pour établir l’égalité

∀x ∈]− 1, 1[, ϕ(x) =
+∞∑
n=0

anx
n

où 
a0 = 1

an =

n−1∑
k=0

(−1)n−k

(n− k)!
Hk

(
n+ k

2
− 1

)
pour tout n ∈ N∗ (3)

II.C - Un prolongement dans C

On note D le disque ouvert unité de C : D = {z ∈ C ; |z| < 1}.

Q24 Montrer que, pour tout z ∈ D, la série entière
∑
n≥0

anz
n converge.

Pour z ∈ D, on note Φ0(z) =

+∞∑
n=0

anz
n et, sous réserve de convergence,

Φp(z) =

+∞∑
n=0

(n+ p)(n+ p− 1) · · · (n+ 1)an+pz
n

Q25 Justifier que, pour tout p ∈ N∗ et tout x ∈]− 1, 1[, Φp(x) = ϕ(p)(x) et que pour tout p ∈ N∗ et tout z ∈ D, la

série entière

+∞∑
n=0

(n+ p)(n+ p− 1) · · · (n+ 1)an+pz
n converge.

Q26 Justifier que, pour tout p ∈ N, la fonction ϕ(p) est bornée sur ]− 1, 1[.
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On admet que la fonction Φp est bornée sur D.

Q27 Soit r un réel de l’intervalle ]0, 1[. Démontrer pour, tous entiers n ≥ 1 et p ≥ 1, que

(n+ p)(n+ p− 1) · · · (n+ 1)an+pr
n =

1

2π

∫ 2π

0
Φp(re

iθ)e−niθdθ

Q28 Démontrer que, pour tout p ∈ N, il existe un réel Kp et un entier naturel Np tels que

∀n ≥ Np, |an| ≤
Kp

np

Q29 Démonter que la série entière
∑
n≥0

anx
n converge normalement sur [0, 1] et donner la valeur de

+∞∑
n=0

an.

Q30 Soit p ∈ N∗. Montrer que la série entière
∑
n≥0

(n + p)(n + p − 1) · · · (n + 1)an+px
n converge normale-

ment sur [0, 1] et donner la valeur de
+∞∑
n=0

(n+ p)(n+ p− 1) · · · (n+ 1)an+p.

Q31 Démontrer que tous les moments d’ordre p de la suite (an) sont nuls.

Problème 2

Le problème porte sur l’étude des séries factorielles, séries de fonctions de la forme :∑
n≥0

an
n!

x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n)
.

La partie I traite d’un exemple (non donnée). Les parties suivantes, indépendantes de la première, ont pour objet
l’étude de propriétés de la somme d’une série factorielle convergente sur l’intervalle ]0,+∞[.

Partie II - Séries factorielles

II.A

II.A.1) Pour tout entier naturel n et pour tout réel x > 0, on pose :

un(x) =
n!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
vn(x) =

1

(n+ 1)x
et wn(x) =

un(x)

vn(x)
.

Montrer que la série de terme général ln

(
wn(x)

wn−1(x)

)
, définie pour n ≥ 1, est convergente.

II.A.2) En déduire qu’il existe `(x) (dépendant de x > 0) tel que

lim
n→+∞

un(x)

vn(x)
= `(x).

Justifier que `(x) > 0.

II.B Soit (an)n∈N une suite complexe et x > 0 un réel.

Montrer que la série
∑
n≥0

anun(x) est absolument convergente si et seulement si la série
∑
n≥0

anvn(x) est absolument

convergente.
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II.C On désigne désormais par A l’ensemble des suites (an)n∈N telles que la série
∑
n≥0

anun(x) soit absolument

convergente pour tout réel x > 0. Soit a = (an)n∈N un élément de A.
II.C.1) Montrer que la fonction fa définie par

fa(x) =
+∞∑
n=0

anun(x)

est continue sur ]0,+∞[.

II.C.2) Montrer que lim
x→+∞

fa(x) = 0.

II.D

II.D.1) Donner un exemple d’élément a = (an)n∈N de A avec an non nul pour tout entier n.

II.D.2) Donner un exemple de suite (an)n∈N qui ne soit pas élément de A.
II.E (non donné, il s’agissait de montrer que si a est un élément de A alors fa est de classe C1 sur l’intervalle ]0,+∞[)

N.B. On dira alors que la fonction fa est développable en série factorielle (sous-entendu ici sur ]0,+∞[) et on
admettra qu’un tel développement est unique.

Partie III - Représentation intégrale

III.A

III.A.1) Soit n un entier naturel. On pose :

∀k ∈ {0, . . . , n}, Pk(X) =

n∏
i=0, i 6=k

(X + i).

Montrer que (P0, P1, . . . , Pn) est une base de l’espace vectoriel Rn[X] des polynômes à coefficients réels et
de degré inférieur ou égal à n.

III.A.2) En déduire qu’il existe des nombres rationels α0, α1, . . . , αn indépendants de x tels que :

∀x > 0,
n!

x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n)
=

n∑
k=0

αk
x+ k

.

Exprimer αk en fonction de k et de n.

III.B Montrer pour x > 0 et pour k ∈ N, l’existence de l’intégrale

∫ 1

0
(1−y)x−1+kdy, et calculer sa valeur en fonction

de k et de x.

III.C Montrer que : ∀x > 0, ∀n ∈ N,
∫ 1

0
(1− y)x−1yndy =

n!

x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n)
.

En déduire que, pour tout élément a de A, on a :

∀x > 0, fa(x) =

+∞∑
n=0

an

∫ 1

0
(1− y)x−1yndy.

III.D Soit a un élément de A.
III.D.1) Montrer que la série entière

∑
n≥0

any
n a un rayon de convergence supérieur ou égale à 1.

On note ϕa la fonction définie sur [0, 1[ par ϕa(y) =
+∞∑
n=0

any
n.

III.D.2) Montrer que la fonction x 7−→
∫ 1

0
(1− y)x−1ϕa(y)dy est définie sur ]0,+∞[, développable en série factorielle

sur ]0,+∞[, et égale à fa.
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