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Lycée Chatelet

Devoir surveillé 5 - Correction

Exercice
a partir de CCINP TSI 2023

1. Questions de cours :

+o0o

D’apres le cours, pour tout z €] —1,1[, on a In(1 —z) = — Z — et son rayon de convergence est R = 1.
n

n=1

2. Loisde X et de N.

(a)

(b)
(c)

On remarque que la variable aléatoire X suit une loi géométrique de parametre p, car X est le rang d’apparition
du premier succes lors d’une succession d’épreuves identiques et indépendantes de type échec/succes, le succes
(obtenir un pile) étant de probabilité p.

Ainsi X (Q) = N* et pour tout n de N*, P(X =n) = (1 —p)"~!p.

N(Q) = N* de maniére immédiate.

Lorsque X =n, il y a n boules dans I'urne numérotées de 1 a n.

e On ne peut pas tirer de boule dont le numéro est strictement supérieur a n. Donc, si k > n, P, X:n)(N =k)=0

e Sil<k<n,ilyamn possibilités si 'on tire une boule dans I'urne qui en contient n, et une seule possibilité

1
de tirer la boule numérotée k. Les tirages étant équiprobables, P(x_,)(N = k) = —.
n

0 si k>n
V(n, k) € N* x N*, P(X:n)(N =k)=

1
—si k 1
nSl € [1,n]

La famille (X = n),en+ est un systéme complet d événements On applique la formule des probabilités totales a
lévénement (N = k) et on obtient : P(N ZIP x=n)(N = k)P(X = n).

Or la probabilité condltlonnelle est nulle si n < k: et en éliminant les termes nuls de la somme précédente, on

trouve : P(N = k) Z P(x—n)(N = k)P(X = n), soit encore :
p(l —
Vk € N*, Z
+oo 1 +o0 1
(e) P(N=1)= nZ:l ﬁ(l —p)"lp= 1’%;0 2 ﬁ(l —p)" qui vaut, d’apres la question 1(a) :
P(N = 1) = 2 (“In(1 — (1 - p)) = “2122)
1—p 1—p
3. Indépendance de X et de V
(a) cf cours (la caractérisation est aussi acceptée)
+o0 +o0
1 1 1
(b) On a, d’apres la question 2(d), P(N =2) = Z —1=p)"p = —(1-pp + Z —(1-p)"p > 0.
n 2 n
n=2 N—— n=2
>0 0
(¢c) OnaPx_)(N=2)=0#P(N =2)car P(N =2) >0 donc P(X =1)N(N=2)) #P(X =1) x P(N = 2).

’ Les variables aléatoires X et N ne sont pas indépendantes. ‘

1



Probléeme 1
Extrait de CCP MP 2017 maths 1

a partir d’un corrigé de C. Devulder

Partie I - Question de cours

1
1
1.1 Cf (E2) de colle. On t : t)dt = ——.
(E2) de colle. On trouve /Ofk() e
+oo
In(t
1.2 Cf (E2) de colle. On trouve : Vt €]0, 1], ka(t) = 1n£)t = 5(t).
k=0
1 UIn(t) =1 =1
1.3 Cf (E2) de colle. On trouve : / S(t)dt :/ dt=—-» —5=—->» —.
0 0 1-—t¢ kZO(k+1)2 ;RQ
Partie II - Exemples
1 1.
II.1 On pose f,(z) = on cos(nx) + P sin(nx).
1 1 1 1 2
Vo € R, |fn(x)] o cos(nz) + 3 sin(nz)| < o + 3 < on

Et donc || fnllcor < o1 Le majorant est le terme général d’une série géométrique convergente. Par comparaison,

la série de fonctions E fn est donc normalement convergente sur R.

Pour le calcul, on remarque que pour p > 2, €@ /p est de module < 1 et que donc (somme géométrique)

¢r p—e ~ (p — cos(x))? + sin®(z)
p

g(e:)"_ 1 p  plp—cos(x)+isin(x))

1—

En passant aux parties réelle et imaginaire, on a donc

“+00

—+o0 2 . .
Z cos(nx) _ P — pcos(x) ot Z sin(nz) _ psin(x)
— " p? —2pcos(z) +1 —= p? —2pcos(z) +1

Il reste & combiner les résultats pour p=2et p=3:

Jf 1 cos(nz) + 1 sin(na) 4 — 2 cos(z) N 3sin(x)
— cos(nx) + — sin(nz) | = .
2n 3" 5—4cos(zr) 10— 6cos(x)

n=0

I1.2 En utilisant le développement en série entiere de I’exponentielle, on a

T ing

Vz € R, exp(e®) = Z ¢

n=0

n!

Or, exp(e™®) = exp(cos(x)) exp(isin(z)) et la partie réelle de cette quantité est

) B = cos(nx)
Vx € R, exp(cos(x)) cos(sin(x)) = Z T
n=0

1
et up(z) = an cos(nz). La suite (ap)nen est de limite nulle mais Z un(0) = Z —— diverge.
n

I1.3 P =
osons a., - |

+1
Z uy, n’est donc pas simplement convergente sur R.



sin(nx)

vn

divergente. La série de fonctions proposée n’est donc pas normalement convergente sur R.

I1.4 La norme infinie sur R de z —

. . 1 . :
est immédiatement égale a — qui est le terme général d’une série
n

Partie III - Propriétés

e ITI.A - Une condition suffisante
IIT.A.1 On pose fp(z) = ay cos(nz) + by sin(nz). On a
Vr € R, |fu(x)| = |an cos(nx) 4 by sin(nzx)| < |ay| + |by|
Et donc || fnllcor < |an| + |by|. Le majorant est le terme général d'une série convergente par hypothese. Par compa-

raison, la série de fonctions g fn est donc normalement convergente sur R.

e ITI.B - Une condition nécessaire

ITI.B.1 On a ((.|.) étant le produit scalaire canonique sur R?)

Vr € R, |acos(z) + bsin(x)| = |((a,b)|(cos(z),sin(x)))| < |[(a,b)|| - ||(cos(x),sin(z))|| = Va? + b>

De plus, il y a un cas d’égalité :
- c’est immédiat si a = b = 0 (n’importe quel = convient) ;

- si (a,b) # (0,0), (a/Va?+b2,b/Va? + b2) est un vecteur normé et il existe donc un x tel que ce vecteur soit
(cos(x),sin(x)).

ITI.B.2 Posons u,(x) = ay,cos(nz) + by sin(nz). On suppose ici que Z ||unl|oor converge. On a (avec la question
précédente et car nz parcourt R quand c’est le cas pour z si n > 0)

Vn € NY, lunlloo = Va7, + b7 = [an] (vesp. [bnl)
Par comparaison des séries positives, Z an et Z b, convergent absolument.

e ITI.C - Autres propriétés

ITI.C.1 La convergence normale sur R entraine la convergence uniforme sur R et cette derniere conserve la continuité.
Les fonctions de la séries étant continues sur R, il en est de méme de f.
La convergence normale sur R entraine la convergence simple sur R. La convergence simple conserve la 2m-périodicité
(si Sp(z + 27) = Sy(z), on peut passer a la limite pour obtenir la 2m-périodicité de la limite). Ici, f est donc
2m-périodique et
f € 0271'

1
ITI.C.2 On effectue une linéarisation : cos?(nx) = 5(008(2711’) +1). On a donc

s 1 T
Vn > 1, / cos?(nx) dr = ™ sin(2nx) + g -

—T -

s
Pour n = 0, / cos?(nz) do = 2.

- ,
De méme, cos(kx) cos(nz) = §(cos((k: + n)x) + cos((k —n)x))). Si k et n sont des entiers naturels distincts, alors

k + n et k —n sont non nuls, et donc :

T 1 1 1 N
/7T cos(kx) cos(nx) do = 3 [n i sin((k +n)x) + —— sin((k — n)x)) =0.
On admettra que, pour k,n entiers naturels, on a / sin(kx) cos(nzx) dz = 0.

—T



III.C.3 Soit n € N. On a

f(z)cos(nz) de = / Z(ak cos(kx) cos(nz) + by sin(kx) cos(nz)) dx
- T k=0
Posons encore ug(x) = agcos(kx) + bgsin(kx). On a Vz, |ug(z)cos(nz)| < |ug(x)] < |luklleo- Le majorant est

indépendant de x et est le terme général d’'une série convergente (par I’hypotheése de normale convergence). On a
donc sous l'intégrale une série de fonctions normalement convergente (et donc uniformément) sur le SEGMENT
[—7, ] et on est dans le cas simple ou on peut intervertir (théoreme de convergence uniforme) :

o (f) = 7; f(z) cos(nz) de = Ji:.o (ak /7T cos(kx) cos(nx) dx + by /7r sin(kz) cos(nz)) dm)

k=0 - -

Dans la somme, tous les termes sont nuls sauf celui d’indice k& = n qui vaut a,m si n # 0 (question précédente) et
2mag si n = 0. Ainsi,

Vn #0, an = an(f) et ag= %ao(f).

II1.C.4 Soit g € Cy, définie ainsi : pour tout = € [—7, 7], g(x) = 22 et f est 2m-périodique sur R.

10

N

-10 -5 0

=]

=]

f-9

[N]

0

ITI.C.5 La fonction g est paire donc = — g(x)sin(nz) est impaire et sa fonction est donc d’intégrale nulle sur un
intervalle centré sur 0 (ce que 1’on voit par le changement de variable affine ¢t = —z). En particulier,

VneN, Bu(g) =0

III.C.6 On a : 5

an(g) = — /O7r 2% cos(nz) dzx

™
Il faut distinguer deux cas : n # 0 et n = 0.

Une double intégration par parties donne, pour n # 0,

s 2 ™ 2 7T 1 ™
/ 22 cos(nz) de = —/ xsin(nz) de = —— <[_:Ecos(nx)] + / cos(nx) dm)
0 nJo n n 0 nJo

et ainsi

On a aussi



ITI.C.7 On pose ug(x) =

ao(9)

et pour tout n € N*, on pose u,(z) = a,(g) cos(nz).
4

On aVz € R, |un(7)| < |an(g)| = — sin € N*.
n

4
Donc ||unHoo R S —. Par comparalson, E un converge normalement sur R et comme uQ est bornée :
) n2
neN*

‘ h =) u, converge normalement sur R. ‘

On peut alors utiliser le résultat de la question I11.C.3, et on obtient que :

‘ VneN, an(g) = an(h). ‘

On admettra que pour f,g € Cs, paires, cela implique que g = h et donc que

+oo
Ve e R, g(x)= Zuk(:r) + Za ) cos(kx) = h(x).
ITI1.C.8 On a donc :
Vr € R, g(x —|— 4 Z cos(nzx)
o0 o
1" 2 1 2
Pour 2 = 0, on obtient ; ( n2) = —7;—2. Pour x = 7, on obtient nZ:l 3= %

Probléme 2
a partir de CCP PSI 2013 maths 1 et de CCINP TSI 2012 maths 2

A partir d’un corrigé de R. Coutens

Partie 1 : calcul de l’intégrale de Gauss

1.

La fonction g : t + exp(—t?) est continue positive sur R .
Pour t > 1, t < t? donc 0 < exp(—t2) < exp(—t), or t — exp(—t) est intégrable sur [0, +oo[ donc par comparaison g

+o0
est intégrable sur [0,4+o0[ et | I = / e~ dt est convergente.
0

. On peut étudier la fonction u — e* — 1 — u sur R, et on obtient facilement que ‘ VueR, e*>1+u.

On pouvait aussi utiliser un argument de convexité.
Soit n un entier naturel non nul.

e Siu < 1: Dapres la relation précédente en —u on a : 0 < 1 —u < e™%, on éleve ensuite a la puissance n :
(1 —u)® <e ™.
e Si u > —1: D’apres la relation précédente en u on a : 0 < 1+ u < e, on éléve ensuite a la puissance —n (inversion

de l'inégalité) : e ™ < ———.
e I'inégalité) : e ATur

. Soit n un entier naturel non nul.

Pour z € [0,1], on a u = 22 > —1 donc (1 — 22)" < e ™" donc en intégrant sur [0,1] :

1 1 1 1 400
/ (1—a2?)"dx < / e " dz puis / e " d < / e " dg +/ e " dg (car exp(—nz?) > 0).
0 0 0 0 1

ar ailleurs la seconde relation de la question onne pour = > 0, e~ ’ < ———— relation que 'on peut intégrer
P 11 1 de relation de 1 tion 3 d >0,e """ g

(14 22)n
teo da
car 'intégrale / (
0

TQ)” converge (par comparaison a :1%2 pour la borne +00). D’ou finalement :
x

1 400 400
/ (1—2%)"dz < / e dg < / d7m2
0 0 o (142"




5. e En utilisant le changement de variable x = sin(f) (6 + sin(#) est de classe C! sur [0,7/2]) :

1 /2 /2
/ (1—2*)"dz = / (1 — sin” )" cos(0)df = / cos®™1(0)df = Wap 41
0 0 0

1 +o0 9 400
e De plus, avec le changement de variable z = —u (affine) : / e ™ dr = / e
0 0

N

e Enfin, en posant 2 = tan(#) (tan de classe C* sur [0,7/2[, bijectif de [0,7/2[ sur [0, +oc [), do =

obtient :
400 dz /2 ) . 1
L wimn= ) O o 0= Wana

L’encadrement de la question 4 sécrit pour tout n € N* :

I
Waons1 < —= < Wayo.

NG

T . T T
6. En admettant que W, J:;o \/; , on obtient W, 11 g;o m J:(;O \g donc

n—-+o0o

VnWani1 < T < \/nWay,_o (toutes les limites existent). On obtient :

+oo
d’otu la valeur de I'intégrale de Gauss : / e dt=1=
0

Partie 2 : propriétés de F.

1. La fonction g : t — exp(—t?) est continue sur R donc, par le théoréme fondamental de I’analyse,

F:x|—>/ exp(—t%)dt
0

est la primitive de g qui s’annule en 0 : on a donc | F(0) = 0.
Et F est une fonction dérivable sur R avec F’ = g continue donc

e L

NG

2

F est de classe C! sur R et Vz € R, F'(z) = g(z) = e %",

2. Pour tout x € R, on obtient en utilisant la parité de g et le changement de variable affine v = —t :

F(—z) = /0  exp(—t2)dt = /0 " (Ldu) = —F(x).

Donc | F est une fonction impaire. ‘

De plus, F/ = g > 0 donc ‘ F' est strictement croissante sur R. ‘

+oo
Enfin, par définition d’intégrale convergente, lirf Fx)=1= / exp(—t?)dt.
T—>+00 0
Et puisque F' est impaire, lim F(z)= —I.
T—r—00

I

ﬁ.
1

cos?(0)

dé, on

T T
lim nWa,y1 = \QF et de méme pour lil}rl VnWaop_o = \g on peut donc passer a la limite dans ’encadrement
n—-+0oo



3. (a) F' =g est de classe C* sur R donc F est indéfiniment dérivable sur R.

(b) e On note P(n), la propriété suivante :
< il existe une fonction polynéme p,,, de degré n — 1, telle que pour tout z € R : f)(z) = p,(z) exp(—2z2) >.

e On pose p; :  — 1, c’est une fonction polyndme de degré 0 et pour tout réel x :
f'(w) = gla) = exp(—a?).
Ainsi P(1) est vraie.
e Soit n € N*. On suppose P(n) vraie. On obtient alors pour tout x :
FO (@) = £ (2) = [p),(x) — 22pa(2)] exp(—a?).

avec py, fonction polynéme de degré n—1. En notant py,41 : © — pl,(z) —2zp,(x) on a bien une fonction polyndéme
de degré n donc P(n + 1) est vraie.

e Par récurrence, on a montré que P(n) est vraie pour tout n € N*.

+oo p
4. On a pour tout u € R, e* = Z Y avec R = +o0.
‘ n!
n=
5. Ainsi, pour tout = € R, on a aussi :
+oo xZn
_ _1\n _
o) = -1 (R = +)
n—

En tant que série entiere, on peut prendre les primitives terme a terme et donc il existe une constante C' € R telle
que :

+ n
Ve e R F(x)—iix2n+l+0
’ N (2n + 1)n! '

n=0
Et puisque F'(0) = 0, on trouve C' = 0. Et donc F' est bien développable en série entiere sur R.
6. D’une part en utilisant 3(b) en 2 = 0, on a p,(0) = F™(0).
D’autre part le développement précédent montre que F' est développable en série entiere au voisinage de 0 (avec

+oo
F® (0
un rayon de convergence infini) donc F' coincide avec la somme de sa série de Taylor Z k:‘( )xk . Par unicité du
k=0 '
développement en série entiere, on obtient :
(=1)"(2n+1)! (2n)!
0)=0et 0)=—~——> =(—-1)"—~.
P2n(0) Pan+1(0) (2n + 1)n! (=1) n!
Partie 3 : développement en série entiéere de g
+00
1. Soit Z anz™ une série entiere de rayon de convergence R > 0, on note pour tout x €] — R, R, y(x) = Z anz”.
n=0

En suppose que y est solution de (&) sur l'intervalle | — R, R] et que y(0) = 0.

(a) On a d’abord, ag = y(0) = 0 par hypothese.
De plus, y est solution de (£) donc pour tout = €] — R, R[, on a y/(z) — 2zy(z) = 1.
En particulier, en = 0, on obtient a; = y/(0) = 1.
(b) En tant que somme de série entiere, y est de classe C! sur | — R, R[ et on peut dériver terme & terme.

+oo +oo
Vo €] - R,R|, y(z) = Z na,z" "t = Z(n + Dapy12"
n=1 n=0



On a les équivalences suivantes.

y € Soll_pp(f) <= Vre]l-RR[ y(r)—2zy(x)=1

+o00o +oo
< Vz€|-R,R| Z(n + Dappiz™ —2 Zan:g”"'l =1
n=0 n=0
+oo +oo
< Vz€|—-R,R]| Z(n + Dapyr1ax™ —2 Zan_lx" =1
n=0 n=1
+oo
— Vz E] — R, R[, a) + Z ((n + 1)an+1 — Qan_1>x" =1
n=0

a1 = 1
Vn € N*, (n+ 1)apt1 = 2an-1

(par unicité du développement en série entiére sur un voisinage de 0)

2
a
n+1
(c) Avec I’hypothese ag = 0, on déduit par récurrence que Vn € N, ag, = 0.

On adonc| Vn e N*, apy1 = ne1-

Pour la suite, la réponse était donnée, il fallait donc étre tres précis.
D’autre part Vn € N :

2 2X2%---x2
a = aom—1 = ... = a
2nt 41 ! Cn+Dx@n—1)x---x3 "
o 2"2n)x (2n—2) x---x 2  2%'pl
N (2n + 1)!  (2n+1)!
2. Pour z # 0 (z) 2l an £0.0
. Pour z on pose up(x) = | ——=x .Ona:
» O POSE tin (2n + 1)
Unsr(z)  22F2(n+ Dz T3 (2n4+1)1 4(n+ 1)z -1
up(z) (2n + 3)! 22np)|z|2n+1 (20 + 3)(2n + 2) n—+oo
et ceci quelque soit * € R non nul.
221
Par la régle de D’Alembert pour les séries numériques, la série Z (274_”1)' 22" converge pour tout z € R (en 0
n !

c’est immédiat) et donc son rayon de convergence est égal a +oc.

Par propriétés des séries entieres, une telle fonction est dérivable sur R, et en remontant les équivalences de la question
1(b), cette fonction est bien solution de (£) sur R et s’annule évidemment en 0.

3. g est solution de (E) sur [0, +oo] en effet : ¢'(x) = 2zg(x) + e F'(z) = 2zg(z) + 1.
D’autre part, g(0) = e"F(0) = 0.
g et y sont donc solutions du méme probleme de Cauchy. D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, elles sont égales.
La fonction g est donc développable en série entiere, de rayon 400 et :

“+oo

Ve e R (x)—zﬂ 2l
T 2 an 1)



Probléme 3
FEaxtrait de Centrale PSI 2018 maths 2

un corrigé (succinct) de M. Amiot

II. Moments d’une suite numérique

IL.A - Etude d’une fonction
On définit la fonction ¢ : R — R par

Vz € ]—o0,1[, o(r)=exp <\/1_—7x> (1)
Vo e [l,4+o00[, ¢(x)=0

Q14 ¢ est de classe C* sur R\ {1} comme composée de fonctions C*°. Quand = tend vers 1 par valeurs inférieures, on
a @(x) — 0 par limite de 'exponentielle en —oo, donc on a méme limite & gauche et a droite en 1, et ¢ est continue sur
R.

Q15 Déja on a le plaisir de calculer

¢ = ( 1 R

—r _
\/1—m> <\/1—1:_(1—33)3/2 1—x)3/2
3/2 donc lim, 1 ¢/(x) = 0 [rigoureusement il faudrait poser y = /1 — z
<1

L’exponentielle tend vers 0 bien plus vite que (1 —x)

pour se ramener i une croissance comparée classique].

La limite & droite est clairement 0 aussi, donc par le théoréme de la dérivée prolongée (la fonction est continue, C' sauf
éventuellement en 1 et sa dérivée y a une limite), ¢ est de classe C! sur R.

Q16 On montre que, pour tout entier naturel non nul p, il existe deux polynoémes P, et (), a coefficients réels tels que,
pour tout z €] — o0, 1],

0P (z) = g’;((g)) exp (%) = Rp(vV1—x)exp (%)

par une récurrence immédiate :

— C’est vrai pour p =1 (et méme p = 0) comme on ’a prouvé,

— Supposant la propriété vraie, en dérivant on va obtenir du W en dérivant ’exponentielle et une autre fraction

rationnelle de la variable v/1 — « en dérivant la fraction R,(1/1 — x) par dérivation de fonctions composées.

Q17 et Q18 On en déduit comme en Q15 que le théoreme de la dérivée prolongée s’applique (supposant par récurrence

que ¢ est de classe CP~! & la dérivée d’ordre p, car lim,_,1 ¢ (x) = 0 par croissance comparée, pour tout p € N* et
<1
donc ) (1) existe et vaut 0.

I1.B - Développements en série
Q19 Par le développement en série entiere de ’exponentielle, il vient

o0

i ) Iy
On considere les polynoémes de Hilbert
Hy(X) =1
H,(X) = ;‘ﬁ(X — k)= XX 1) .T;!(X —n+l) pour tout n € N* 2)
k=0



Q20 D’apres la formule du bindme de Newton, la vraie, la généralisée, on a

p>0 \ P p>0 p!
:Z(/2+p—1 (¢/2+1)a/2 ,

p!

p=>0

Donc, pour tout x €] — 1,1] et tout ¢ € N*, on a

(1—2)"72 = ZH( —|—p—1> aP.

Q21 On a en combinant

o(z) :+OO (_1)1195‘1(1—@—(1/2:iO — quH ( +p—1) = > Uy (g +p—1) ZPta
= = ¢ = ¢ P2 ‘
<_1)0 0

2%(1 — )% = 1, et en posant ¢ = i + 1 sinon, on

En isolant les termes d’indice ¢ = 0 dont la contribution vaut ol
trouve bien .

+oo [+oo ) (—1)i+ i—1 o
N -1,1 =1+ i j u l’ 6 V(i,5) €N iilx) = H; +7 )T
zel-1L1[ o(z) Zz; ]Z(:)am () | oul'on a posé V(i,j) € N°, a;;(x) EIRE ( 5 ]> x

Q22 Observons déja que H; ( + j) > 0 puisque i et j sont > 0 (le dernier terme du numérateur est #)
Si z est positif, on a donc ]aw( )| = (1) a; ;(|z]).
Si @ est négatif, on a donc |a; j(x)] = (—=1)a; ;(|z]) = (—1)"a; j(z) = (=1)"a; ;(—|z]).

||

En reprenant tout le calcul avec ﬁ , on trouve que le (—=1)4z7 (alias (—1)“™1) se simplifie en |24, tandis que les
—|x

aP (qui proviennent du DSE de la racine) se changent en |x|P.
Quand la poussieére retombe, pour tout = €] — 1, 1], il reste effectivement

+oo [ +oo
a;qi(x =ex 7‘$| —1
> (S| oo ()

Q23 On vient de démontrer une sommabilité, ce qui autorise a Fubiniser : en sommant & i + j + 1 = n (produit de
Cauchy), le terme constant étant toujours mis de coté, il vient

i—1 n+j N
Hj<2+]>:Hj< 5 —1> d’ou Vo €] —1,1], Zanm
ou
a():l
B G T N (3)
an—kzzo(n_k)! k 5 pour tout n €

I1.C - Un prolongement dans C

On note D le disque ouvert unité de C : D = {z € C ;|z| < 1}.

Q24 La sommabilité établie en Q22 montre que, pour tout z € D, la série entiere Z anz" converge.
n>0
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+oo
Pour z € D, on note (I)()(Z) = E anz” et, sous réserve de convergence,

n=0

+oo
Py(z) = Y (n+p)(nt+p—1)--(n+ Dangpz"

n=0

Q25Le théoreme de dérivation terme a terme des séries entieres affirme que pour tout p € N* et tout x €] — 1, 1],
®,(z) = ¢ (z) et que les séries entieres gardent le méme rayon de convergence (ici 1) apres dérivation. En particulier,

+o0
pour tout p € N* et tout z € D, la série entiere Z(n +p)n+p—1)---(n+1)aypz" converge.
n=0
Q26 Rappelons que la fonction Lp(p) s’exprime sous la forme R,(v/1 — z) exp( 1_$ ) pour x < 1 (et 0 pour x > 11).
—x

Or cette fonction est continue sur [—1, 1], donc y est bornée (limite nulle en 1).
Donc @, est bornée sur | — 1, 1] car c’est la méme!

On admet gentiment que la fonction ®, est bornée sur D.

On admet que la fonction ®, est bornée sur D.

Q27 Soit r un réel de l'intervalle ]0,1[. On sait alors que la série entiere

ST+ p)(n+p—1)-- (n+ Danpr™e™

n

converge normalement pour § € R, car r < R rayon de convergence (on est sur un cercle — compact — inclus dans le
disque ouvert de convergence).

Ceci autorise & intégrer terme & terme le développement en série de ®,(re'?)e ™ sur le segment [0, 27]. Or fo% (reie)ke_”iadﬂ =
0 quand k # n, il reste donc

1

(n~|—p)(n—|—p—1)---(n+1)an+pr”:%

2 . .
/ <I>p(7‘ele)e_med9.
0
Q28 On a donc compte tenu de ce que |®,| est bornée par une constante K, (admis en Q26)

1 1 2
n+p)n+p—1)---(n+1)2n

n K
Vr €], 1] angplr™ < ( Kydo < —2

et en faisant tendre r vers 1 on a l'inégalité voulue par passage a la limite.
Q29 La convergence normale de la série entiere Z anz™ sur [0,1] résulte de la majoration précédente.

n>0
“+oo
On a donc convergence uniforme et continuité de la somme de la série entiere, et donc la valeur de E an est la limite
n=0

en 1 de ¢, qui est 0 d’apres Q14.
Q30 En Q28 nous avons établi que an4+p, = O(:5). Par réindexation (p étant fixé) cela prouve que a, = O(ﬁ) =
O(nip) On a donc une convergence vers 0 plus rapide que n’importe quelle série de Riemann. En particulier, pour p € N*

on a, = O(ﬁ) et (n+p)n+p—1)---(n+1)apyp = O(ﬁ) On en déduit la convergence normale de la série entiere
Z(n +p)(n+p—1)---(n+ 1)aypx” sur [0,1]. On ne peut appliquer le théoréme de dérivation des séries
n>0

entiéres sur [0, 1] (seulement sur [—1,1[) mais la convergence normale, donc uniforme, permet d’appliquer la version
récursive du théoreme de dérivation terme a terme, ce qui donne pour somme de cette série

+oo
Z(n +p)n4p—1)-- (n4 Daypz” = oV (z) = ()
n=0
et en particulier
“+o0o
St p)ntp—1)---(n+any =0,(1) =0 dapres Q18.
n=0
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Q31 On en déduit par récurrence aisée que que tous les moments d’ordre p de la suite (a,) sont nuls. Je me contente
d’ébaucher la récurrence :

mo = Z anp =0 (d’apres Q29)

n>0
Z(n+1)an 7 :\0 :Znan—FZan:ml—i—mo = m; =0
>0 (d’apres Q30) >0 7>0
(n+2)(n+1ay =0 = nla, + 3na, + an =mo+3m1+2mg = me=0...
7;) (d’apres Q30) 7%% 7%% Z
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