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Exercice
à partir de CCINP TSI 2023

1. Questions de cours :

D’après le cours, pour tout x ∈]− 1, 1[, on a ln(1− x) = −
+∞∑
n=1

xn

n
et son rayon de convergence est R = 1.

2. Lois de X et de N .

(a) On remarque que la variable aléatoire X suit une loi géométrique de paramètre p, car X est le rang d’apparition
du premier succès lors d’une succession d’épreuves identiques et indépendantes de type échec/succès, le succès
(obtenir un pile) étant de probabilité p.
Ainsi X(Ω) = N∗ et pour tout n de N∗, P(X = n) = (1− p)n−1p.

(b) N(Ω) = N∗ de manière immédiate.
(c) Lorsque X = n, il y a n boules dans l’urne numérotées de 1 à n.

• On ne peut pas tirer de boule dont le numéro est strictement supérieur à n. Donc, si k > n, P(X=n)(N = k) = 0.

• Si 1 ≤ k ≤ n, il y a n possibilités si l’on tire une boule dans l’urne qui en contient n, et une seule possibilité

de tirer la boule numérotée k. Les tirages étant équiprobables, P(X=n)(N = k) =
1

n
.

∀(n, k) ∈ N∗ × N∗, P(X=n)(N = k) =


0 si k > n

1

n
si k ∈ [[1, n]]

(d) La famille (X = n)n∈N∗ est un système complet d’événements. On applique la formule des probabilités totales à

l’événement (N = k) et on obtient : P(N = k) =
+∞∑
n=1

P(X=n)(N = k)P(X = n).

Or la probabilité conditionnelle est nulle si n < k, et en éliminant les termes nuls de la somme précédente, on

trouve : P(N = k) =

+∞∑
n=k

P(X=n)(N = k)P(X = n), soit encore :

∀k ∈ N∗, P(N = k) =
+∞∑
n=k

p(1− p)n−1

n
.

(e) P(N = 1) =
+∞∑
n=1

1

n
(1− p)n−1p =

p

1− p

+∞∑
n=1

1

n
(1− p)n qui vaut, d’après la question 1(a) :

P(N = 1) =
p

1− p
(− ln(1− (1− p)) =

−p ln(p)

1− p
.

3. Indépendance de X et de N .

(a) cf cours (la caractérisation est aussi acceptée)

(b) On a, d’après la question 2(d), P(N = 2) =

+∞∑
n=2

1

n
(1− p)n−1p =

1

2
(1− p)p︸ ︷︷ ︸
>0

+
+∞∑
n=2

1

n
(1− p)n−1p︸ ︷︷ ︸
≥0

> 0.

(c) On a P(X=1)(N = 2) = 0 6= P(N = 2) car P(N = 2) > 0 donc P((X = 1) ∩ (N = 2)) 6= P(X = 1)× P(N = 2).

Les variables aléatoires X et N ne sont pas indépendantes.
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Problème 1
Extrait de CCP MP 2017 maths 1

à partir d’un corrigé de C. Devulder

Partie I - Question de cours

I.1 Cf (E2) de colle. On trouve :

∫ 1

0
fk(t)dt = − 1

(k + 1)2
.

I.2 Cf (E2) de colle. On trouve : ∀t ∈]0, 1[,
+∞∑
k=0

fk(t) =
ln(t)

1− t
= S(t).

I.3 Cf (E2) de colle. On trouve :

∫ 1

0
S(t)dt =

∫ 1

0

ln(t)

1− t
dt = −

+∞∑
k=0

1

(k + 1)2
= −

+∞∑
n=1

1

n2
.

Partie II - Exemples

II.1 On pose fn(x) =
1

2n
cos(nx) +

1

3n
sin(nx).

∀x ∈ R, |fn(x)| =
∣∣∣∣ 1

2n
cos(nx) +

1

3n
sin(nx)

∣∣∣∣ ≤ 1

2n
+

1

3n
≤ 2

2n

Et donc ‖fn‖∞,R ≤
1

2n−1
. Le majorant est le terme général d’une série géométrique convergente. Par comparaison,

la série de fonctions
∑

fn est donc normalement convergente sur R.

Pour le calcul, on remarque que pour p ≥ 2, eix/p est de module < 1 et que donc (somme géométrique)

+∞∑
n=0

(
eix

p

)n
=

1

1− eix

p

=
p

p− eix
=
p(p− cos(x) + i sin(x))

(p− cos(x))2 + sin2(x)

En passant aux parties réelle et imaginaire, on a donc

+∞∑
n=0

cos(nx)

pn
=

p2 − p cos(x)

p2 − 2p cos(x) + 1
et

+∞∑
n=0

sin(nx)

pn
=

p sin(x)

p2 − 2p cos(x) + 1

Il reste à combiner les résultats pour p = 2 et p = 3 :

+∞∑
n=0

(
1

2n
cos(nx) +

1

3n
sin(nx)

)
=

4− 2 cos(x)

5− 4 cos(x)
+

3 sin(x)

10− 6 cos(x)
.

II.2 En utilisant le développement en série entière de l’exponentielle, on a

∀x ∈ R, exp(eix) =
+∞∑
n=0

einx

n!

Or, exp(eix) = exp(cos(x)) exp(i sin(x)) et la partie réelle de cette quantité est

∀x ∈ R, exp(cos(x)) cos(sin(x)) =
+∞∑
n=0

cos(nx)

n!
.

II.3 Posons an =
1

n+ 1
et un(x) = an cos(nx). La suite (an)n∈N est de limite nulle mais

∑
un(0) =

∑ 1

n+ 1
diverge.∑

un n’est donc pas simplement convergente sur R.
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II.4 La norme infinie sur R de x 7→ sin(nx)√
n

est immédiatement égale à
1√
n

qui est le terme général d’une série

divergente. La série de fonctions proposée n’est donc pas normalement convergente sur R.

Partie III - Propriétés

• III.A - Une condition suffisante

III.A.1 On pose fn(x) = an cos(nx) + bn sin(nx). On a

∀x ∈ R, |fn(x)| = |an cos(nx) + bn sin(nx)| ≤ |an|+ |bn|

Et donc ‖fn‖∞,R ≤ |an|+ |bn|. Le majorant est le terme général d’une série convergente par hypothèse. Par compa-

raison, la série de fonctions
∑

fn est donc normalement convergente sur R.

• III.B - Une condition nécessaire

III.B.1 On a ((.|.) étant le produit scalaire canonique sur R2)

∀x ∈ R, |a cos(x) + b sin(x)| = |((a, b)|(cos(x), sin(x)))| ≤ ‖(a, b)‖ · ‖(cos(x), sin(x))‖ =
√
a2 + b2

De plus, il y a un cas d’égalité :

- c’est immédiat si a = b = 0 (n’importe quel x convient) ;

- si (a, b) 6= (0, 0), (a/
√
a2 + b2, b/

√
a2 + b2) est un vecteur normé et il existe donc un x tel que ce vecteur soit

(cos(x), sin(x)).

III.B.2 Posons un(x) = an cos(nx) + bn sin(nx). On suppose ici que
∑
‖un‖∞,R converge. On a (avec la question

précédente et car nx parcourt R quand c’est le cas pour x si n > 0)

∀n ∈ N∗, ‖un‖∞ =
√
a2n + b2n ≥ |an| (resp. |bn|)

Par comparaison des séries positives,
∑

an et
∑

bn convergent absolument.

• III.C - Autres propriétés

III.C.1 La convergence normale sur R entrâıne la convergence uniforme sur R et cette dernière conserve la continuité.
Les fonctions de la séries étant continues sur R, il en est de même de f .
La convergence normale sur R entrâıne la convergence simple sur R. La convergence simple conserve la 2π-périodicité
(si Sn(x + 2π) = Sn(x), on peut passer à la limite pour obtenir la 2π-périodicité de la limite). Ici, f est donc
2π-périodique et

f ∈ C2π

III.C.2 On effectue une linéarisation : cos2(nx) =
1

2
(cos(2nx) + 1). On a donc

∀n ≥ 1,

∫ π

−π
cos2(nx) dx =

[
1

4n
sin(2nx) +

x

2

]π
−π

= π

Pour n = 0,

∫ π

−π
cos2(nx) dx = 2π.

De même, cos(kx) cos(nx) =
1

2
(cos((k + n)x) + cos((k − n)x))). Si k et n sont des entiers naturels distincts, alors

k + n et k − n sont non nuls, et donc :∫ π

−π
cos(kx) cos(nx) dx =

1

2

[
1

n+ k
sin((k + n)x) +

1

n+ k
sin((k − n)x))

]π
−π

= 0.

On admettra que, pour k, n entiers naturels, on a

∫ π

−π
sin(kx) cos(nx) dx = 0.
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III.C.3 Soit n ∈ N. On a∫ π

−π
f(x) cos(nx) dx =

∫ π

−π

∞∑
k=0

(ak cos(kx) cos(nx) + bk sin(kx) cos(nx)) dx

Posons encore uk(x) = ak cos(kx) + bk sin(kx). On a ∀x, |uk(x) cos(nx)| ≤ |uk(x)| ≤ ‖uk‖∞. Le majorant est
indépendant de x et est le terme général d’une série convergente (par l’hypothèse de normale convergence). On a
donc sous l’intégrale une série de fonctions normalement convergente (et donc uniformément) sur le SEGMENT
[−π, π] et on est dans le cas simple où on peut intervertir (théorème de convergence uniforme) :

παn(f) =

∫ π

−π
f(x) cos(nx) dx =

+∞∑
k=0

(
ak

∫ π

−π
cos(kx) cos(nx) dx+ bk

∫ π

−π
sin(kx) cos(nx)) dx

)
Dans la somme, tous les termes sont nuls sauf celui d’indice k = n qui vaut anπ si n 6= 0 (question précédente) et
2πa0 si n = 0. Ainsi,

∀n 6= 0, an = αn(f) et a0 =
1

2
α0(f).

III.C.4 Soit g ∈ C2π définie ainsi : pour tout x ∈ [−π, π], g(x) = x2 et f est 2π-périodique sur R.

III.C.5 La fonction g est paire donc x 7→ g(x) sin(nx) est impaire et sa fonction est donc d’intégrale nulle sur un
intervalle centré sur 0 (ce que l’on voit par le changement de variable affine t = −x). En particulier,

∀n ∈ N, βn(g) = 0

III.C.6 On a :

αn(g) =
2

π

∫ π

0
x2 cos(nx) dx

Il faut distinguer deux cas : n 6= 0 et n = 0.

Une double intégration par parties donne, pour n 6= 0,∫ π

0
x2 cos(nx) dx = − 2

n

∫ π

0
x sin(nx) dx = − 2

n

([
−x cos(nx)

n

]π
0

+
1

n

∫ π

0
cos(nx) dx

)
et ainsi

∀n 6= 0, αn(g) =
4(−1)n

n2

On a aussi

α0(g) =
2

π

∫ π

0
x2 dx =

2

3
π2
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III.C.7 On pose u0(x) =
α0(g)

2
et pour tout n ∈ N∗, on pose un(x) = αn(g) cos(nx).

On a ∀x ∈ R, |un(x)| ≤ |αn(g)| = 4

n2
si n ∈ N∗.

Donc ‖un‖∞,R ≤
4

n2
. Par comparaison,

∑
n∈N∗

un converge normalement sur R et comme u0 est bornée :

h =
∑
un converge normalement sur R.

On peut alors utiliser le résultat de la question III.C.3, et on obtient que :

∀n ∈ N, αn(g) = αn(h).

On admettra que pour f, g ∈ C2π paires, cela implique que g = h et donc que

∀x ∈ R, g(x) =
+∞∑
k=0

uk(x) =
α0(g)

2
+

+∞∑
k=1

αk(g) cos(kx) = h(x).

III.C.8 On a donc :

∀x ∈ R, g(x) =
π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n

n2
cos(nx)

Pour x = 0, on obtient
∞∑
n=1

(−1)n

n2
= −π

2

12
. Pour x = π, on obtient

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

Problème 2
à partir de CCP PSI 2013 maths 1 et de CCINP TSI 2012 maths 2

À partir d’un corrigé de R. Coutens

Partie 1 : calcul de l’intégrale de Gauss

1. La fonction g : t 7→ exp(−t2) est continue positive sur R .
Pour t > 1, t 6 t2 donc 0 6 exp(−t2) 6 exp(−t), or t 7−→ exp(−t) est intégrable sur [0,+∞[ donc par comparaison g

est intégrable sur [0,+∞[ et I =

∫ +∞

0
e−t

2
dt est convergente.

2. On peut étudier la fonction u 7→ eu − 1− u sur R, et on obtient facilement que ∀u ∈ R, eu ≥ 1 + u.
On pouvait aussi utiliser un argument de convexité.

3. Soit n un entier naturel non nul.

• Si u ≤ 1 : D’après la relation précédente en −u on a : 0 6 1 − u 6 e−u, on élève ensuite à la puissance n :
(1− u)n 6 e−nu.

• Si u > −1 : D’après la relation précédente en u on a : 0 < 1 + u 6 eu, on élève ensuite à la puissance −n (inversion

de l’inégalité) : e−nu 6
1

(1 + u)n
.

4. Soit n un entier naturel non nul.
Pour x ∈ [0, 1], on a u = x2 > −1 donc (1− x2)n 6 e−nx

2
donc en intégrant sur [0, 1] :∫ 1

0
(1− x2)n dx 6

∫ 1

0
e−nx

2
dx puis

∫ 1

0
e−nx

2
dx 6

∫ 1

0
e−nx

2
dx+

∫ +∞

1
e−nx

2
dx (car exp(−nx2) > 0).

Par ailleurs la seconde relation de la question 3 donne pour x > 0, e−nx
2
6

1

(1 + x2)n
relation que l’on peut intégrer

car l’intégrale

∫ +∞

0

dx

(1 + x2)n
converge (par comparaison à 1

x2
pour la borne +∞). D’où finalement :

∫ 1

0
(1− x2)n dx ≤

∫ +∞

0
e−nx

2
dx ≤

∫ +∞

0

dx

(1 + x2)n
.
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5. • En utilisant le changement de variable x = sin(θ) (θ 7→ sin(θ) est de classe C1 sur [0, π/2]) :∫ 1

0
(1− x2)n dx =

∫ π/2

0
(1− sin2 θ)n cos(θ)dθ =

∫ π/2

0
cos2n+1(θ)dθ = W2n+1

• De plus, avec le changement de variable x =
1√
n
u (affine) :

∫ +∞

0
e−nx

2
dx =

∫ +∞

0
e−u

2 1√
n

du =
I√
n

.

• Enfin, en posant x = tan(θ) (tan de classe C1 sur [0, π/2[ , bijectif de [0, π/2[ sur [0,+∞ [ ), dx =
1

cos2(θ)
dθ, on

obtient : ∫ +∞

0

dx

(1 + x2)n
=

∫ π/2

0
(cos2(θ))n

1

cos2 θ
dθ = W2n−2.

L’encadrement de la question 4 sécrit pour tout n ∈ N∗ :

W2n+1 ≤
I√
n
≤W2n−2.

6. En admettant que Wn ∼
+∞

√
π

2n
, on obtient W2n+1 ∼

+∞

√
π

2(2n+ 1)
∼
+∞

√
π

2
donc

lim
n→+∞

√
nW2n+1 =

√
π

2
et de même pour lim

n→+∞

√
nW2n−2 =

√
π

2
on peut donc passer à la limite dans l’encadrement

√
nW2n+1 ≤ I ≤

√
nW2n−2 (toutes les limites existent). On obtient :

√
π

2
6 I 6

√
π

2

d’où la valeur de l’intégrale de Gauss :

∫ +∞

0
e−t

2
dt = I =

√
π

2
.

Partie 2 : propriétés de F.

1. La fonction g : t 7→ exp(−t2) est continue sur R donc, par le théorème fondamental de l’analyse,

F : x 7−→
∫ x

0
exp(−t2)dt

est la primitive de g qui s’annule en 0 : on a donc F (0) = 0.

Et F est une fonction dérivable sur R avec F ′ = g continue donc

F est de classe C1 sur R et ∀x ∈ R, F ′(x) = g(x) = e−x
2
.

2. Pour tout x ∈ R, on obtient en utilisant la parité de g et le changement de variable affine u = −t :

F (−x) =

∫ −x
0

exp(−t2)dt =

∫ x

0
e−u

2
(−du) = −F (x).

Donc F est une fonction impaire.

De plus, F ′ = g > 0 donc F est strictement croissante sur R.

Enfin, par définition d’intégrale convergente, lim
x→+∞

F (x) = I =

∫ +∞

0
exp(−t2)dt.

Et puisque F est impaire, lim
x→−∞

F (x) = −I.
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3. (a) F ′ = g est de classe C∞ sur R donc F est indéfiniment dérivable sur R.

(b) • On note P(n), la propriété suivante :
� il existe une fonction polynôme pn, de degré n− 1, telle que pour tout x ∈ R : f (n)(x) = pn(x) exp(−x2) �.

• On pose p1 : x 7→ 1, c’est une fonction polynôme de degré 0 et pour tout réel x :

f ′(x) = g(x) = exp(−x2).

Ainsi P(1) est vraie.

• Soit n ∈ N∗. On suppose P(n) vraie. On obtient alors pour tout x :

f (n+1)(x) = f (n)
′
(x) = [p′n(x)− 2xpn(x)] exp(−x2).

avec pn fonction polynôme de degré n−1. En notant pn+1 : x 7→ p′n(x)−2xpn(x) on a bien une fonction polynôme
de degré n donc P(n+ 1) est vraie.

• Par récurrence, on a montré que P(n) est vraie pour tout n ∈ N∗.

4. On a pour tout u ∈ R, eu =

+∞∑
n=0

un

n!
avec R = +∞.

5. Ainsi, pour tout x ∈ R, on a aussi :

g(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n
x2n

n!
(R = +∞)

En tant que série entière, on peut prendre les primitives terme à terme et donc il existe une constante C ∈ R telle
que :

∀x ∈ R, F (x) =
+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)n!
x2n+1 + C.

Et puisque F (0) = 0, on trouve C = 0. Et donc F est bien développable en série entière sur R.
6. D’une part en utilisant 3(b) en x = 0, on a pn(0) = F (n)(0).

D’autre part le développement précédent montre que F est développable en série entière au voisinage de 0 (avec

un rayon de convergence infini) donc F cöıncide avec la somme de sa série de Taylor

+∞∑
k=0

F (k)(0)

k!
xk. Par unicité du

développement en série entière, on obtient :

p2n(0) = 0 et p2n+1(0) =
(−1)n(2n+ 1)!

(2n+ 1)n!
= (−1)n

(2n)!

n!
.

Partie 3 : développement en série entière de g

1. Soit
∑

anx
n une série entière de rayon de convergence R > 0, on note pour tout x ∈]−R,R[, y(x) =

+∞∑
n=0

anx
n.

En suppose que y est solution de (E) sur l’intervalle ]−R,R[ et que y(0) = 0.

(a) On a d’abord, a0 = y(0) = 0 par hypothèse.
De plus, y est solution de (E) donc pour tout x ∈]−R,R[, on a y′(x)− 2xy(x) = 1.
En particulier, en x = 0, on obtient a1 = y′(0) = 1.

(b) En tant que somme de série entière, y est de classe C1 sur ]−R,R[ et on peut dériver terme à terme.

∀x ∈]−R,R[, y′(x) =
+∞∑
n=1

nanx
n−1 =

+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n
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On a les équivalences suivantes.

y ∈ Sol]−R,R[(E) ⇐⇒ ∀x ∈]−R,R[, y′(x)− 2xy(x) = 1

⇐⇒ ∀x ∈]−R,R[,

+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n − 2

+∞∑
n=0

anx
n+1 = 1

⇐⇒ ∀x ∈]−R,R[,
+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n − 2

+∞∑
n=1

an−1x
n = 1

⇐⇒ ∀x ∈]−R,R[, a1 +
+∞∑
n=0

(
(n+ 1)an+1 − 2an−1

)
xn = 1

⇐⇒


a1 = 1

∀n ∈ N∗, (n+ 1)an+1 = 2an−1

(par unicité du développement en série entière sur un voisinage de 0)

On a donc ∀n ∈ N∗, an+1 =
2

n+ 1
an−1.

(c) Avec l’hypothèse a0 = 0, on déduit par récurrence que ∀n ∈ N, a2n = 0.

Pour la suite, la réponse était donnée, il fallait donc être très précis.
D’autre part ∀n ∈ N :

a2n+1 =
2

2n+ 1
a2n−1 = . . . =

2× 2× · · · × 2

(2n+ 1)× (2n− 1)× · · · × 3
a1

=
2n(2n)× (2n− 2)× · · · × 2

(2n+ 1)!
=

22nn!

(2n+ 1)!

2. Pour x 6= 0, on pose un(x) =

∣∣∣∣ 22nn!

(2n+ 1)!
x2n+1

∣∣∣∣ 6= 0. On a :

un+1(x)

un(x)
=

22n+2(n+ 1)!|x|2n+3

(2n+ 3)!

(2n+ 1)!

22nn!|x|2n+1
=

4(n+ 1)|x|2

(2n+ 3)(2n+ 2)
−→

n→+∞
0 < 1

et ceci quelque soit x ∈ R non nul.

Par la régle de D’Alembert pour les séries numériques, la série
∑ 22nn!

(2n+ 1)!
x2n+1 converge pour tout x ∈ R (en 0

c’est immédiat) et donc son rayon de convergence est égal à +∞.
Par propriétés des séries entières, une telle fonction est dérivable sur R, et en remontant les équivalences de la question
1(b), cette fonction est bien solution de (E) sur R et s’annule évidemment en 0.

3. g est solution de (E) sur [0,+∞[ en effet : g′(x) = 2xg(x) + ex
2
F ′(x) = 2xg(x) + 1.

D’autre part, g(0) = e0F (0) = 0.
g et y sont donc solutions du même problème de Cauchy. D’après le théorème de Cauchy-Lipschitz, elles sont égales.
La fonction g est donc développable en série entière, de rayon +∞ et :

∀x ∈ R, g(x) =

+∞∑
n=0

22nn!

(2n+ 1)!
x2n+1.
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Problème 3
Extrait de Centrale PSI 2018 maths 2

un corrigé (succinct) de M. Amiot

II. Moments d’une suite numérique

II.A - Étude d’une fonction

On définit la fonction ϕ : R→ R par  ∀x ∈ ]−∞, 1[ , ϕ(x) = exp

(
−x√
1− x

)
∀x ∈ [1,+∞[ , ϕ(x) = 0

(1)

Q14 ϕ est de classe C∞ sur R \ {1} comme composée de fonctions C∞. Quand x tend vers 1 par valeurs inférieures, on
a ϕ(x)→ 0 par limite de l’exponentielle en −∞, donc on a même limite à gauche et à droite en 1, et ϕ est continue sur
R.
Q15 Déjà on a le plaisir de calculer

ϕ′(x) = exp

(
−x√
1− x

)( −1√
1− x

− x

(1− x)3/2

)
= − ϕ(x)

(1− x)3/2

L’exponentielle tend vers 0 bien plus vite que (1−x)3/2, donc limx→1
x<1

ϕ′(x) = 0 [rigoureusement il faudrait poser y =
√

1− x

pour se ramener à une croissance comparée classique].

La limite à droite est clairement 0 aussi, donc par le théorème de la dérivée prolongée (la fonction est continue, C1 sauf
éventuellement en 1 et sa dérivée y a une limite), ϕ est de classe C1 sur R.
Q16 On montre que, pour tout entier naturel non nul p, il existe deux polynômes Pp et Qp à coefficients réels tels que,
pour tout x ∈]−∞, 1[,

ϕ(p)(x) =
Pp(
√

1− x)

Qp(
√

1− x)
exp

(
−x√
1− x

)
= Rp(

√
1− x) exp

(
−x√
1− x

)
par une récurrence immédiate :

— C’est vrai pour p = 1 (et même p = 0) comme on l’a prouvé,

— Supposant la propriété vraie, en dérivant on va obtenir du 1
(1−x)3/2 en dérivant l’exponentielle et une autre fraction

rationnelle de la variable
√

1− x en dérivant la fraction Rp(
√

1− x) par dérivation de fonctions composées.

Q17 et Q18 On en déduit comme en Q15 que le théorème de la dérivée prolongée s’applique (supposant par récurrence
que ϕ est de classe Cp−1 à la dérivée d’ordre p, car limx→1

x<1

ϕ(p)(x) = 0 par croissance comparée, pour tout p ∈ N∗ et

donc ϕ(p)(1) existe et vaut 0.

II.B - Développements en série

Q19 Par le développement en série entière de l’exponentielle, il vient

ϕ(x) =
+∞∑
q=0

1

q!

(−x)q√
1− xq

=
+∞∑
q=0

(−1)q

q!
xq(1− x)−q/2.

On considère les polynômes de Hilbert
H0(X) = 1

Hn(X) =
1

n!

n−1∏
k=0

(X − k) =
X(X − 1) · · · (X − n+ 1)

n!
pour tout n ∈ N∗ (2)
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Q20 D’après la formule du binôme de Newton, la vraie, la généralisée, on a

(1− x)−q/2 =
∑
p≥0

(
−q/2
p

)
(−x)p =

∑
p≥0

(−q/2)(−q/2− 1) . . . (−q/2− p+ 1)

p!
(−1)pxp

=
∑
p≥0

(q/2 + p− 1) . . . (q/2 + 1)q/2

p!
xp

Donc, pour tout x ∈]− 1, 1[ et tout q ∈ N∗, on a

(1− x)−q/2 =
+∞∑
p=0

Hp

(q
2

+ p− 1
)
xp.

Q21 On a en combinant

ϕ(x) =
+∞∑
q=0

(−1)q

q!
xq(1− x)−q/2 =

+∞∑
q=0

(−1)q

q!
xq

+∞∑
p=0

Hp

(q
2

+ p− 1
)
xp =

∑
p,q≥0

(−1)q

q!
Hp

(q
2

+ p− 1
)
xp+q.

En isolant les termes d’indice q = 0 dont la contribution vaut
(−1)0

0!
x0(1 − x)0 = 1, et en posant q = i + 1 sinon, on

trouve bien

∀x ∈]− 1, 1[, ϕ(x) = 1 +
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

ai,j(x)

 où l’on a posé ∀(i, j) ∈ N2, ai,j(x) =
(−1)i+1

(i+ 1)!
Hj

(
i− 1

2
+ j

)
xi+j+1.

Q22 Observons déjà que Hj

(
i−1
2 + j

)
≥ 0 puisque i et j sont ≥ 0 (le dernier terme du numérateur est i+1

2 ).
Si x est positif, on a donc |ai,j(x)| = (−1)i+1ai,j(|x|).
Si x est négatif, on a donc |ai,j(x)| = (−1)jai,j(|x|) = (−1)i+1ai,j(x) = (−1)i+1ai,j(−|x|).

En reprenant tout le calcul avec

(
|x|√
1−|x|

)
, on trouve que le (−1)qxq (alias (−1)i+1) se simplifie en |xq|, tandis que les

xp (qui proviennent du DSE de la racine) se changent en |x|p.
Quand la poussière retombe, pour tout x ∈]− 1, 1[, il reste effectivement

+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

|ai,j(x)|

 = exp

(
|x|√

1− |x|

)
− 1.

Q23 On vient de démontrer une sommabilité, ce qui autorise à Fubiniser : en sommant à i + j + 1 = n (produit de
Cauchy), le terme constant étant toujours mis de côté, il vient

Hj

(
i− 1

2
+ j

)
= Hj

(
n+ j

2
− 1

)
d’où ∀x ∈]− 1, 1[, ϕ(x) =

+∞∑
n=0

anx
n

où 
a0 = 1

an =

n−1∑
k=0

(−1)n−k

(n− k)!
Hk

(
n+ k

2
− 1

)
pour tout n ∈ N∗ (3)

II.C - Un prolongement dans C

On note D le disque ouvert unité de C : D = {z ∈ C ; |z| < 1}.
Q24 La sommabilité établie en Q22 montre que, pour tout z ∈ D, la série entière

∑
n≥0

anz
n converge.
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Pour z ∈ D, on note Φ0(z) =
+∞∑
n=0

anz
n et, sous réserve de convergence,

Φp(z) =

+∞∑
n=0

(n+ p)(n+ p− 1) · · · (n+ 1)an+pz
n

Q25Le théorème de dérivation terme à terme des séries entières affirme que pour tout p ∈ N∗ et tout x ∈] − 1, 1[,
Φp(x) = ϕ(p)(x) et que les séries entières gardent le même rayon de convergence (ici 1) après dérivation. En particulier,

pour tout p ∈ N∗ et tout z ∈ D, la série entière
+∞∑
n=0

(n+ p)(n+ p− 1) · · · (n+ 1)an+pz
n converge.

Q26 Rappelons que la fonction ϕ(p) s’exprime sous la forme Rp(
√

1− x) exp
( −x√

1− x
)

pour x < 1 (et 0 pour x ≥ 1 !).

Or cette fonction est continue sur [−1, 1], donc y est bornée (limite nulle en 1).
Donc Φp est bornée sur ]− 1, 1[ car c’est la même !
On admet gentiment que la fonction Φp est bornée sur D.
On admet que la fonction Φp est bornée sur D.
Q27 Soit r un réel de l’intervalle ]0, 1[. On sait alors que la série entière∑

n

(n+ p)(n+ p− 1) · · · (n+ 1)an+pr
neniθ

converge normalement pour θ ∈ R, car r < R rayon de convergence (on est sur un cercle – compact – inclus dans le
disque ouvert de convergence).

Ceci autorise à intégrer terme à terme le développement en série de Φp(re
iθ)e−niθ sur le segment [0, 2π]. Or

∫ 2π
0 (reiθ)

k
e−niθdθ =

0 quand k 6= n, il reste donc

(n+ p)(n+ p− 1) · · · (n+ 1)an+pr
n =

1

2π

∫ 2π

0
Φp(re

iθ)e−niθdθ.

Q28 On a donc compte tenu de ce que |Φp| est bornée par une constante Kp (admis en Q26)

∀r ∈]0, 1[ |an+p|rn ≤
1

(n+ p)(n+ p− 1) · · · (n+ 1)

1

2π

∫ 2π

0
Kpdθ ≤

Kp

np

et en faisant tendre r vers 1 on a l’inégalité voulue par passage à la limite.

Q29 La convergence normale de la série entière
∑
n≥0

anx
n sur [0, 1] résulte de la majoration précédente.

On a donc convergence uniforme et continuité de la somme de la série entière, et donc la valeur de
+∞∑
n=0

an est la limite

en 1 de ϕ, qui est 0 d’après Q14.
Q30 En Q28 nous avons établi que an+p = O( 1

np ). Par réindexation (p étant fixé) cela prouve que an = O( 1
(n−p)p ) =

O( 1
np ). On a donc une convergence vers 0 plus rapide que n’importe quelle série de Riemann. En particulier, pour p ∈ N∗

on an = O( 1
np+42 ) et (n+ p)(n+ p− 1) · · · (n+ 1)an+p = O( 1

n42 ). On en déduit la convergence normale de la série entière∑
n≥0

(n + p)(n + p − 1) · · · (n + 1)an+px
n sur [0, 1]. On ne peut appliquer le théorème de dérivation des séries

entières sur [0,1] (seulement sur [−1, 1[) mais la convergence normale, donc uniforme, permet d’appliquer la version
récursive du théorème de dérivation terme à terme, ce qui donne pour somme de cette série

+∞∑
n=0

(n+ p)(n+ p− 1) · · · (n+ 1)an+px
n = ϕ(p)(x) = Φp(x)

et en particulier
+∞∑
n=0

(n+ p)(n+ p− 1) · · · (n+ 1)an+p = Φp(1) = 0 d’après Q18.

11



Q31 On en déduit par récurrence aisée que que tous les moments d’ordre p de la suite (an) sont nuls. Je me contente
d’ébaucher la récurrence :

m0 =
∑
n≥0

an = 0 (d’après Q29)

∑
n≥0

(n+ 1)an = 0
(d’après Q30)

=
∑
n≥0

nan +
∑
n≥0

an = m1 +m0 ⇒ m1 = 0

∑
n≥0

(n+ 2)(n+ 1)an = 0
(d’après Q30)

=
∑
n≥0

n2an +
∑
n≥0

3nan +
∑

an = m2 + 3m1 + 2m0 ⇒ m2 = 0 . . .
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