PSI 2023-2024
Lycée Chatelet

Devoir surveillé 5

le mercredi 10 janvier (14h-18h)

Les calculatrices, les téléphones portables et objets connectés (montres...) ne sont pas autorisés.

Consignes : Tous les étudiants traitent 1’exercice et le probleme 1.

Ensuite, chaque étudiant a le choix entre le probleme 2 (plus facile que le probleme 1) et le probléme 3 (niveau Centrale-
Mines).

Exercice (pour tous)

On considere 'expérience aléatoire suivante.

On dispose d’une piece de monnaie donnant Pile avec une probabilité p €]0, 1] et Face avec une probabilité 1 —p. On
effectue une répétition de lancers de cette piece. Si le premier Pile a été obtenu au n-eéme lancer, on place n boules
indiscernables au toucher numérotées de 1 & n dans une urne et on pioche une de ces boules au hasard.

On admet Pexistence d’un espace probabilisé (2, A, P) modélisant cette expérience aléatoire. On note alors :

e X la variable aléatoire représentant le rang du premier Pile obtenu dans la suite de lancers;

e N la variable aléatoire représentant le numéro de la boule piochée ensuite dans I'urne.

Prenons un exemple de tirage pour fixer les idées (on note P pour Pile, F pour Face). Si les lancers successifs de la
piece donnent FFFPFF. .. alors X vaut 4. On place alors quatre boules numérotées de 1 a 4 dans 'urne (on a alors
une chance sur quatre de piocher chacune d’entre elles au tirage qui suit).

1. Questions de cours : Donner le développement en série entiere au voisinage de 0 de la fonction x — In(1 — z).
On précisera le rayon de convergence de cette série entiere.
2. Lois de X et de N.

(a) Donner, en justifiant, la loi de X.

(b) Quel est 'ensemble N (2) des valeurs prises par N ?

(c) Déterminer, pour n € X(Q) et k € N(€2), la valeur de la probabilité conditionnelle P(x_,)(N = k).
(d) En déduire que pour tout k € N*, on a :

P(N = k) = f ) _np)n_l
n=~k

(e) Calculer la valeur de P(N = 1).
3. Indépendance de X et de N.

(a) Rappeler la définition de I'indépendance de deux variables aléatoires Y; et Y5 définies sur un espace probabilisé
(Q, A, P) et a valeurs respectivement dans des ensembles au plus dénombrables Y7 (Q2) = Ep et Y3(Q2) = Es.

(b) Montrer que P(N =2) > 0.

(¢) Les variables aléatoires X et N sont-elles indépendantes ?



Probléeme 1 (pour tous)

Il est utile en physique, notamment pour étudier des spectres d’énergie ou pour décomposer un signal périodique en
harmoniques, de pouvoir écrire une fonction périodique en somme d’une série de fonctions trigonométriques.

Nous allons nous intéresser a l’aspect mathématique de cette décomposition pour les fonctions de période 2.

Dans ce qui suit, on appelle < série trigonométrique > une série de fonctions du type

Z(an cos(nx) + by, sin(nz))

ou (ay) et (by,) sont deux suites de réels.

Dans la premiere partie, on revoit un exercice de colle. Dans la seconde, on étudie quelques exemples. Dans la

troisieme partie, on s’intéresse plus particulierement aux séries trigonométriques qui convergent normalement sur R
+00 1

et on obtient la valeur exacte de la somme Z ol
n=1

On notera Cy,; 'espace vectoriel des fonctions continues et 2w-périodiques de R dans R.

Pour f € Cy; et n € N, on notera

Qilir)) = 1 _ﬂ f(z)cos(nz) de et Bu(f) = 1 _ﬁ f(z)sin(nz) dx

7r m
Partie I - Question de cours

1
I.1 Pour tout k € N, démontrer que la fonction f : ¢t — t*In(¢) est intégrable sur ]0, 1] et calculer / fr(t)dt.
0

1.2 Démontrer que la série de fonctions Z fr converge simplement sur |0, 1[ et exprimer sa somme S & l’aide des
fonctions usuelles.
1.3 A Paide du théoréme d’intégration terme & terme, démontrer que la fonction S est intégrable sur |0, 1[ et que

1 =9
/OS(t)dt:—ZnQ.

n=1

—+o00

1
L’aboutissement de ce probleme est le calcul de la valeur de Z , et donc de lintégrale / S(t)dt.
0

2
n
n=1

Partie II - Exemples

1 1
II.1 Démontrer que la série trigonométrique Z <2n cos(nx) + 3 sin(nx)) converge normalement sur R.
eim
Pour tout entier p > 2, déterminer la somme de la série Z <> puis en déduire la valeur de

n>0

f (2171 cos(nx) + 3% Sin(nm))

n=0
(il n’est pas utile de réduire au méme dénominateur).

I1.2 Ecrire la fonction ¢ : z — exp(cos(z)) cos(sin(x)) comme la somme d’une série trigonométrique.
On pourra écrire la fonction x — exp(e’*) comme somme de série de fonctions.

I1.3 Donner, en justifiant, un exemple de suite (a,) de limite nulle telle que la série trigonométrique >_ a,, cos(nx)
ne converge pas simplement sur R.

1
I1.4 On admet que la série trigonométrique Z —— sin(nx) converge simplement sur R.

n>1 \/ﬁ

Converge-t-elle normalement sur R 7



Partie III - Propriétés

e ITI.A - Une condition suffisante

ITI.A.1 Démontrer que si les séries Y a, et Y b, sont absolument convergentes, alors la série trigonométrique
> (an, cos(nx) + by, sin(nz)) converge normalement sur R.

e ITI.B - Une condition nécessaire

II1.B.1 Soient a,b € R quelconques.
Démontrer que le maximum de la fonction z — |a cos(z) + bsin(x)| est va? + b2.
On pourra utiliser 1'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R? muni du produit scalaire usuel.

ITI.B.2 Démontrer que si la série trigonométrique ) (ay cos(nx) + by, sin(nz)) converge normalement sur R, alors
les séries > a, et > b, sont absolument convergentes.

e II1.C - Autres propriétés

ITI.C.1 On note f la somme d’une série trigonométrique » (a,, cos(nz) + by, sin(nz)) qui converge normalement sur
R. Justifier que f € Cs;;.

™

IT1.C.2 Calculer / cos?(nz) dz pour n # 0 puis pour n = 0.

—Tr
™

Calculer de méme / cos(kx) cos(nz) dx pour k,n entiers naturels distincts.

—Tr
s

On admettra que, pour k,n entiers naturels, on a / sin(kx) cos(nx) dx = 0.
—Tr

ITI.C.3 On note f la somme d’une série trigonométrique Z(an cos(nx) + b, sin(nx)) qui converge normalement sur
R :

+o0
Vo € R, flx) = Z(ak cos(kx) + by sin(kx)).
k=0

En utilisant la question précédente, démontrer que pour tout entier naturel n non nul, a,,(f) = a, puis exprimer
ap(f) en fonction de ag.

IT1.C.4 Soit g € Oy, définie ainsi : pour tout = € [—, 7|, g(x) = 2% et g est 2r-périodique sur R.
Construire la courbe de cette fonction g sur U'intervalle [—37, 37| et préciser sans le démontrer la parité de g.

ITI.C.5 Justifier sans calcul que pour tout n € N, 3,,(g) = 0.
ITI.C.6 Calculer pour n € N, le coefficient ay,(g).

ITI.C.7 On pose up(x) = a02(g)

Démontrer que la série de fonctions h = > u,, converge normalement sur R et que :

et pour tout n € N*, on pose up () = an(g) cos(nz).

VYneN, an(g) =an(h).

On admettra que pour f,g € Cy, paires, cela implique que g = h et donc que

~— 0(9) |~
Ve eR, g(@) = up(z) = OT + 3 aklg) cos(kz) = h(z).
k=0 k=1

IT1.C.8 En déduire les sommes

“+oo “+oo
_1 n

> w3

n=1 n=1



Probléme 2 (niveau 1/2)

x
Dans ce probleme, on considere la fonction F': x +— / et dt, ainsi que la fonction g définie par :
0

2

Ve eR, g(x)=¢e" F(x).

Partie 1 : calcul de I’intégrale de Gauss
+00 % +00 %
1. Justifier existence / e ""dt. On note I = / e "dt (intégrale de Gauss).
0 0
2. Montrer que pour tout réel u, on a e* > 1+ u.
3. Soit n un entier naturel non nul. Montrer que :

(I—uw)<e ™ si u<l

1
einUSW siou>-—1

4. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, on a :

1 +o00 400
/ (1—2%)"dz < / e dg < / LQ
0 0 o (1+z?)"

/2
5. Pour tout entier naturel n, on note : W,, = / cos” x dux.
0

1L
NG

Déduire de la question précédente que, pour tout n € N* ona Wy, < < Woy_o.

6. En admettant que W,, ~ 21, en déduire la valeur de I.
\ 2n

n—-+oo
Partie 2 : propriétés de F.

1. Justifier que la fonction F est de classe C! sur R et donner I'expression de F'(x) pour z € R.
Que vaut F(0)7
2. Etudier la parité de F', déterminer liIJlrl F(z) puis dresser le tableau de variation de F sur R.
T—r+00

3. (a) Montrer que F est indéfiniment dérivable sur R.
(b) Pour tout entier n € N*, on note F(™ la dérivée n-itme de F. Montrer qu’il existe une fonction polynomiale
Pn, dont on précisera le degré, telle que pour tout z € R :

F)(z) = pa(x) exp(—2?)

4. Rappeler, sans démonstration, le développement en série entiere de la fonction v — e".

Préciser son rayon de convergence.
5. En déduire que F' est développable en série entiere sur R et donner son développement en série entiere.
6. Déterminer enfin p, (0) pour n € N.

Partie 3 : développement en série entiére de g
On considere I’équation différentielle (£) : ¢ — 2zy = 1.
On désire déterminer les solutions de (£) développables en série entiere et s’annulant en 0, puis en déduire que g est
développable en série entiere sur R.
+00
1. Soit Z anz™ une série entiere de rayon de convergence R > 0, on note pour tout x €] — R, R[, y(z) = Z anx”.
n=0
En suppose que y est solution de (&) sur 'intervalle | — R, R] et que y(0) = 0.
(a) Déterminer ag et aj.
(b) Exprimer pour tout entier n > 1 a,41 en fonction de a,_1.



22np)
c¢) En déduire que, pour tout entier naturel n, as,, = 0 et a = —.
( ) que, p s U2n 2n+1 (2n+ 1)!

: : . . 221! .
2. Réciproquement, on considere la série entiere E ( 2?1 Calculer son rayon de convergence. En déduire

2n +1)!
que sa somme est solution de (€) sur R et s’annule en 0.
3. Déduire de ce qui précede que g est développable en série entiere sur R. Donner son développement. On citera
précisément le théoreme utilisé.

Probléeme 3 (niveau 2/3)

Notations

Si f est une fonction de classe C'™ et p un entier naturel, on note f®) la dérivée p*™me de f.
On note C[X] I'ensemble des polynémes a coefficients dans C.

Si a et b sont deux entiers naturels, [a,b] désigne I'ensemble des entiers compris entre a et b.

I. Moments d’une variable aléatoire (non donné ici)

II. Moments d’une suite numérique

Si (an)nen est une suite réelle telle que, pour tout entier naturel p, la série Z nPa, converge absolument, on appelle

n>0
+o00

moment d’ordre p de la suite (a,) le nombre Z Pa,,.

n=0
Le but de cette partie est de construire une suite non nulle dont tous les moments d’ordre p (p € N) sont
nuls.

II.A - Etude d’une fonction
On définit la fonction ¢ : R — R par

Vz € ]—o0, 1], <p(f)=exp< — > (1)
Vz € [I,+oo[, ¢(z)=0

Q14 Montrer que ¢ est continue sur R et de classe C*° sur R\ {1}.

Q15 Calculer lim1 ¢’ () et démontrer que ¢ est de classe C! sur R.
—
<l

Q16 Montrer que, pour tout entier naturel non nul p, il existe deux polynomes P, et @, a coefficients réels

tels que, pour tout z €] — oo, 1],
Pp(v1—x)

®) () = < -t )
oW () = exp
(@) Qp(V1 —x) V1i—=z
Q17 En déduire lirri <p(p) (x) pour p € N*.
T—

<l

Q18 En déduire que ¢ est de classe C'° sur R et pour p € N*, donner la valeur de w(p)(l).

I1.B - Développements en série

Q19 Démontrer, pour tout = €] — 1,1[, ¢(z) =



On considere les polynéomes de Hilbert
Hy(X) =1

n—1
Hn(X)::L!H(X_k):X(X—l)“'(X—n—Irl)
k=0

n!

pour tout n € N*

20 Démontrer que, pour tout = €] — 1, 1] et tout ¢ € N*, on a
Q que, p ; q ;

+o00
(1—xz)"92% = ZHP (% +p— 1) i
p=0

Q21 En déduire

+oo [ +oo
Vo el - 11 p@) =1+ | ai;)
i=0 \ j=0

ou 'on a posé

_1)i+1 —
V(i,j) €N?,  a;;(z) = (=1) (! ! 4§ ) 2ttt
’ o G+ 2

+oo [ +oo
. 95
Q22 Démontrer que, pour tout z €] — 1, 1], Z Z la; j(z)| | = exp (1H> _

i=0 \ j=0

Q23 Utiliser le cours sur les familles sommables pour établir 1’égalité

+o0
Ve €] - 1,1, o(x)= Zanaﬁ”
n=0

ou
ag = 1
n—1
-1 n—k k
an = (=1) H; nt -1 pour tout n € N*
— (n—k)! 2

I1.C - Un prolongement dans C
On note D le disque ouvert unité de C: D ={z € C ;|z| < 1}.

Q24 Montrer que, pour tout z € D, la série entiere Z an,z" converge.

n>0
+oo
Pour z € D, on note ®y(z) = Z anz" et, sous réserve de convergence,
n=0
+oo
p(2) =S (n+p)n+p—1)--(n+ Danspe"
n=0

Q25 Justifier que, pour tout p € N* et tout z €] — 1,1[, ¢,(x) = ©P)(z) et que pour tout p € N* et tout z € D, la

+oo
série entiere Z(n +p)(n+p—1)---(n+1)ap4pz" converge.
n=0

Q26 Justifier que, pour tout p € N, la fonction ¢®) est bornée sur | — 1,1[.



On admet que la fonction ®, est bornée sur D.

Q27 Soit r un réel de l'intervalle ]0, 1[. Démontrer pour, tous entiers n > 1 et p > 1, que

1 2m ] )
(n+p)(n+p—1)-(n+Lan,r" = o / &, (re®)e="0dg
T Jo
Q28 Démontrer que, pour tout p € N, il existe un réel K, et un entier naturel N, tels que

K
Vn > Ny, an| <2

npP
+oo
Q29 Démonter que la série entiere E anx™ converge normalement sur [0, 1] et donner la valeur de g Q-
n>0 n=0

Q30 Soit p € N*. Montrer que la série entiere Z(n +p)n+p—1)---(n + 1l)ap4pzr"™ converge normale-

n>0
+o0
ment sur [0, 1] et donner la valeur de Z(n +p)n+p—1)---(n+ 1)anip.
n=0

Q31 Démontrer que tous les moments d’ordre p de la suite (a,) sont nuls.



