PSI 2023-2024
Lycée Chatelet

Devoir surveillé 4*

le mercredi 6 décembre (14h-18h)

Les calculatrices, les téléphones portables et objets connectés (montres...) ne sont pas autorisés.

Probléme 1

—+00 -1
—1)"
On note F' la fonction zeta alternée de Riemann, définie par F(x) = E %,
n
=1
+o00 1 "
et ¢ la fonction zeta de Riemann, définie par ((z) = —
n
n=1

Ce probleme propose une étude croisée de quelques propriétés de F' et (.

I. Question de cours

1. Déterminer ’ensemble de définition D de la fonction zeta de Riemann définie ci-dessus, montrer que ( est de
classe C* sur D et exprimer ('(x) & I'aide d'une série.

II. Généralités sur la fonction F

2. Déterminer ’ensemble de définition de F'. .

3. On considere la suite de fonctions (g, ),>1 définies sur [0, 1] par g,(t) = Z(—t)k.
k=0
(a) Déterminer la limite simple g de (g, )n>1 puis, en utilisant le théoréme de convergence dominée, montrer que :

(b) En déduire la valeur de F(1).
4. D& la série de foncti (=)
. Démontrer que la série de fonctions Z BT
n>1
En déduire la limite de F' en +o0.

converge normalement sur [2, +00].

5. Dérivabilité de F
) . . .. . Int L . Inn
(a) Soit z > 0. Etudier les variations sur |0, +oo[ de la fonction ¢ — = et en déduire que la suite | —-
ne /) n>1
est monotone a partir d’un certain rang (dépendant de x) que l'on précisera.
(_1)1171
n®
Si a est un réel strictement positif, démontrer que la série des dérivées Z /1 converge uniformément sur
n>1

(b) Pour n > 1, on pose f, : © +—

[a, +00[. En déduire que F est une fonction de classe C! sur ]0, +o0l.

II1. Calcul de la somme d’une série a 1’aide d’une étude de ( au voisinage de 1

6. Lien entre F' et (
Calculer, pour z > 1, F(z) — {(z) en fonction de x et de {(x).
En déduire que pour z > 1, F(z) = (1 — 217%)((z).



7. Développement asymptotique en 1

(a) Ecrire en fonction de In(2) et de F'(1) le développement limité & I'ordre 1 et au voisinage de 1 de la fonction
F, puis déterminer le développement limité & ’ordre 2 et au voisinage de 1 de la fonction  — 1 — 2172,
(b) En déduire deux réels a et b, qui s’écrivent éventuellement & 1’aide de In(2) et F'(1), tels que I'on ait, pour x

au voisinage de 17 :
a

(@)= —2—+b+ o (1.

r—1 z—1t

8. Développement asymptotique en 1 (bis)
On considere la série de fonctions Z Up, OU vy, est définie sur [1,2] par

n>1
1 n+1 dt
Ve el,2, on(e)= — —/ dr.

n¥ n t*
(a) Justif >1letae (L2 0 < vn(x) < !
a) Justifier que, pour n et x ona: vp(r) < — — ———

q Y p = I i — ¥n — nx (n + 1)2?
(b) Justifier que, pour x € [1,2], la série Zvn(:n) converge.
n>1
+oo
On note alors v = Z vn (1) (c’est la constante d’Euler).
n=1
+o00
(c) Exprimer, pour z €]1,2], la somme Zvn(az) a l'aide de ((z) et 1 — x.
n=1
(d) Démontrer que la série Z vy, converge uniformément sur [1, 2].
n>1
On pourra utiliser 11(a) pour magjorer les restes partiels de la série.
+oo
(e) En déduire que Z v, est continue en 1, et que, pour = au voisinage de 17, on a :
n=1

((a:)zi—i-”y—k o (1).

r—1 z—1t

9. Application
X (=) linn

Déduire des résultats précédents une expression, a l'aide de In2 et 7, de la somme Z

n
n=1

Probléeme 2

Dans tout le probleme, K désigne le corps R ou C, n un entier naturel supérieur ou égal a 2, U,, I’ensemble des racines
n-iemes de l'unité. Si a et b sont deux entiers relatifs tels que a < b, [a,b] désigne I’ensemble {a,a +1,...,b—1,b}.
K[X] désigne I’ensemble des polynomes a coefficients dans K. L’ensemble des matrices carrées de taille n & coefficients
dans K est noté M,,(K).

Si (t_pits---st0,---stn_1) € K2 L onnote T(t_ni1,...,t0,---,tn_2,tn_1) la matrice

to 1 oty eee eer tnq

t_1  to 4 :

t_o t_q
T(t—n+17"‘7t07"'7tn—27tn—1) = .

1 t2

: t1 to t

Bgus cca ooa By fig By

Une telle matrice est appelée matrice de Toeplitz d’ordre n. On nomme Toep,, (K) ’ensemble des matrices de Toeplitz
d’ordre n a coefficients dans K :

Toepn(K) = {M S Mn(K) | H(t,nJrl, R 7 P ,tnfl) € KQn_l, M = T(t,nJrl, R o P ,tn,Q,tnfl)}



Une matrice N de M,,(K) est dite nilpotente s’il existe p € N* tel que NP = 0. On admettra quune telle matrice
vérifie N = 0.

Pour toute matrice M de M, (K), on note xs son polynome caractéristique défini par x s (X) = det(X 1, — M).
SiP=ap+a1 X +---+apXP (p € N) est un polynéome de K[X], P(M) désigne la matrice

P(M) :aofn—i—alM—i—--'—i—apMp

Le but de ce probleme est I’étude de certaines propriétés des matrices de Toeplitz. La partie I traite de généralités sur
les matrices de Toeplitz et de quelques exemples. La partie 11, indépendante de la partie I, étudie un type particulier
de matrices de Toeplitz — les matrices circulantes — en s’intéressant a leur structure et a leur diagonalisabilité.
Enfin, la partie III, indépendante des précédentes, aborde I’étude des matrices cycliques et les relie aux matrices de
Toeplitz.

I - Généralités et quelques exemples

I.A - Généralités

Question 1 : Montrer que Toep,,(C) est un sous-espace vectoriel de M,,(C).
En donner une base et en préciser la dimension.

Question 2 : Montrer que si deux matrices A et B commutent (AB = BA) et si P et @ sont deux polynémes de
C[X], alors P(A) et Q(B) commutent.

I.B - Cas de la dimension 2

Soit A = <Z 2) une matrice de Toeplitz de taille 2 x 2, ou (a, b, c) sont des complexes.

Question 3 : Donner le polynéme caractéristique de A.

Question 4 : Discuter, en fonction des valeurs de (a, b, ¢), de la diagonalisabilité de A.

Réduction d’une matrice sous forme de Toeplitz

Question 5 : Soit M = (i Z) une matrice de Mo(C). Montrer que M est semblable & une matrice de type
(g g) ou de type <g Z), ou «, ( et v sont des complexes avec o # [3.

Question 6 : En déduire que toute matrice de Ms(C) est semblable & une matrice de Toeplitz.

I1.C - Un autre cas particulier : les matrices tridiagonales

Une matrice tridiagonale est une matrice de Toeplitz de la forme 7°(0,...,0,t_1,t9,%1,0,...,0), i.e. une matrice de
la forme
a b (0)
b
(0) c a

ou (a, b, c) sont des complexes.
On fixe (a, b, ¢) trois nombres complexes tels que bc # 0. On se propose de chercher les éléments propres de A,,(a, b, ¢).

x1
Soit A € C une valeur propre de A, (a,b,c) et X = [ : | € C" un vecteur propre associé.
xn
Question 7 : Montrer que si I'on pose g =0 et x, 11 = 0, alors (x1,...,x,) sont les termes de rang variant de 1 a

n d’une suite (g )gen vérifiant zo = 0, 41 = 0 et

Vk eN, bxgio+ (a— Nk +crp =0



Question 8 : Rappeler l'expression du terme général de la suite (x)ren en fonction des solutions de 1’équation

bz’ + (a— Nz +c=0 (%)

Question 9 : A l'aide des conditions imposées a g et z,4+1, montrer que (x) admet deux solutions distinctes r; et
9.

Question 10 : Montrer que r; et ry sont non nuls et que r1/ry appartient a U, 4.

Question 11 : En utilisant I’équation (x) satisfaite par r; et ry, déterminer rire et 71 + ro.
En déduire qu’il existe un entier £ € [1,n] et un nombre complexe p vérifiant p? = be tels que

b
)\_— 2 I
a + p COS <n 1)

E 175
Question 12 : En déduire qu'il existe a € C tel que, pour tout k dans [0,n + 1], x = Qiozg—k sin < +7T1>.
n

Question 13 : Conclure que A, (a,b,c) est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

IT - Matrices circulantes
Une matrice circulante est une matrice de Toeplitz T'(t—p41,.--,t0s .-, tn—2,tn—1), pour laquelle
VEe[l,n—1], tp="t_nik
Elle est donc de la forme
to t1 - th—2 thaa

th-1 o tn—2
T(t1,ta, ... tost1, .« tn_2,tp_1) = tn—o :

tq
t1 oo th—o th—1  to
01 0 0
00
On pose M, = | : 0 et w, = eXT/n,
0 R |
10 - --- 0

Question 14 : Calculer M2, ... M.
Montrer que M, est inversible et donner un polynéme annulateur de M,,.

Question 15 : Justifier que M, est diagonalisable.
Préciser ses valeurs propres (exprimées a 1’aide de wy,) et donner une base de vecteurs propres de M,,.

Question 16 : On pose ¢, = (wgp_l)(q_l))lgp’qgn € M,(C).
Justifier que ®,, est inversible et donner sans calcul la valeur de la matrice ®,; AL D,,.

Question 17 : Soit A une matrice circulante. Donner un polynéme P € C[X] tel que A = P(M,).

Question 18 : Réciproquement, si P € C[X], montrer, & 'aide d’une division euclidienne de P par un polynéme
bien choisi, que P(M,,) est une matrice circulante.

Question 19 : Montrer que ’ensemble des matrices circulantes est un sous-espace vectoriel de Toep,,(C), stable par
produit et par transposition.

Question 20 : Montrer que toute matrice circulante est diagonalisable.
Préciser ses valeurs propres et une base de vecteurs propres.




