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Devoir surveillé 4 - Correction

Probléme 1
a partir de CCP PC 2010

a partir d’un corrigé de F.Blache

Partie 1
A)
1. Calculons le polynéme caractéristique de A (donc aussi de f) :
8 —X 4 -7
(X)) =xaX)=(-1)*| -8 —4-X 8 |=X(X-1)(X-4).
0 0 1-X

Ainsi, xs est scindé a racines simples, donc ‘ f est diagonalisable | .

2. Toutes les valeurs propres sont simples, donc tous les sous-espaces propres sont de dimension 1. Ainsi, pour trouver
une base d’un sous-espace propre ou pourra soit résoudre un systeme linéaire, soit en trouver un vecteur non nul, par
exemple a I’aide d’une relation entre les colonnes. On cherche des vecteurs propres dont la premiere coordonnée est
égale a 1.

On obtient :

Eo(f) = Vect(vy) avec v = (1,-2,0),
Eq(f) = Vect(v2) avec va = (1,0, 1),
E,(f) = Vect(vs) avec v3 = (1,—1,0).

On note B’ = (v, v2,v3) et B la base canonique de R3.

000

Dans ce cas, la matrice D est donnée par : D = Mg (f)= (0 1 0

0 0 4
1 1 1
3. Onnote P=xgp = | -2 0 -1
0 1 0

La formule de changement de base donne : A = P-D - P! et donc

Am:(P-D-P/1 )(ﬂ-D.Pfl)---(g.D-P—l):P-Dm-P—l

-1 -1 1
4. En utilisant par exemple la méthode du pivot de Gauss, on trouve : | P~'=| 0 0 1
2 1 =2

Apres calculs, on trouve que la matrice de f™ dans la base canonique est :

00 0 2.4m  4m ] _2.4m
VmeN, Am"=P-[0 1 0| -Pl=[-2.4m —gm 2.4m
0 0 4m 0 0 1

Pour m =0, on a A% = I3.
La formule précédente n’est donc pas valable pour m = 0 (cela vient de 0° = 1 # 0).



5. e Soit M = (m;;)i<i j<3 une matrice qui commute avec D. On écrit que M D = DM, et en identifiant les coefficients,
on trouve m; ; = 0 si ¢ # j. Donc nécessairement, M est une matrice diagonale.

e Réciproquement, toute matrice diagonale commute avec D qui est elle-méme diagonale. Finalement,

’ les matrices qui commutent avec D sont les matrices diagonales.

6. Ona HD = DH = H3, donc \H et D commutent\ .
D’apres la questiona 5, si H? = D, alors H commute avec D et donc elle est diagonale.

a 0 0
En écrivant H = [0 b 0|, la condition H?> = D est équivalente & a®> = 0,b> = 1 et ¢> = 4. On obtient les 4

0 0 c
matrices suivantes pour H.

0 0O 0 0 0 0 0 O 0 0 O

H=[0 10 Hy=10 1 0 H3;=10 -1 0 Hi=10 -1 0

0 0 2 0 0 -2 0 0 2 0 0 -2

7. Enfin, on a les équivalences suivantes,
M?*=A < M?*=P-D P!
e~ Pl.M2.P=(P' . M-P’=D

N————
=H

Ainsi, les matrices solutions sont données par P - H - P~! ou H est 'une des 4 solutions précédentes. Apres calculs,
on obtient a nouveau 4 solutions, qui sont :

4 2 =3 4 2 =5
+|{-4 -2 4 et -4 -2 4
0 0 1 0 0 -1

B)

8. On trouve pour tout entier m > 1 :

Attention la relation est fausse pour m = 0.
9. Travaillons avec les matrices A et J. On a A = J + I3. Comme J et I3 commutent, la formule du binéme (on isole le
terme d’indice k£ = 0) donne :

m m 1
Vm e N, A" = I3+ )" =) (7]’;) JE =13+ <Z (’Z) .3’<f—1> J =TI+ (4" = 1)J.
k=

0 k=1

1
Si on revient aux endomorphismes, cela donne : | pour tout m € N*, f =id + 5(4’” —1)jl.

Ici, la relation est encore valable pour m = 0 (car dans ce cas, on a id =id ).
10. Un calcul du polynéme caractéristique de A donne : x£(X) = xa(X) = (X — 1)?(X —4). Donc

‘ f admet les deux valeurs propres A =1 et pu = 4. ‘

On aurait aussi pu remarquer que A — I3 est de rang 2, donc que 1 est valeur propre d’ordre au moins 2, on obtient
la < troisieme > valeur propre 4, a ’aide de la trace.

1 1
11. (a) e D’apres la question 2), on peut écrire f™ = 1"(id — g]) + 4m(§j) pour tout entier m > 0.

1 1
En posant p =id — 3 jetqg= 3 7, on obtient ‘ I’existence de la décomposition Voulue‘ .

e De plus, si une telle décomposition existe, on a nécessairement id = p + ¢ (pour m = 0) et f = p + 4q (pour

1 1
m =1). Donc p = §(4id —f)etqg= §(f —1id), d’ou ‘ I'unicité de cette décomposition‘ .

2



(b) Les endomorphismes id et j sont linéairement indépendants (d’apres leurs écritures matricielles non proportion-
nelles). Soit alors «, § € R tels que ap + g = 0.

1 1
On a a(id — §]) + ng =0,et donca=p=0e¢t ‘ p et g sont linéairement indépendants.

12. (a) On obtient, en utilisant les expressions de p et g trouvées a la question précédente :
pP’=p, ¢ =q pog=qop=0.
(b) Soit maintenant h = a - p + 3 - ¢ tel que h? = f. D’apres les relations précédentes, on a
W=a*-p+82-qg=f=p+iq

Comme (p, ¢) est une famille libre, cette égalité équivaut & o =1 et 2 = 4.

Donc il y a 4 endomorphismes h solutions, donnés par : |h = £p + 2¢q/| .

13. On remarque que A est symétrique réelle donc A est diagonalisable, et par suite ‘ f est diagonalisable.
On détermine les sous-espaces propres de f :
E1(f) = Vect(wy,we) avec wy = (1,—1,0) et wy = (0,1, —1),
E4(f) = Vect(ws) avec w3z = (1,1,1).
Comme dim(E; (f)) + dim(E4(f)) = 3 = dim(R?), on retrouve que f est diagonalisable.
Et ‘ (w1, wa, ws) est une base de vecteurs propres pour f ‘ .

Notons By = (w1, wa, ws). Alors :

1 00 1 00 000
D = Mg, (f) 01 0], Mg,(p)={0 1 0] et Mp,(¢)=|(0 0 0
0 0 4 0 00 0 0 1
01 010
14. On peut prendre par exemple : K = (1 O> et Y=11 0 0

15. Soit h ’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base B est Y. Alors car Y2 =D.

Et ‘ h n’est pas combinaison linéaire de p et ¢ ‘, car Y n’est pas combinaison linéaire de leurs matrices (vues précédemment)
dans la base By.

16. Soit h tel que h? = f.
Comme f est diagonalisable et que ses valeurs propres sont 1 et 4, le polynéme Q1(X) = (X — 1)(X —4) est un
polynéme annulateur de f, donc de hZ.
Donc le polynome Q2(X) = (X? — 1)(X? —4) = (X — 1)(X + 1)(X — 2)(X + 2) est un polynéme annulateur de h.
Or ce polynome est scindé a racines simples, donc d’aprées le cours, ‘h est diagonalisable ‘

Partie 11

17. On a, en utilisant les trois relations, (f — Aid) o (f — pid) = f2 — (A + p)f + (Au) id = 0.
Donc (X — A)(X — p) est un polynéme annulateur de f, scindé a racines simples. Et :

‘ f est diagonalisable. ‘

18. A la question précédente, on a trouvé un polyndéme annulateur de f qui n’a que A et u comme racines. Il en résulte
(& redémontrer!) que Spec(f) C {\; u}.
Si pu n’est pas valeur propre de f, la seule valeur propre est donc A possible. Comme f est diagonalisable, on a
Sp(f) = {A} et le polynome xo = (X — \) annule f. Donc f = Aid. En utilisant les deux premieres relations de
I’énoncé, on a donc :

Aid = Ap + pug = A\p + Aq.

D’out (A — p)q = 0, et comme \ # pu, g = 0.
Ceci est contraire aux hypotheses ; ainsi p est valeur propre de f.

On montrerait de méme que A est aussi une valeur propre de f. Donc ‘ Spec(f) = {\; u} ‘ .




19. D’apres la question 1), on a: 0= (f — Aid) o (f — pid) = (L — A)g o (A — u)p.

Comme A # p, on en déduit que .
De méme, comme (f — uid) o (f — Aid) = 0, on trouve .

Enfin, comme id = p + ¢, on obtient, en composant par p (resp. par q) : ‘p = p? ‘ (resp. ‘q = ¢* ‘)
20. Comme Ay # 0, f n’admet pas la valeur propre 0.
Donc ker f = {0}, et comme E est de dimension finie,

f est bijective‘ .
De plus, on a vu en 1) que f2 — (A + u)f + (M) id = 0, d’ott :

—1
-1 .
=—(f—-(A d).
f v (f = A+ p)id)
S . 1 1
On remplace f et id a ’aide de p et g, ce qui donne finalement : | f7 = Xp + —q|.
I
21. La relation f™ = A"p + u™q est vérifiée pour m = 0,1,2 d’apres "énoncé, et pour m = —1 d’apres la question

précédente.
Une démonstration par récurrence sans difficulté, d’une part pour m € N, d’autre part pour —m € N, donne (en

utilisant le fait que pog=gop =10) :‘Vm EZ, f"=N"p+u"q|.
22. Soient deux réels a et § tels que ap + Sqg = 0. En composant par p, on a ap = 0 donc a = 0 puisque p # 0. De
méme, en composant par ¢, on obtient 5 = 0.

Donc (p, q) est une famille libre et | dim(F) =2 |.

23. Soit h € R(f) N F. Alors h = ap + Bq et comme poq = qop =0, h? = a?p + 3%¢ = f = Ap + pug. Comme (p, q)
est une famille libre, on a a® = X et 82 = p, i.e. (puisque \ et u sont supposés positifs) o = +v/X et g = +. /1.
On obtient 4 possibilités (distinctes car (p,q) est libre), qui réciproquement conviennent toutes. Par conséquent, les
4 solutions sont | h = £V Ap+ VIq|-

24. Définissons la matrice K diagonale par blocs de la fagon suivante :

01
K=[10 ,
I o
ou Ij_o est la matrice identité de My_o(R) (bien définie car k > 2).

Alors un produit par blocs donne immédiatement | K2 = I, |.
25. On va raisonner matriciellement. Appelons k 1'ordre de multiplicité de la valeur propre A (k > 2) et considérons une

base de diagonalisation By pour f; c’est également une base de diagonalisation pour p et ¢ car p = m( f— pid)

et g = Mi)\(f — Aid).
On note Mp,(f) = A, Mp,(p) =P et Mp,(q) = Q.

Le choix de la base By, et les deux égalités précédentes donnent :

A 0 1 ([ Iy| © 1 B (0] O
A-( 0 MInk>7 P—i/\_M(A ,uIn)—<0 0nk> et Q—f—)\(A )\In)—<0 T )

Soit alors p’ ’endomorphisme dont la matrice dans la base By est :

K| 0
M_<0 On—k)

ou la matrice K € My(R) a été définie a la question précédente. De plus,

e un produit par blocs donne M? = P, donc p’2 =p;

e des produits par blocs donnent M -Q =Q - M =0, donc p’og=qop’ =0,;
e comme M n’est pas diagonale, M ¢ Vect(P, Q) donc p’ ¢ F = Vect(p, q).

En résumé, ‘l’endomorphisme p’ ainsi construit répond & la question ‘

26. Si dim(FE) > 3, alors X\ ou p est d’ordre au moins 2. Supposons par exemple que c’est .
Posons h = vV p' + Vg, ol p’ est 'endomorphisme défini & la question précédente.
On a h? = Ap + pq = f par propriétés de p’ et ¢, et pourtant h ¢ F car p’ ¢ F et A # 0.
En conclusion, .



Probléme 2
a partir de CCP PC 2010

a partir d’un corrigé de P. Patte

I. Généralités sur la fonction (

1. Soit = € R. .
x € Dy <= ((x) existe < Z -5 converge <= x> 1 (Riemann).
neN*

Donc | D¢ =|1,400].

1
2. Pour z € D¢, on pose fp(z) = — = o—zn(n)
n

1
La fonction |f,| = f, est décroissante sur ]0, +oo[ (constante si n = 1), elle tend vers — en 07. Donc par le tableau
n

de variations, || anoo,]0+oo[ = est le terme général d’une série de Riemann divergente. Donc

la série de fonctions g fn ne converge pas normalement sur Dp.
neN*

3. Voir le Vade Mecum 2023-2024 page 16.

4. e Pour tout n € N*, application f, est de classe C' et on a :

-1
Vo €L, +ool, fy(a) = o)
o / In(n)
e Soit a €]1,+00[. On a alors : Vk € N*, Vn > 1, Vz > a, [f(7)] < ——.
n
o In(n
A, |l o < ),
In(n)  In(n) I 1 - : 1
Or h  a=D/2 @t . ey et la série de Riemann nzzjl ey converge (car (a+1)/2 > 1).
In(n)

. ;. ) / .
Donc, par comparaison, la série E — converge, et la série E Il f2ll oo, [a-+oo| aUSSI.

n>1
Ainsi la série de fonctions Z f1 converge normalement, donc uniformément, sur [a, +ool.
n>1
e Conclusion : Par le théoreme de dérivation terme a terme, la fonction ¢ est alors de classe C' sur sur tout
[a, +00[C]1, +o0], elle 'est donc sur |1, 4o00[, et on a :

X —1In(n)
Vo> 1¢ (z) =) -
n=1

II. Généralités sur la fonction F

5. Soit = € R.
. (1 o . , (-t
e si x> 0, alors la suite | — tend vers 0 en décroissant ; donc la série alternée Z ——— converge.
") n>1 n>1
G (-t
e si x <0, la suite <nm> ne converge pas vers 0, donc la série Z o diverge (grossierement).
n=>1 n>1

Et donc | F est définie sur |0, +oo]. ‘




6. Comme |—t| < 1, la série géométrique Z(—t)” converge et sa somme vaut

—+00

1
Donc | la suite (g,) converge simplement vers la fonction g : ¢ — ; sur [0, 1].

e La suite (g,) converge simplement vers la fonction g sur [0, 1[;

e la fonction g et les fonctions g,, n € N sont continues (par morceaux) ;

— (=t n+1 1—(—t n+1 2
1(_1_; = (=0) < e ¢(t) ; la fonction

144 14t
¢ est indépendante de n, continue (méme sur [0, 1]) et intégrable sur [0, 1[.

e Hypothése de domination : Vt € [0,1], |g,(t)] =

1 1
D’apres le théoreme de convergence dominée, la suite < / gn> converge vers / g(t)dt.
0 0

1 n (_1)k n+1 (_1)k—1 1 1 B
Or, /0 gn = Z F % donc /0 g= —|—t)]0 = In(2).
(-1)

=1
1
n2’

M

o

7.Yn>1,Vx > 2, <

s

. 1 .
Or la série E — converge donc, | la série E ~——— converge normalement sur [2, +-00[.
n n
n>1 n>1

(-1

nx r—+00

On en déduit qu’elle converge uniformément sur [2,4+o0c0[. Comme, pour tout n > 2, 0 et que, pour

-1 n—1
n=1, % =1, le théoréeme de double limite permet d’affirmer que
+00 ~1 400 —1
N =t S Gt
n=1 n=1

8. Dérivabilité de F
t*~ (1 — znt)

or . Donc hl, est

1
(a) Soit x > 0. La fonction hy : ¢t — tlzt est de classe C! sur |0, +oo[ et h.(t) =

négative sur Iintervalle [e!/%, 4-00[ et positive sur ]0,e!/*]. Donc h, est décroissante sur [e!/*, +oo[ et croissante
sur ]0, e!/?].

Inn
On en déduit que | la suite (x> est décroissante a partir du rang E (el/x) + 1.
") n>1

(b) fn:x (—1)”_1e_5‘1“" est de C! et fl(z) = (_1)nlnin_

nCE

Inn
Soit @ > 0. On pose N, = E (el/“) + 1. Pour tout x > a, la suite <x> tend vers 0 en décroissant ; donc
n n>Ng

la série alternée E f1(x) converge et, pour n > N, son reste d’ordre n, p,(z), vérifie :
n>Ng

na1n(n +1)
(n+1)

In(n +1)
~ (n+1)

(@) < \(—1)

1 1
Donc sup p (2] < 2t D

, . / . ’
- 0. Donc la série g fr converge uniformément sur [a, +o0|.
>a (n + 1) n—+oo

n>1

e Pour tout n > 1, la fonction f,, est de classe C! sur |0, +o0[;



e la série Z fn converge simplement sur |0, +0o] et sa somme est F';
n>1

e la série E f7 converge uniformément sur tout segment inclus dans ]0, 4+o0].
n>1

D’aprés le théoreme de dérivation terme & terme, F est de classe C! sur ]0, 4+-o0[ et

+o0
1
Vo >0, Fl(z) = E (=" n:.
n
n=1

ITI. Calcul de la somme d’une série a I’aide d’une étude de ( au voisinage de 1

9. Lien entre F et ¢

+
8
,_\
‘5
AN
8

Pour z > 1, F(z) — ((z) =

+o0 1
=217y = = —217%¢ (a).
k=1

n=1 k=1
On en déduit I'égalité : | F(x) = (1 —217%)((x).

10. Développement asymptotique en 1

(a) On pose h =z — 1. Comme F est dérivable en 1, au voisinage de 1, on a :

F(z) = F(1+h) = F(1) + hF'(1) + o(h) = In2 + hF'(1) + o(h).

In 2

2
Onaaussi:1 —21"2=1-2""=1—-e "2 =pIn2 - 5 ~—=h? + o(h?) au voisinage de z = 1.

(b)
F(x)  W2+hF'(1)+oh) 1 In2+hF'(1)+o(h)

(@) = Toois = =
_9l-a In2
b2 hln 2——1n 2p2 g o2y M2 1f7n h+ o(h)

- hllm(ln2+hF’(1)+o(h))< +ln—2h+ (h))

= 111 <1n2+h< ()+m;2>+o(h))

h
1 (F'(1) In2
= h+<m2+2)+“”

F'(1 In2
Et donc C(x):%l—i-b—i-o()aveca:letb: ln(2)+1;‘

11. Développement asymptotique en 1 (bis)

1
(a) Pour n > 1l etz € [1,2], t — I est décroissante sur [n,n + 1] (qui est un intervalle de longueur 1), donc

1 n+1 dt
].W S / tx 1 —. On en déduit que :
n n
1 1
0< -
1 (1 1 1
(b) Pour z € [1,2], la suite (W>n>1 converge (vers 0); comme kzl <k:x - W) =1- CFEk
1 1
Z (x — (+1)x> converge. De 'encadrement du (a), on déduit que | la série Z vp(x) converge.
n n
n>1 n>1

la série



n n 1 n+1 d 400 d 1
(c) Pour$€]1,2],2vk(:v): W_/ tfmé(:r)—/ t%:qx)_
P 1 1

(d)

r—1
k=1
+oo
La série Z vy, converge simplement sur [1, 2]. On note R, (z) = Z vi(z) le reste d’ordre n de la série. D’apres
n>1 k=n+1
+00
1 1 1 1 1
0<R < — — = — I —_ =
(8), 0= Bnlw) < k_znﬂ (k (k + 1)x> (M +1)% koo k®  (n+ )T
1
Donc sup |R,(z)| < 0 et | la série vy, converge uniformément sur [1,2].
z€[1,2] " (n—l— 1)1 n——+0o0 7; "
1 1 1 1 1

Pour z €]1,2], v,(z) = = 1—% <n~””—1 T 1)x_1> s op (1) = - In(n+ 1)+ Inn.
vy, est continue, sauf peut-étre en 1.

1 1
En 1:en posant h =z — 1, — = — + o(1) par continuité de I'exponentielle z — n~" en 1 et

n n

1 1 _ 1 _1(7hlnn_ —hln(n+1)) _l (l—hl + (h))—(l—hl ( +1)+ (h) _

l—z\nv 1 (n+1)2=1) h ¢ ¢ T h nneao nin 0 =

1
In(n+1) —Inn+o(1); donc vy(x) = — +In(n+ 1) —Ilnn+ o(1).
n
Donc v, est continue en 1.
On en déduit que la série Z vy, est une série de fonctions continues sur [1, 2]. La convergence uniforme sur [1, 2]

n>1
entraine donc la continuité de sa somme sur [1, 2].
+oo +oo
1 1 . .
On en déduit que ((z) — = Zvn(x) = Zvn(l) +0(1) = v + o(1) au voisinage de 17. D’olt
z—1 n=1 n=1

1
((x) = 1ttt o(1) au voisinage de 17.
T

12. Application
Par unicité du développement limité en 1T (éventuellement en multipliant par (z — 1)), on déduit de 8.(b) et 9.(e)

F'(1 In 2 In2
les égalités a = 1 et ( )+n—:b:7, Dot F’(l):1n2<7_n>_

X (=1 tnn
D’apres 1.5.(b), Z = _F'(1)=In2 <2 — ,y>.

In2 2 2

In2
n

n=1




