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Devoir surveillé 3 - Correction

Exercice
a partir de ESA MP 2021

Un corrigé de M. Mirebeau et Mme Bourguignon
1. Onadeg(1) =0, deg(X —1)=1,...,deg(X*(X — 1)) =k +1,deg(X"H(X — 1)) = n.
La famille B = (1, X — 1, X(X —1),..., X" (X — 1)) est constituée de polynomes de R, [X]. Cette famille de
polynomes non nuls est échelonnée en degré donc est libre.
B est une famille libre de cardinal n + 1 dans R,,[X] qui est de dimension n + 1, donc c¢’est une base de R,,[X].

Donc |B=(1,X —1,X(X —1),..., X" (X — 1)) est une base de R,,[X].
2. Généralités sur .

(a) Pour P € R,[X], on a p(P) € R.
Soit (A1, A2) € R? et (P, P5) € R,[X]%. Par linéarité de I'intégrale :

1 1 1
(,0()\1]31 + /\QPQ) = / ()\1P1 + )\gpg)(t)dt =\ / P (t)dt + )\2/ PQ(t)dt = /\1(,0(]31) + )\QC,O(PQ).
0 0 0

Donc ¢ est linéaire. Ainsi ¢ € L(R,[X],R) et ’cp est une forme linéaire sur R, [X]. ‘

(b) ¢ € L(R,[X],R) donc Im(y) est un sous-espace vectoriel de R. Puisque R est de dimension 1, Im(y) est de
1

dimension 0 ou 1. On a (1) = / 1dt =1 # 0 donc ¢ est non nulle, rg(y) # 0 donc rg(yp) = 1. Im(p) est de
0

dimension 1 donc |Im(yp) = R.
Par le théoréme du rang : dim(Ker(y)) = dim(R,[X]) —rg(p) = (n+1)—1 =n. ‘ dim(Ker(p)) =n ‘ et Ker(p)
est un hyperplan de R, [X].

3. (a) Soit (A, \2) € R? et (P, P») € R,[X]?. Par linéarité de l'intégrale :

Vz € R,T/)()\lPl—F)\QPQ)(.T) = /OCC()\lPl—F)\QPQ)(t)dt =)\ /Oz Pl(t)dt+)\2 /: Pg(t)dt = )\190(P1)($)+)\QQD(P2)(ZL‘)

Donc 1(A1 Py + Ao P2) = Mp(P1) + App(P). Ainsi | ¢ est linéaire. |
(b) Soit k € [0,n]. On a :

tk—O—l :|a: xk—i—l
0

Ve eR, (XF)(z)= /Oxt’“dt— [

k+1), k+1
1
On en déduit que ¥(X*) = kaH. Puisque (1, X,..., X* ... X™) est une base de R,[X], on a :
1 1 1
— k nyy — Ly2 k41 n+1
Im(v) = Vect(¢(1), (X)), ..., (X"),...,(X") = Vect<X,2X "”’k:+1X "”’n+1X >

= Vect (X, X?,..., X . X",

D'ott | Im(eh) = Vect (X,Xz, XL X"“) .

(c) Soit P € R,[X].
1
PeKer(p) < ¢(P)=0 / P(t)dt =0
0
<= UY(P)(1) =0 <= 1 est racine du polynome v(P)
<= (X —1) divise le polynome 9 (P).
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Montrons I'équivalence demandée.

Si (P) € Vect (X(X — 1), XX - 1)), alors (X — 1) divise ¥(P) donc P € Ker(i).
Réciproquement, si P € Ker(p), alors (X — 1) divise ¢(P). De plus, ¥(P)(0) = 0 donc X divise 9(P).
On en déduit que X (X — 1) divise ¢ (P) avec ¢(P) € Ry11[X], donc ¢(P) € X(X — 1)R,,_1[X].

Ainsi ¢(P) € Vect(X(X — 1), XX - 1)).

Finalement, on a montré que : | P € Ker(p) <= ¢ (P) € Vect (X(X —-1),..., X"(X - 1))

Pour 1 < k <n, on pose Ri(X) = (k+1)X* —kX* 1. Ona:

k+1 k
‘;(+ - kX? = Xkt xF = xF(X —1).

On remarque d’abord que deg(Ry) = k > 0 donc la famille (Rj)1<k<p est une famille de R, [X], échelonnée
en degré donc libre (R, # 0).

D’apres les questions précédentes et , on a 1(Ry) € Vect (X(X —1),..., X"(X — 1)) = Ker(yp).

(Re) = (k+ Dp(XF) — k(X1 = (k + 1)

D’apres la question 2(b), Ker(y) est de dimension n.
(Rk)1<k<n est une famille libre de cardinal n dans Ker(y) qui est de dimension n, donc une base de Ker(yp).

(Rr)i<k<n = ((k: + 1)Xk — ka*l)KI~C< est une base de Ker(y).

On a dimH = dim £(R,[X],R) = dim(R,[X]) x dim(R) = (n+ 1) x 1. Donc |dim(H) =n + 1.|
Pour (k,¢) € [0,n]?, calculons ;,(X*). On pose P(X) = X*.

(k)
Sik<t(—1: P¥(X) = (l—-1)...(l—k+1X"F o (P) = P ,(0)=0
. P(éﬁ-(())
Sik=¢: PO(X) = 0. Uk(P) = —p— =1

(k)
Sik>¢+1: PH(X) = o. Yr(P) = PZ'(O):().

. . 1 ‘kzg
Ainsi zZ)k(XZ):‘Sk,f:{ 0 zk#f ’

Montrons que la famille (¢ )o<k<n est libre. Soit (Ag)o<k<n € R™*1 tel que Z At = 0. Soit £ € [|0,n|].
k=0

0= <Z )\k%) Z Mo (XE) = Mebre = e
k=0

On a V¢ € [0,n], A\¢ = 0 donc la famille est libre.
La famille (¢ )o<k<n est une famille libre de cardinal n + 1 dans H qui est de dimension n+ 1, donc c’est une

base de H. ’ (1o, - .., 1) est une base de H. ‘

¢ est une forme linéaire sur R, [X] donc ¢ € H.

Soient (Ax)o<k<n € R les coordonnées de ¢ dans la base (¢, ...,¥,) de H : ¢ = Z M. Soit £ € [0,n].
k=0

1 n
p(X) = /0 tdt = (Z Akﬂ}k) Z Me(X) = Mebre = v
k=0

1
Donc ¥/ € [0,n], A\ = 1 Ainsi | ¢




Probleme 1
a partir de ESA PSI 2017 maths 1

1. Soit ¢ : P € R[X] (P(al),P(ag), . .,P(an)) c R™.
Montrons que ¢ est une application linéaire.
Soient (P, Q) € R[X] et (\, 1) € R2. On a les égalités suivantes.
eOP+1Q) = ((AP+uQ)(@),..,(\P+ pQ)(an))
= A(P(a),- . Plan) + 1(Q(a1). -, Q(an)) = Ao(P) + 19(Q)

On a démontré que ¢ est une application linéaire. ‘

On note ¢, la restriction de ¢ & F,,_1. Soit P € R,,_1[X]. On a les équivalences suivantes.
P e Ker(pp-1) <= ¢p-1(P)=0 < P(a1)=---= P(a,) =0.

Et dans ce cas, P est un polynome de degré < n — 1 qui possede n racines distinctes, donc il est nul.
Ainsi, Ker(p,—1) = {0}. Donc ¢, est injective. Et comme dim(R,,—1[X]) = dim(R™) = n, on a bien démontré que

‘ ©n—1 est un isomorphisme de F,_; dans R". ‘

2. On note € = (ey, ..., e,) la base canonique de R", et pour tout ¢ € {1,...,n} on pose L; = cpgil(ei).

(a) D’apres la question précédente, ¢,_1 est bijective, donc cp;il est un isomorphisme de R" sur F,_;. Et donc I'image
d’une base de R™ par gogil est une base de E,_1. En particulier :

‘ B = (Ly,...,Ly,) est une base de E,,_;. ‘

(b) Soit P € R,,—1[X]. On sait que (L1,...,L,) est une base de R,,_1[X]. Par conséquent, P se décompose dans cette
base :

Ay d) R, P(X) =D NLi(X).
=1

n
Soit j € {1,...,n}. On spécialise X = a;. On obtient P(a;) = Z NiLi(aj).
i=1
Or ¢,—1(L;) = e; donc (Li(ar),. .., Li(a;),. ..Li(an)> =(0,...,0,1,0...,0) et par conséquent :

Li(a;) =1etsii##j, ona Li(a;) =0.

On obtient P(aj) = Z )\iLi(aj) = )\j.
=1

n
On a donc démontré : | Pour tout P € R,,_;[X], on a P(X) = Z P(a;)L;i(X).
i=1

3. Un premier exemple : dans cette question, on suppose que n = 3 et on pose a; = 0,a9 = 1 et ag = 3.

(a) Les polynémes L1, Ly et L3, sont de degrés inférieurs ou égaux a n — 1 = 2, et ils s’annulent respectivement en
1,3, en 0,3 et 0,1. Par conséquent, il existe des constantes réelles «, 3, , telles que

LX) =a(X —1)(X —3)  Ly(X)=BX(X —3)  L3(X)=~X(X - 1).

En écrivant que L1(0) = Lo(1) = L3(3) = 1, on obtient les valeurs a = =, 8 = ~5 et v = —. Et apres calculs, on

6
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P(X) = é(X—l)(X—?)) = %(X2—4X+3)

1 1
P(X) = -5X(X-3) = —§(X2—3X)
1 1,
Py(X) = 6X(X_1) = E(X - X)
1 0 0
(b) Et donc M:PB,B’: 4 % —1
S
3 "2 6
x
(¢) Soit X = | y |.On a les équivalences suivantes.
z
6r = 6x ro= ﬂ,?
MX =X < 6MX =6X <= —8r+9y—2 = 6y <= y = =z
2v—=3y+z = 6z _ Ex

Ainsi, Ker(M — I3) n’est pas réduit a {0} et donc 1 est bien valeur propre de M et son sous-espace propre associé

est
1 3
Eq (M) = Vect 7/3 = Vect 7
-1 -3
a a’

(d) Si P(X)=a+bX +cX?=0dL1(X)+VLa(X)+Ls(X),ona X =[b]|, X = |V |.Et comme M = Pgp, les

c c
formules de changement de base donnent :
P(0)
(e) D’autre part, d’apres la question 2., X' = | P(1)
P(3)
P(0)
On revient a la question posée. On cherche les polynémes P pour lesquels X = (1) . Or:
P(3)
P(0)
X=| P | =X <= MX'=X << INeR, X=X'=
P(3)

Et donc les polynomes P de Ry[X] tels que P(X) = P(0) + P(1)X + P(3)X? sont les

P(X)=A3+7X —3X?) avec \ € R.

4. On revient au cas général.

a) On note M = [m; ;l; ics1 1 la matrice de passage de B a B’. Puisque B et B’ sont deux bases de E,_1, on a
7] 7]6{ El kl }

det(M) = detg(B') #0



et donc M est inversible et M ~! est la matrice de passage de B’ & B. Pour la construire, on détermine les coordonnées
de X* dans la base B'.

n
Or d’apres la question 2., pour tout P € R,,_1[X], on a P(X) = ZP(%)L,;(X). Et donc :
i=1

VEe{0,...,n—1},  XF=) afLi(X).
=1

On trouve finalement :

1 a ap~!

M~ =P, b B
=P p= ) )

-1
1 ap an

(b) On reconnait 'expression de 1 et de X dans la base B’ (premiere et deuxiemes colonnes de M ~!) et donc

=1 i=1

(¢) Par définition de M, on a pour tout j € {1,...,n}:

n n L(ifl)(o)
oyl j i—1
LJ(X)*meXZ *Z (i—1)! Xt
i=1 i=1
En particulier, en X = 0, il reste juste L;(0) = m ;.
n n n
Or d’apres la question précédente, on a Z Lj(X) =1 et donc Z L;(0) = Z my;j =
j=1 j=1 j=1
De méme, sii € {2,...,n}, on a Lg-i*l)(O) = (i — 1)!m; ; et donc
i—1
domij= o L0 = (X L] =0
j=1 j=1 j=1

n
car g L;j(X) =1 donc ses dérivées successives sont nulles. On a bien démontré que
i=j

n
\V/’L'E{Q,...,n}, Zmi’jzo.
j=1

5. Un endomorphisme de R[X].

(a) On a les équivalences suivantes.
<~  YP(P)=0
— Vie{l,...,n}, P(a;) =0,

= Py(X)=(X —a1)...(X —ay,) divise P car ap, ..., apdistincts.

Ainsi, ‘ Ker(y) = Py.R[X] avec Py(X) = (X —aq)...(X —ay,) (de degré n). ‘
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(b) Or par définition de la division euclidienne de P par Py,

VP e R[X], 31Q € R[X], IR € Ry_1[X], P(X) = Q(X)Py(X)+ R(X).

Cest la définition de | R[X] = R, 1[X] ® Py R[X] = R, 1 [X]0Ker(y). |

(c) On considere 'endomorphisme f de E' = R[X] défini par :

n

VPEE, f(P)=>_ Pla;)Ls.

=1

Soit P € E. Avec les notations précédentes, R(X) € R,,—1[X] donc il s’écrit de maniére unique sous la forme :
n
=> aLi(X
i=1

Dans I'égalité P(X) = Q(X)Py(X) + R(X), on spécialise en a; :

P(aj) = Q(aj) Po(aj) +R(a;) Zal = aj.
=0
Ainsi, R(X ZP a;)Li(X) = f(P).

Par définition, ‘ f est donc la projection sur R,,_;[X] dans la direction de Ker(¢). ‘

Probléme 2
a partir de CCINP PC 2023

a partir d’un corrigé de G. Hannachi

Partie I - Etude d’un premier exemple

Dans cette partie, on considere ’endomorphisme f : R? — R? défini par :

Q1.

Q2.

Q3.

V(w,y) €R?, flo,y) = (4o -2,z +y)
Ici dim(E) = 2
Soit v = (1,0) € R2. f(v) = (4,1) qui est libre avec v car il s’agit deux vecteurs non colinéaires.
(v, f(v)) famille libre & 2 = dim(E) éléments donc c’est bien une base de E.

’ f est un endomorphisme cyclique de R2. ‘

En notant B la base canonique, on a M = Mg(f) = <11 _12>

X (X) = x5(X) = X~ 5X 46 = (X — 3)(X — 2).

Donc sp(f) = {2,3}. Les valeurs propres sont simples donc les sous-espaces propres associés sont de dimension 1.
Le calcul donne :

Es(f) = Ker(f — 2Idg) = Vect{(1,1)}
Es(f) = Ker(f — 3Idg) = Vect{(2,1)}

((1, 1)) est une base de Ea(f) et ((2, 1)) est une base de E3(f).

En prenant n’importe quel w vecteur propre de f, f(w) est alors colinéaire & w et donc (w, f(w)) liée.
Concretement : Soit w = (1,1), f(w) = 2w , la famille (w, 2w) est liée et donc elle n’est pas une base de E.



Partie II - Etude d’un deuxiéme exemple

Dans cette partie, on considere ’endomorphisme ¢ : R® — R3 dont la matrice dans la base canonique est :

0 -1 1
M= -1 0 -1 |eMs®)
1 -1 0

Q4. Le calcul donne rapidement M? = M + 215 et donc | g% = g + 2Idgs.

Q5. Le polynome caractéristique x (X)) se calcule par 'opération C; + Co — C1, on peut alorssortir alors (X + 1) en
facteur, puis Ly — L1 — Lo qui donne y/(X) = (X + 1)3(X — 2).
Ainsi, | Sp(M) = {~1,2} |avec m_y =2 et my = 1.
® s est scindé,
e my = 1 donc dim(Eq(M)) = 1 = ma,
o M + I3 est de rang 1 (immédiat) donc par le théoréeme du rang, dim(E_1(M)) =2 =m_,

Par conséquent, ‘ M est diagonalisable. ‘

Remarque : on aurait pu simplement dire <« M est symétrique réelle donc elle est diagonalisable .
Q6. Par Q4. on a g? = g + 2Idps.
Et donc pour tout v € R3, on a g2(v) = g(v) + 2v et donc (v, g(v), g*(v)) n’est pas libre.

‘ L’endomorphisme g n’est donc pas cyclique. ‘

Partie III - Etude d’un troisieme exemple
Dans cette partie, on fixe un entier n € N\{0,1} et on se donne un espace vectoriel E de dimension n, et ¢ un
endomorphisme de F.

On suppose que ¢ est nilpotent c’est-a-dire qu’il existe un entier k € N tel que ¢* = 0.
On appelle alors indice de nilpotence de ¢ 'unique entier p tel que :

WP =0et P~ #£0.

Q7. Par définition, P! =0si Vo € E, P~ 1(z) = 0.
Ici, oP~! £ 0, donc | il existe zg € F tel que P~ (o) # 0.

Q8. Soient Ag, ..., \p—1 des scalaires telsq que :
Aozo + Mp(zo) + - -+ + )\p_lcppfl(xo) =0.

On applique P~ qui est linéaire. Puisque P = 0, tous les termes sont nuls sauf un.

Xo? (o) + A1 P (@0) + - + A1 2P V() = @P710) = 0
=0 =0
)\ocpp_l(ﬁo) = 0

Comme ¢P~1(zq) # 0, on a donc A\g = 0.
Il reste donc :

Alcp(xo) + -+ )\p_lgopfl(aio) =0
En appliquant ¢P~2, on trouve A; = 0, et de proche en proche, \g = A\j = --- = Ap—1 = 0. Et donc :

La famille (zo, ¢(20), .. ., P~ (z0)) est libre.




Q9. La famille précédente est libre donc son cardinal p est inférieur ou égal a la dimension de E. On obtient que

‘ L’indice de nilpotence p de ¢ vérifie p < n. ‘

Q10. e Supposons que p = n.
D’apres ce qui précede, il existe xg € E tel que la famille F = (29, ¢(z0), - - -, " (z0)) soit une famille libre de E.
Comme Card(F) = n = dim(E), on en déduit que F = (zq, (z0),- .., 9" *(z0)) est une base de E et donc que ¢
est cyclique.
e Supposons que @ est cyclique.
Par définition, il existe v € E tel que (v, p(v),...,©" (v)) soit une base de E. Ses éléments sont donc tous non
nuls :
Jv e E, ¢" L) #0.
Ainsi "1 = 0 donc p > n. Or on sait que p < n par la question précédente donc p = n.
On a bien démontré :

p est cyclique si et seulement si p = n.

Partie IV - Cas d’un endomorphisme diagonalisable

Dans cette partie, on considére un endomorphisme diagonalisable h d’un C-espace vectoriel E de dimension finie n € N*,
On souhaite déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les valeurs propres de h pour que cet endomorphisme
soit cyclique.

Comme ’endomorphisme h est diagonalisable, il existe une base B = (v1,...,v,) de l'espace vectoriel E composée de
vecteurs propres de h. Pour tout k € [1,n], on note Ay € C la valeur propre associée au vecteur propre vg.
Soit v € E. Comme B est une base de F, il existe (aq,...,a,) € C" tel que :

V=o1v1 + s+ oy
Q11. Soit i € [1,n]. Par définition de vecteur propre, on a : h(v;) = A\v;.
Par linéarité de h, on obtient h2(vi) = h(h(v;)) = h(Nivi) = \ih(vi) = M.
Et par itération simple :
h¥(v;) = WL (h(v;)) = RF Y (Ows) = MhF () = -+ = Ay,

Par linéairité de hP, on obtient :

hP(v) = a1hP(v1) 4+ -+ + oy AP (vy) = ax AJv1 + -+ + ap Aoy,

Q12. Le déterminant de la famille 7 = (v,h(v),...,h" }(v)) dans la base B est le déterminant de la matrice des
coordonnées de cette famille dans B leurs coordonnées étant données par Q11.

a1 1A - alx\?_l
Donc detg(F) = | : L : Par n-linéarité sur les lignes,
Qy  QpAp an)\z_l
1 A\ - )\111*1
detp(F)=ai---an |t ... =V, )
D VD Vo
ou V(A1,...,A,) le déterminant de Vandermonde associé & (A1,...,\,). Et donc :

detg(F) =a1---om [ (A= N)

1<i<yj<n

Q13. Si h admet n valeurs propres distinctes.
Je prends v = vy + -+ 4+ vy, , soit tous les ap = 1 et grace a Q12, detp(F) # 0
(v, h(v),--- ,h""1(v)) est alors une base de E et h est cyclique.
Si h est cyclique, il existe un vecteur v tel que detp(F) # 0
Et toujours par Q12 ceci garantit que toutes les valeurs propres sont distinctes.



