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Un corrigé de M. Mirebeau et Mme Bourguignon

1. On a deg(1) = 0, deg(X − 1) = 1, . . . ,deg(Xk(X − 1)) = k + 1, deg(Xn−1(X − 1)) = n.
La famille B = (1, X − 1, X(X − 1), . . . , Xn−1(X − 1)) est constituée de polynômes de Rn[X]. Cette famille de
polynômes non nuls est échelonnée en degré donc est libre.
B est une famille libre de cardinal n+ 1 dans Rn[X] qui est de dimension n+ 1, donc c’est une base de Rn[X].

Donc B = (1, X − 1, X(X − 1), . . . , Xn−1(X − 1)) est une base de Rn[X].

2. Généralités sur ϕ.

(a) Pour P ∈ Rn[X], on a ϕ(P ) ∈ R.
Soit (λ1, λ2) ∈ R2 et (P1, P2) ∈ Rn[X]2. Par linéarité de l’intégrale :

ϕ(λ1P1 + λ2P2) =

∫ 1

0
(λ1P1 + λ2P2)(t)dt = λ1

∫ 1

0
P1(t)dt+ λ2

∫ 1

0
P2(t)dt = λ1ϕ(P1) + λ2ϕ(P2).

Donc ϕ est linéaire. Ainsi ϕ ∈ L(Rn[X],R) et ϕ est une forme linéaire sur Rn[X].

(b) ϕ ∈ L(Rn[X],R) donc Im(ϕ) est un sous-espace vectoriel de R. Puisque R est de dimension 1, Im(ϕ) est de

dimension 0 ou 1. On a ϕ(1) =

∫ 1

0
1dt = 1 6= 0 donc ϕ est non nulle, rg(ϕ) 6= 0 donc rg(ϕ) = 1. Im(ϕ) est de

dimension 1 donc Im(ϕ) = R.

Par le théorème du rang : dim(Ker(ϕ)) = dim(Rn[X])− rg(ϕ) = (n+1)−1 = n. dim(Ker(ϕ)) = n et Ker(ϕ)

est un hyperplan de Rn[X].

3. (a) Soit (λ1, λ2) ∈ R2 et (P1, P2) ∈ Rn[X]2. Par linéarité de l’intégrale :

∀x ∈ R, ψ(λ1P1+λ2P2)(x) =

∫ x

0
(λ1P1+λ2P2)(t)dt = λ1

∫ x

0
P1(t)dt+λ2

∫ x

0
P2(t)dt = λ1ϕ(P1)(x)+λ2ϕ(P2)(x).

Donc ψ(λ1P1 + λ2P2) = λ1ϕ(P1) + λ2ϕ(P2). Ainsi ψ est linéaire.

(b) Soit k ∈ [[0, n]]. On a :

∀x ∈ R, ψ(Xk)(x) =

∫ x

0
tkdt =

[
tk+1

k + 1

]x
0

=
xk+1

k + 1
.

On en déduit que ψ(Xk) =
1

k + 1
Xk+1. Puisque (1, X, . . . ,Xk, . . . Xn) est une base de Rn[X], on a :

Im(ψ) = Vect(ψ(1), ψ(X), . . . , ψ(Xk), . . . , ψ(Xn)) = Vect

(
X,

1

2
X2, . . . ,

1

k + 1
Xk+1, . . . ,

1

n+ 1
Xn+1

)
= Vect

(
X,X2, . . . , Xk+1, . . . , Xn+1

)
.

D’où Im(ψ) = Vect
(
X,X2, . . . , Xk+1, . . . , Xn+1

)
.

(c) Soit P ∈ Rn[X].

P ∈ Ker(ϕ) ⇐⇒ ϕ(P ) = 0 ⇐⇒
∫ 1

0
P (t)dt = 0

⇐⇒ Ψ(P )(1) = 0 ⇐⇒ 1 est racine du polynôme ψ(P )

⇐⇒ (X − 1) divise le polynôme ψ(P ).
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Montrons l’équivalence demandée.

⇐ Si ψ(P ) ∈ Vect
(
X(X − 1), . . . , Xn(X − 1)

)
, alors (X − 1) divise ψ(P ) donc P ∈ Ker(ϕ).

⇒ Réciproquement, si P ∈ Ker(ϕ), alors (X − 1) divise ψ(P ). De plus, ψ(P )(0) = 0 donc X divise ψ(P ).
On en déduit que X(X − 1) divise ψ(P ) avec ψ(P ) ∈ Rn+1[X], donc ψ(P ) ∈ X(X − 1)Rn−1[X].

Ainsi ψ(P ) ∈ Vect
(
X(X − 1), . . . , Xn(X − 1)

)
.

Finalement, on a montré que : P ∈ Ker(ϕ) ⇐⇒ ψ(P ) ∈ Vect
(
X(X − 1), . . . , Xn(X − 1)

)
.

(d) Pour 1 ≤ k ≤ n, on pose Rk(X) = (k + 1)Xk − kXk−1. On a :

ψ(Rk) = (k + 1)ψ(Xk)− kψ(Xk−1) = (k + 1)
Xk+1

k + 1
− kX

k

k
= Xk+1 −Xk = Xk(X − 1).

(e) On remarque d’abord que deg(Rk) = k ≥ 0 donc la famille (Rk)1≤k≤n est une famille de Rn[X], échelonnée
en degré donc libre (Rk 6= 0).

D’après les questions précédentes et , on a ψ(Rk) ∈ Vect
(
X(X − 1), . . . , Xn(X − 1)

)
= Ker(ϕ).

D’après la question 2(b), Ker(ϕ) est de dimension n.
(Rk)1≤k≤n est une famille libre de cardinal n dans Ker(ϕ) qui est de dimension n, donc une base de Ker(ϕ).

(Rk)1≤k≤n =
(

(k + 1)Xk − kXk−1
)
1≤k≤n

est une base de Ker(ϕ).

4. (a) On a dimH = dimL(Rn[X],R) = dim(Rn[X])× dim(R) = (n+ 1)× 1. Donc dim(H) = n+ 1.

(b) Pour (k, `) ∈ [[0, n]]2, calculons ψk(X`). On pose P (X) = X`.
Si k ≤ `− 1 : P (k)(X) = `(`− 1) . . . (`− k + 1)X`−k. ψk(P ) =

P (k)(0)

k!
= 0.

Si k = ` : P (`)(X) = `! . ψk(P ) =
P (`)(0)

`!
= 1.

Si k ≥ `+ 1 : P (k)(X) = 0. ψk(P ) =
P (k)(0)

k!
= 0.

Ainsi ψk(X`) = δk,` =

{
1 si k = `
0 si k 6= `

.

(c) Montrons que la famille (ψk)0≤k≤n est libre. Soit (λk)0≤k≤n ∈ Rn+1 tel que
n∑

k=0

λkψk = 0. Soit ` ∈ [|0, n|].

0 =

(
n∑

k=0

λkψk

)
(X`) =

n∑
k=0

λkψk(X`) =
n∑

k=0

λkδk,` = λ`.

On a ∀` ∈ [[0, n]], λ` = 0 donc la famille est libre.
La famille (ψk)0≤k≤n est une famille libre de cardinal n+ 1 dans H qui est de dimension n+ 1, donc c’est une

base de H. (ψ0, . . . , ψn) est une base de H.

(d) ϕ est une forme linéaire sur Rn[X] donc ϕ ∈ H.

Soient (λk)0≤k≤n ∈ Rn+1 les coordonnées de ϕ dans la base (ψ0, . . . , ψn) de H : ϕ =

n∑
k=0

λkψk. Soit ` ∈ [[0, n]].

ϕ(X`) =

∫ 1

0
t`dt =

1

`+ 1
=

(
n∑

k=0

λkψk

)
(X`) =

n∑
k=0

λkψk(X`) =

n∑
k=0

λkδk,` = λ`.

Donc ∀` ∈ [[0, n]], λ` =
1

`+ 1
. Ainsi ϕ =

n∑
k=0

1

k + 1
ψk.
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Problème 1
à partir de E3A PSI 2017 maths 1

1. Soit ϕ : P ∈ R[X] 7−→
(
P (a1), P (a2), . . . , P (an)

)
∈ Rn.

Montrons que ϕ est une application linéaire.
Soient (P,Q) ∈ R[X] et (λ, µ) ∈ R2. On a les égalités suivantes.

ϕ(λP + µQ) =
(

(λP + µQ)(a1), . . . , (λP + µQ)(an)
)

= λ
(
P (a1), . . . , P (an)

)
+ µ

(
Q(a1), . . . , Q(an)

)
= λϕ(P ) + µϕ(Q)

On a démontré que ϕ est une application linéaire.

On note ϕn−1 la restriction de ϕ à En−1. Soit P ∈ Rn−1[X]. On a les équivalences suivantes.

P ∈ Ker(ϕn−1) ⇐⇒ ϕn−1(P ) = 0 ⇐⇒ P (a1) = · · · = P (an) = 0.

Et dans ce cas, P est un polynôme de degré ≤ n− 1 qui possède n racines distinctes, donc il est nul.
Ainsi, Ker(ϕn−1) = {0}. Donc ϕn−1 est injective. Et comme dim(Rn−1[X]) = dim(Rn) = n, on a bien démontré que

ϕn−1 est un isomorphisme de En−1 dans Rn.

2. On note E = (e1, . . . , en) la base canonique de Rn, et pour tout i ∈ {1, . . . , n} on pose Li = ϕ−1n−1(ei).

(a) D’après la question précédente, ϕn−1 est bijective, donc ϕ−1n−1 est un isomorphisme de Rn sur En−1. Et donc l’image

d’une base de Rn par ϕ−1n−1 est une base de En−1. En particulier :

B′ = (L1, . . . , Ln) est une base de En−1.

(b) Soit P ∈ Rn−1[X]. On sait que (L1, . . . , Ln) est une base de Rn−1[X]. Par conséquent, P se décompose dans cette
base :

∃!(λ1, . . . , λn) ∈ Rn, P (X) =
n∑

i=1

λiLi(X).

Soit j ∈ {1, . . . , n}. On spécialise X = aj . On obtient P (aj) =
n∑

i=1

λiLi(aj).

Or ϕn−1(Li) = ei donc (Li(a1), . . . , Li(ai), . . . Li(an)
)

= (0, . . . , 0, 1, 0 . . . , 0) et par conséquent :

Li(ai) = 1 et si i 6= j, on a Li(aj) = 0.

On obtient P (aj) =

n∑
i=1

λiLi(aj) = λj .

On a donc démontré : Pour tout P ∈ Rn−1[X], on a P (X) =
n∑

i=1

P (ai)Li(X).

3. Un premier exemple : dans cette question, on suppose que n = 3 et on pose a1 = 0, a2 = 1 et a3 = 3.

(a) Les polynômes L1, L2 et L3, sont de degrés inférieurs ou égaux à n − 1 = 2, et ils s’annulent respectivement en
1, 3, en 0, 3 et 0, 1. Par conséquent, il existe des constantes réelles α, β, γ, telles que

L1(X) = α(X − 1)(X − 3) L2(X) = βX(X − 3) L3(X) = γX(X − 1).

En écrivant que L1(0) = L2(1) = L3(3) = 1, on obtient les valeurs α =
1

3
, β = −1

2
et γ =

1

6
. Et après calculs, on

trouve
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P1(X) =
1

3
(X − 1)(X − 3) =

1

3
(X2 − 4X + 3)

P2(X) = −1

2
X(X − 3) = −1

2
(X2 − 3X)

P3(X) =
1

6
X(X − 1) =

1

6
(X2 −X)

(b) Et donc M = PB,B′ =

 1 0 0
−4

3
3
2 −1

6
1
3 −1

2
1
6

 .

(c) Soit X =

 x
y
z

 . On a les équivalences suivantes.

MX = X ⇐⇒ 6MX = 6X ⇐⇒


6x = 6x

−8x+ 9y − z = 6y
2x− 3y + z = 6z

⇐⇒


x = x

y =
7

3
x

z = −x

Ainsi, Ker(M − I3) n’est pas réduit à {0} et donc 1 est bien valeur propre de M et son sous-espace propre associé
est

E1(M) = Vect


 1

7/3
−1

 = Vect


 3

7
−3

 .

(d) Si P (X) = a+ bX + cX2 = a′L1(X) + b′L2(X) + c′L3(X), on a X =

ab
c

, X ′ =

a′b′
c′

. Et comme M = PB,B′ , les

formules de changement de base donnent : X = MX ′.

(e) D’autre part, d’après la question 2., X ′ =

 P (0)
P (1)
P (3)

 .

On revient à la question posée. On cherche les polynômes P pour lesquels X =

 P (0)
P (1)
P (3)

 . Or :

X =

 P (0)
P (1)
P (3)

 = X ′ ⇐⇒ MX ′ = X ′ ⇐⇒ ∃λ ∈ R, X = X ′ = λ

 3
7
−3

 .

Et donc les polynômes P de R2[X] tels que P (X) = P (0) + P (1)X + P (3)X2 sont les

P (X) = λ(3 + 7X − 3X2) avec λ ∈ R.

4. On revient au cas général.

(a) On note M = [mi,j ]i,j∈{1,...,n} la matrice de passage de B à B′. Puisque B et B′ sont deux bases de En−1, on a

det(M) = detB(B′) 6= 0
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et doncM est inversible etM−1 est la matrice de passage de B′ à B. Pour la construire, on détermine les coordonnées
de Xk dans la base B′.

Or d’après la question 2., pour tout P ∈ Rn−1[X], on a P (X) =
n∑

i=1

P (ai)Li(X). Et donc :

∀k ∈ {0, . . . , n− 1}, Xk =

n∑
i=1

aki Li(X).

On trouve finalement :

M−1 = PB′,B =


1 a1 . . . an−11

1 a2 . . . an−12
...

...
...

1 an . . . an−1n

 .

(b) On reconnâıt l’expression de 1 et de X dans la base B′ (première et deuxièmes colonnes de M−1) et donc

n∑
i=1

Li(X) = 1 et
n∑

i=1

aiLi(X) = X.

(c) Par définition de M , on a pour tout j ∈ {1, . . . , n} :

Lj(X) =
n∑

i=1

mi,jX
i−1 =

n∑
i=1

L
(i−1)
j (0)

(i− 1)!
Xi−1.

En particulier, en X = 0, il reste juste Lj(0) = m1,j .

Or d’après la question précédente, on a

n∑
j=1

Lj(X) = 1 et donc

n∑
j=1

Lj(0) =

n∑
j=1

m1,j = 1.

De même, si i ∈ {2, . . . , n}, on a L
(i−1)
j (0) = (i− 1)!mi,j et donc

n∑
j=1

mi,j =
1

i− 1

n∑
j=1

L
(i−1)
j (0) =

1

i− 1

 n∑
j=1

Lj

(i−1)

(0) = 0

car
n∑

i=j

Lj(X) = 1 donc ses dérivées successives sont nulles. On a bien démontré que

∀i ∈ {2, . . . , n},
n∑

j=1

mi,j = 0.

5. Un endomorphisme de R[X].

(a) On a les équivalences suivantes.

⇐⇒ ψ(P ) = 0

⇐⇒ ∀i ∈ {1, . . . , n}, P (ai) = 0,

⇐⇒ P0(X) = (X − a1) . . . (X − an) divise P car a1, . . . , andistincts.

Ainsi, Ker(ψ) = P0.R[X] avec P0(X) = (X − a1) . . . (X − an) (de degré n).
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(b) Or par définition de la division euclidienne de P par P0,

∀P ∈ R[X], ∃!Q ∈ R[X], ∃!R ∈ Rn−1[X], P (X) = Q(X)P0(X) +R(X).

C’est la définition de R[X] = Rn−1[X]⊕ P0.R[X] = Rn−1[X]⊕Ker(ψ).

(c) On considère l’endomorphisme f de E = R[X] défini par :

∀P ∈ E, f(P ) =

n∑
i=1

P (ai)Li.

Soit P ∈ E. Avec les notations précédentes, R(X) ∈ Rn−1[X] donc il s’écrit de manière unique sous la forme :

R(X) =
n∑

i=1

αiLi(X).

Dans l’égalité P (X) = Q(X)P0(X) +R(X), on spécialise en aj :

P (aj) = Q(aj)P0(aj)︸ ︷︷ ︸
=0

+R(aj) =
n∑

i=1

αiLi(aj) = αj .

Ainsi, R(X) =
n∑

i=1

P (ai)Li(X) = f(P ).

Par définition, f est donc la projection sur Rn−1[X] dans la direction de Ker(φ).

Problème 2
à partir de CCINP PC 2023

à partir d’un corrigé de G. Hannachi

Partie I - Étude d’un premier exemple

Dans cette partie, on considère l’endomorphisme f : R2 → R2 défini par :

∀(x, y) ∈ R2, f(x, y) = (4x− 2y, x+ y)

Q1. Ici dim(E) = 2

Soit v = (1, 0) ∈ R2. f(v) = (4, 1) qui est libre avec v car il s’agit deux vecteurs non colinéaires.

(v, f(v)) famille libre à 2 = dim(E) éléments donc c’est bien une base de E.

f est un endomorphisme cyclique de R2.

Q2. En notant B la base canonique, on a M = MB(f) =

(
4 −2
1 1

)
χM (X) = χf (X) = X2 − 5X + 6 = (X − 3)(X − 2).

Donc sp(f) = {2, 3}. Les valeurs propres sont simples donc les sous-espaces propres associés sont de dimension 1.
Le calcul donne :

E2(f) = Ker(f − 2IdE) = Vect{(1, 1)}
E3(f) = Ker(f − 3IdE) = Vect{(2, 1)}(

(1, 1)
)

est une base de E2(f) et
(

(2, 1)
)

est une base de E3(f).

Q3. En prenant n’importe quel w vecteur propre de f , f(w) est alors colinéaire à w et donc (w, f(w)) liée.

Concrètement : Soit w = (1, 1), f(w) = 2w , la famille (w, 2w) est liée et donc elle n’est pas une base de E.
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Partie II - Étude d’un deuxième exemple

Dans cette partie, on considère l’endomorphisme g : R3 → R3 dont la matrice dans la base canonique est :

M =

 0 −1 1
−1 0 −1
1 −1 0

 ∈M3(R)

Q4. Le calcul donne rapidement M2 = M + 2I3 et donc g2 = g + 2IdR3 .

Q5. Le polynôme caractéristique χM (X) se calcule par l’opération C1 +C2 → C1, on peut alorssortir alors (X + 1) en
facteur, puis L2 − L1 → L2 qui donne χM (X) = (X + 1)2(X − 2).

Ainsi, Sp(M) = {−1, 2} avec m−1 = 2 et m2 = 1.

• χM est scindé,

• m2 = 1 donc dim(E2(M)) = 1 = m2,

• M + I3 est de rang 1 (immédiat) donc par le théorème du rang, dim(E−1(M)) = 2 = m−1

Par conséquent, M est diagonalisable.

Remarque : on aurait pu simplement dire �M est symétrique réelle donc elle est diagonalisable �.

Q6. Par Q4. on a g2 = g + 2IdR3 .

Et donc pour tout v ∈ R3, on a g2(v) = g(v) + 2v et donc (v, g(v), g2(v)) n’est pas libre.

L’endomorphisme g n’est donc pas cyclique.

Partie III - Étude d’un troisième exemple

Dans cette partie, on fixe un entier n ∈ N\{0, 1} et on se donne un espace vectoriel E de dimension n, et ϕ un
endomorphisme de E.

On suppose que ϕ est nilpotent c’est-à-dire qu’il existe un entier k ∈ N tel que ϕk = 0.
On appelle alors indice de nilpotence de ϕ l’unique entier p tel que :

ϕp = 0 et ϕp−1 6= 0.

Q7. Par définition, ϕp−1 = 0 si ∀x ∈ E, ϕp−1(x) = 0.

Ici, ϕp−1 6= 0, donc il existe x0 ∈ E tel que ϕp−1(x0) 6= 0.

Q8. Soient λ0, . . . , λp−1 des scalaires telsq que :

λ0x0 + λ1ϕ(x0) + · · ·+ λp−1ϕ
p−1(x0) = 0.

On applique ϕp−1 qui est linéaire. Puisque ϕp = 0, tous les termes sont nuls sauf un.

λ0ϕ
p−1(x0) + λ1 ϕ

p(x0)︸ ︷︷ ︸
=0

+ · · ·+ λp−1 ϕ
2(p−1)(x0)︸ ︷︷ ︸

=0

= ϕp−1(0) = 0

λ0ϕ
p−1(x0) = 0

Comme ϕp−1(x0) 6= 0, on a donc λ0 = 0.

Il reste donc :

λ1ϕ(x0) + · · ·+ λp−1ϕ
p−1(x0) = 0

En appliquant ϕp−2, on trouve λ1 = 0, et de proche en proche, λ0 = λ1 = · · · = λp−1 = 0. Et donc :

La famille (x0, ϕ(x0), . . . , ϕ
p−1(x0)) est libre.
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Q9. La famille précédente est libre donc son cardinal p est inférieur ou égal à la dimension de E. On obtient que

L’indice de nilpotence p de ϕ vérifie p ≤ n.

Q10. • Supposons que p = n.

D’après ce qui précède, il existe x0 ∈ E tel que la famille F = (x0, ϕ(x0), . . . , ϕ
n−1(x0)) soit une famille libre de E.

Comme Card(F) = n = dim(E), on en déduit que F = (x0, ϕ(x0), . . . , ϕ
n−1(x0)) est une base de E et donc que ϕ

est cyclique.

• Supposons que ϕ est cyclique.

Par définition, il existe v ∈ E tel que (v, ϕ(v), . . . , ϕn−1(v)) soit une base de E. Ses éléments sont donc tous non
nuls :

∃v ∈ E, ϕn−1(v) 6= 0.

Ainsi ϕn−1 6= 0 donc p ≥ n. Or on sait que p ≤ n par la question précédente donc p = n.

On a bien démontré :

ϕ est cyclique si et seulement si p = n.

Partie IV - Cas d’un endomorphisme diagonalisable

Dans cette partie, on considère un endomorphisme diagonalisable h d’un C-espace vectoriel E de dimension finie n ∈ N∗.
On souhaite déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les valeurs propres de h pour que cet endomorphisme
soit cyclique.
Comme l’endomorphisme h est diagonalisable, il existe une base B = (v1, . . . , vn) de l’espace vectoriel E composée de
vecteurs propres de h. Pour tout k ∈ [[1, n]], on note λk ∈ C la valeur propre associée au vecteur propre vk.
Soit v ∈ E. Comme B est une base de E, il existe (α1, . . . , αn) ∈ Cn tel que :

v = α1v1 + · · ·+ αnvn

Q11. Soit i ∈ [[1, n]]. Par définition de vecteur propre, on a : h(vi) = λivi.

Par linéarité de h, on obtient h2(v1) = h(h(vi)) = h(λivi) = λih(vi) = λ2i vi.

Et par itération simple :

hk(vi) = hk−1(h(vi)) = hk−1(λivi) = λih
k−1(vi) = · · · = λki vi.

Par linéairité de hp, on obtient :

hp(v) = α1h
p(v1) + · · ·+ αn h

p(vn) = α1λ
p
1v1 + · · ·+ αnλ

p
nvn.

Q12. Le déterminant de la famille F =
(
v, h(v), . . . , hn−1(v)

)
dans la base B est le déterminant de la matrice des

coordonnées de cette famille dans B leurs coordonnées étant données par Q11.

Donc detB(F) =

∣∣∣∣∣∣∣
α1 α1λ1 · · · α1λ

n−1
1

...
... · · ·

...
αn αnλn · · · αnλ

n−1
n

∣∣∣∣∣∣∣ Par n-linéarité sur les lignes,

detB(F) = α1 · · ·αn

∣∣∣∣∣∣∣
1 λ1 · · · λn−11
...

... · · ·
...

1 λn · · · λn−1n

∣∣∣∣∣∣∣ = V (λ1, . . . , λn)

où V (λ1, . . . , λn) le déterminant de Vandermonde associé à (λ1, . . . , λn). Et donc :

detB(F) = α1 · · ·αn

∏
16i<j6n

(λj − λi).

Q13. Si h admet n valeurs propres distinctes.

Je prends v = v1 + · · ·+ vn , soit tous les αk = 1 et grâce à Q12, detB(F) 6= 0

(v, h(v), · · · , hn−1(v)) est alors une base de E et h est cyclique.

Si h est cyclique, il existe un vecteur v tel que detB(F) 6= 0

Et toujours par Q12 ceci garantit que toutes les valeurs propres sont distinctes.
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